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Abstract: Transparent Intensional Logic (TIL) explicates objective abs-
tract procedures as so-called constructions. Constructions that do not
contain free variables and are in a well-defined sense ‘normalized” are
called concepts in TIL. An argument is given for the claim that every con-
cept defines a problem. The paper treats just mathematical concepts, and
so mathematical problems, and tries to show that this view makes it
possible to take into account some links between conceptual systems
and the ways how to replace a non-effective formulation of a problem
by an effective one. To show this in concreto a well-known Kleene’s idea
from his (1952) is exemplified and explained in terms of conceptual sys-
tems so that a threatening paradox is avoided.
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1 Problém a pojem

Pti ¢teni slavné Kolmogorovovy stati (1932) musi logického analy-
tika pfirozeného jazyka napadnout, Ze pojem problém si zaslouzi expli-
kaci z hlediska logické analyzy pfirozeného jazyka, zejména kdyz sdm
Kolmogorov problémy formuluje v pfirozeném jazyce (obsahujicim
ovsem matematické vyrazy).

Zadani i feSeni problému je nepochybné spjato s procedurami.
Neni divu, Ze mi jako nejvhodnéjsi nastroj explikace pt¥ipada Tichého
Transparentni Intenzionalni Logika (TIL), ktera vyvinula procedurdlni
sémantiku.!

1 Viz zejména Tichy (1988) a (systematicky vyklad souc¢asné podoby v) Duzi
- Jespersen - Materna (2010).
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Podobné jako Montague (1974) vysel i Tichy z predpokladu, ze
logicka analyza pfirozeného jazyka musi byt po formdlni strance in-
spirovéana nikoli predikatovou logikou (jakéhokoli fadu), nybrz (typo-
vanym) A-kalkulem: ten totiz realizuje Churchovu genidlni intuici, ze
logické operace lze v podstaté redukovat na vytvoreni funkce abstrakci
a aplikaci funkce na arqumenty.

TIL je spojena s typovou hierarchii, nejprve 1. fadu (kdy tzv. kon-
strukce jsou pouze uzity, aby vytvofily mnozinové objekty, konkrét-
né funkce), posléze vyssich ¥add, kdy konstrukce jsou také zmiriovd-
ny, takze se stavaji objektem sui generis. Konstrukce jsou definovany
a pojmenovany (proménné, Trivializace, Provedeni, Dvoji provedent,
Kompozice, Uzavér), coz zde nemiizeme reprodukovat, takze odkazu-
jeme hlavné na Duzi - Jespersen - Materna (2010). Typy 1. fadu jsou
mnoziny parcidlnich funkci nad bazi {o, 1, 1, ®}, tj. po fadé pravdivostni
hodnoty, Univerzum, tj. individua, casové momenty, popr. redlnd cisla, a moz-
né sveéty.

Rozvétvena hierarchie typtt pak urc¢uje typy vyssich fadt. Zhruba
miizeme ideu této hierarchie vyjadfit takto: Konstrukce konstruuji ob-
jekty typu fadu n. Jsou to konstrukce #idu n. Mnozina vsech konstrukci
fadu n tvofi novy typ: typ #adu n + 1, znaceny * . Tak naptiklad pro-
ménnd x v-konstruujici ¢isla, tedy objekty typu fadu 1, je konstrukce
fadu 1 aje typu *,. Je to tedy objekt typu fadu 2. Kdyz v TIL zminujeme
konstrukce, nemusime kvili tomu potfebovat metajazyk.

Méjme konstrukci C, ktera neobsahuje volnou proménnou?®. C je po-
jem.

Priklad: S A. Churchem tvrdime, ze kazdy smysluplny (ne vyhradné
syntakticky) vyraz vyjadfuje pojem (viz Church 1956), tj. zvolime jaky-
koli vyraz (zde: ¢estiny), véetné véty. Napiiklad:

3 > 2 vyjadfuje pojem: [>> °3 °2], kde [...] je instrukce k vytvofeni

Kompozice, ° vytvaii Trivializaci a typy jsou 3,2 / 1, > / (ott). Tento

pojem konstruuje pravdivostni hodnotu T.

Cisla (redlnd) vétsi nez 0 vyjadiuje pojem Ax [°> x °0], konstruuje tiidu
kladnych realnych ¢isel, apod.

Budeme se zabyvat matematickymi pojmy, tj. nase baze obsahuje
jen o a 7, kde t bude mnozina prirozenych cisel. Nasledujici tvrzeni se
tykd i empirickych pojmii, dale pijde uz jen o pojmy matematické.

2 Pro pfesnost dodejme ,a je jistym dobte definovanym zpiisobem normali-
zovéana”.
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Tvrzeni 1: Kazdy pojem definuje urcity problém. -

Argument: Pojem jakoZzto konstrukce je mozno chapat jako navod na
proceduru vedouci k urc¢itému vysledku. Kdyz formulujeme problém,
tak nés zajima vysledek néjaké procedury.

Poznamka 1: Tichy pfi analyze tdzacich vét (1978) rozlisuje séman-
tické jadro (fopic) a pragmaticky postoj. Tak jako mtZeme mit k téze
propozici postoj tvrzeni, tdzani nebo naptiklad chténi, tak i v nasem
pfipadé miizeme mit k danému pojmu postoj spocivajici v provadéni
dané konstrukce, ale i postoj navadéni k procedufe. Ta procedura (po-
jem) je v obou ptipadech stejna.

Pozndmka 2: V ptipadé oteviené konstrukce, tj. konstrukce obsahu-
jici asponi jednu volnou proménnou, je situace nasledujici: Necht kon-
strukce C obsahuje jednu volnou proménnou, feknéme x. Pak pojem
urceny jednoznac¢né piislusnym pojmem je konstrukce Ax C. Pti n >
1 je vice pfislusnych pojmd, a tedy i problémt. Napiiklad k oteviené
konstrukci

[>xy]
existuji ¢tyfi piislusné pojmy a tedy problémy:

Jay [% x y]
Ayx [%> x y]

Ay [°> x y]
AyAx [°> x y]

Podle nékterych vykladact pojmu problém by explikace méla zahr-
novat jen pfipady, v nichZ je obsaZena néjaka netrivialni obtiz. Napt.
pravé uvedené konstrukce by pro né jisté nereprezentovaly problémy.
Je vsak velice vagni i nejednozna¢né definovat stupeni obtiznosti, od
néhoz bychom teprve mluvili o problémech. Krom toho by takové kri-
térium znamenalo zavadéni do explikace relativismu, resp. subjektivis-
mu: Shora uvedené piiklady predstavuji jisté urcity stupen obtiZnosti
(a vypocitat 3 + 5, umi to kazdy v kazdém véku?).

2 Algoritmické a nealgoritmické pojmy

Pojem konstrukce v TIL neni totozny s pojmem algoritmu. (Srovnej
Tichy 1986.) Jednak mtize jit pouze o algoritmicky vypocet jako napft.
(3 + 5), jednak konstrukce jsou definovéany i v téch piipadech, kdy neni
zarucena efektivni metoda (napfiklad se uznava jako legitimni aplika-
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ce funkce na argument, aniz je vyzadovan finitni charakter argumen-
tu nebo efektivnost funkce). Protoze pojmy jsou konstrukce, mtizeme
tedy rozlisit pojmy algoritmické, definujici efektivni (rekurzivni, algo-
ritmickou) proceduru, a pojmy nealgoritmické, kde p¥islusna procedura
neni efektivni.

Nealgoritmické pojmy jsou vsak dvojiho druhu:

a) pojmy, které jsou nealgoritmické a nejsou ekvivalentni zadnému
algoritmickému pojmu, jako napf. pojem mnoziny teorém pre-
dikatové logiky 2. fadu, a

b) pojmy, které jsou ekvivalentni uréitému algoritmickému pojmu
(a samy nejsou).

Jako priklad pojm@ sub b) miZeme uvést (zapsano matematickym
jazykem)®:

Viaben (n>2 >~ [a" + b = ¢"]] (Fermattv posledni teorém)
Mftizeme tedy definovat:

Definice 1
Problém indukovany pojmem C: algoritmicka konstrukce C” ekviva-
lentni C. -

Tvrzeni 2: Je-li pojem C nealgoritmicky, pak problém logicky ekvivalentni
je rovnéZ nealgoritmicky. -

Diikaz: Necht konstrukce C” je logicky ekvivalentni konstrukei C.
To znamena, ze logické forma C je logicky ekvivalentni C". Tyto logic-
ké formy se tedy lisi pouze logickymi konstantami. Je-li jedna z kon-
strukci C, C” nealgoritmicka, pak druha bude rovnéz nealgoritmicka,
protoze logicky ekvivalentni transformaci se z neefektivni kombinace
logickych konstant nestane kombinace efektivni.

Priklad: Je-li konstrukce VAx C nealgoritmickd, pak logicky ekviva-
lentni konstrukce

—Jrx—C

je rovnéz nealgoritmicka.

* Vyrazy jazyka matematiky jsou blizké zptasobu, jakym zapisujeme

konstrukce. Nap#. srovnej vyraz (3 + 5) a zapis konstrukce [*+ °3 %5].
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Vezméme konkrétné problém prvociselnych ctveric (prime quadruplets):
chceme zjistit, zda je nekone¢né mnoho za sebou jdoucich ¢tvefic prvo-
¢isel s intervalem 0, 2, 6, 8. Necht tedy Kard(inalita) je pocet (v nasem
pripadé tfid o ¢tyfech prvcich), ¢ je proménna t¥id ¢isel, n, p necht jsou
proménné ptirozenych ¢isel. Nas problém lze napsat jako konstrukei
(pojem), jejiz zapis bude opét proveden (kvili jednoduchosti) béznym
matematickym vyrazem:

In (n = Kard k¢ (3p [[Proocislop] A[c=Ax[x=p] v [x=p+2] v [x=
p+6]vx=p+8]])

(Jde o dosud nevyteseny problém. V kladném ptipadé je téchto ¢tvetic
kone¢né mnoho.)

Takto zadany problém je nealgoritmicky. Po provedeni jakékoli
logicky ekvivalentni transformace se na této skute¢nosti nic nezméni.
(Naptiklad =Vn = (...) )

Tvrzeni 2 v8ak mtize vést ke sporu! Lze totiz snadno dokazat:

Fakt: Ttida téch pojmt C, které nejsou algoritmické a ke kterym byl
nalezen problém C” timto pojmem indukovany neni prazdna.

(Paradigmatickym piikladem je Fermattiv posledni teorém.) Zna-
mend to, Ze nalezeny pojem/problém je ekvivalentni, ale nikoli logicky
ekvivalentni.

Definice 2
Necht = / (o* * ) je relace mezi dvéma pojmy, které konstruuji stej-
ny objekt nebo jsou oba prazdné.

Problém C je ekvivalentni problému D, jestlize existuje konstrukce E
tvaru [C = D] konstruujici T. -

(Je-li konstrukce E algoritmickd, pak je problémem indukovanym
pojmem C. Viz Definici 1.)

3 Pojmové systémy

Kleene ve své klasické knize (1952, 317) upozoriiuje na jeden vysoce
dalezity fakt. Necht R je efektivné vydislitelna relace. Definujme (sche-
maticky) nésledujici funkci:

Nejmensi ¢islo takové, ze plati R(x,y), jestlize Iy R(x,y)
ny R(x, ) <

0 v opa¢ném piipadé
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Tato definice neurcuje ovsem efektivni proceduru. Jak vsak ukazuje
Kleene, existuji takové instance relace R, pro néz efektivni procedura
existuje, ale k niZ se nedostaneme na zakladé shora uvedené definice.

Nyni si rozvedeme piislusny ptiklad, ktery Kleene zminiuje. Necht
a, b, ¢ jsou urcita cela ¢isla a R je definovéno takto:

Axy [ax + by = c]
Problém, ktery ma Kleene na mysli, je*
P x[uAy [ax + by =c]]

Tento problém je nealgoritmicky: nemame zaruku, ze 3y [ax + by = ]
pro vsechna x.

Méjme nyni gcd jako Euklidav algoritmus pro nalezeni nejvétsiho
spole¢ného délitele dvou ¢isel. Problém

P 2 [ hy [ged (a, b) = ax + by]]

je ovsem algoritmicky. Lze nyni dokézat, Ze funkce, kterou konstruuje
P’, ma pro

c=gcd(a, b)
stejné hodnoty jako funkce, kterou konstruuje P, a pro
c#gcd(a, b)

nemaji obé funkce hodnotu (resp. maji hodnotu 0 podle Kleeneovy defi-
nice). P a P” jsou tedy rtzné ekvivalentni konstrukce. (V TIL méme P =
P’, ale °P # °P".) P’ je tedy problém indukovany problémem (pojmem) P.

Predpokladejme, Ze chceme najit pojem indukovany pojmem P a
,nemame k dispozici’ pojem, ktery nazyvame Euklidovym algoritmem.
Ziejmé nam nepomuze zadna logicky ekvivalentni Gprava (Tvrzeni 2)
a k cili nedojdeme. V okamziku, kdy mezi pouzitelné pojmy zafadime
Euklidtiv algoritmus, je nas tkol splnén. Tento pfiklad ilustruje uzitec-

nost zavedeni dynamického méfitka nasi pojmové kompetence: bude-
me definovat pojmovy systém.

* Opét: prislusnéd konstrukce, ktera je analyzou uvedeného matematického
zapisu.
®  Viz Materna (1998, 2004) a ovsem Duzi - Jespersen - Materna (2010).
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Definice 3
Necht X je objekt, ktery neni konstrukce. Pak °X je jednoduchy pojem.
Jednoduché pojmy nerozkldddme na slozky a predpokladame, Ze
jsou déany.

Definice 4

Méjme kone¢nou mnozinu Prim {P,,...,P } jednoduchych pojmt a
rozvétvenou hierarchii typt. Pojmy z Prim nazyvame primitivni po-
jmy a pojmy z nekone¢né mnoziny Der pojmi odvozenych z Prim
na zakladé rozvétvené hierarchie typl pojmy odvozenymi (derived).
Sjednoceni Prim U Der nazveme pojmovy systém. —

Pojmovy systém je jednozna¢né uréen mnoZzinou Prim a urcuje, o
kterych objektech mizeme mluvit. Je to ,pojmova vybava’, jakou mame
dik tomuto systému k dispozici. Zde uvazujeme pouze matematické
pojmy.

Je ziejmé, Ze nalézani efektivnich postupt (algoritmickych pojm,
které jsou indukovany danym pojmem) je zavislé na tom, jaky pojmo-
vy systém mame k dispozici. Nas ptiklad ilustruje tento fakt. Zaroven
i jako podklad opravnéného matematického optimismu, ktery vyjadril
Godel ve své filozofické kritice Turingova dila (1990, 306).¢

To zfejmé neznamend, Ze vznikne pojmovy systém, ktery umozni
najit problém indukovany pojmem mnoZina teorémii predikitové logiky 2.
7adu apod.”

Filozoficky ustav

Akademie véd Ceské republiky
Jilskd 1

110 00 Praha 1

Ceskd republika
maternapavel@seznam.cz

»,What Turing disregards completely is the fact that mind, in its use, is not
static, but constantly developing,...and that more and more abstract terms
enter the sphere of our understanding.”

7 Tato préce vznikla s podporou Grantové agentury Ceské republiky, projekt
P401/10/0792.
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