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POZORUHODNE LOGICKE SYSTEMY (I1)

HILBERTUV EPSILON-KALKUL A SOUCASNE POKUSY
O JEHO VYUZITi PRO ANALYZU JAZYKA

Jaroslav PEREGRIN’

Epsilon kalkulus je logicky systém, jehozZ historie je dlouh4; navrhl ho jiz mezi dvéma
sv&tovymi véalkami David Hilbert. Od té doby upadl bezmala do zapomnéni, az byl
v nedavné dob& opraden nékterymi logiky, ktefi se zabyvaji analyzou pfirozeného
jazyka. Podivejme se nejprve na plivodni Hilbertovu verzi.

Predstavme si, Ze k jazyku standardniho predikdtového poétu prvniho fadu
ptidame nasledujici gramatické pravidlo vytvafejici termy z formuli':

(1) je-li F formule a x proménn4, je exF term

Ptijeti tohoto pravidla bude zfejmé znamenat, Ze kromé& standardnich termu,
jakymi mohou byt tfeba Karel, x ¢i otec(Karel) budou moci byt spravné utvofenymi
termy napfiklad i exFilosof(x) &i ex(Karel = otec(x)); atudiz spravn& utvorenymi
vyroky budou i napfiklad Filosof(ex(Karel = otec(x))) & Karel = exFilosof(x).
Pfedstavme si déle, Ze k standardnim axiomim predikatového po&tu pfiddme schéma

(2) FIT] = FexF1x])

To v podstaté fikd, Ze ma-li n&jaké individuum vlastnost vyjadfované formuli
F{x], mé tuto vlastnost uréité ito individuum, které je oznalovano termem €xF[x].
(V logice se n&ékdy pro- individua tohoto druhu uziva termin scapegoat, 'obétni
beranek’ - jeho smysl se stane jasnym, kdyZ si predstavime, Ze F[x] vyjadfuje né&jakou
nezavidénihodnou vlastnost, tieba byt zbit. exF[x] je pak, mizeme fici, ten neboZak,
kterého zaruen& zbiji, kdykoli zbiji viibec n&koho®.) Vzhledem k tomuto si jako
‘zamys$lenou interpretaci’ termu xF[x] pracovné pfedstavit néco jako 'néjaky F': takze
tieba exFilosof(x) &teme jako 'n&jaky filosof a Karel = otec(e xFilosof(x)) jako 'Karel
je otcem né&jakého filosofa' (dale oviem uvidime, Ze takové ¢&teni mize byt
i zavadéjici; usnadni v3ak prvotni orientaci).

Snadno se ukaZe, Ze takto definovany epsilon kalkulus (kterému se z ddvodu,
které vyjdou najevo za chvili, fika intenziondlni epsilon kalkulus) je konzervativnim
rozdifenim standardniho predikatového po&tu (to znamend, Ze pfidanim (1) a (2) se
nijak nezméni logické vlastnosti toho, co uz v predikatovém poétu bylo pfed nim).
Navic se snadno ukaZe, Ze za predpokladu, Ze univerzum neobsahuje nepojmenované
objekty, plati nasledujici dv& ekvivalence:

(3) AxFix] & F(exFlx])
(4) VxF[x] & F(ex—F]x])
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Ze plati (3) je zfejmé: ptima implikace vyplyva pfimo z (2); nepfima je instanci
pravidla existencidln{ instanciace. (4) se z(3) dostane dosazenim —F za F
a znegovanim obou stran ekvivalence. Za uvedeného predpokladu se tedy nabizi
mozZnost pfijmout (3) a(4) nikoli jako teorémy, ale jako definice standardnich
kvantifikatorud.

ProtoZe operator vytvéafi termy z predikétt, dalo by se otekavat, Ze bude vy-
jadfovat funkei, pfifazujici individua tfidam individui - tak by tomu bylo ovSem
jenom tehdy, kdybychom méli zaruéeno, Ze exF[x] a exG[x] oznatuji totéZz indivi-
duum, kdykoli F a G oznatuji tutéz tfidu individui; tedy Ze plati

(5) Vz(Flz] © Glz]) = (exFx] = exG[x])

(3) je vlastng jakysi pozadavek 'extenzionality': zaruuje, Ze individuum, které je
oznacovéano €xFx], je ureno jeding extenzi F]x]. A prave to, Ze (5) neni v rdmci vy3e
definovaného epsilon-kalkulu obecné splnéno, je divodem, pro¢ se tento kalkulus
nazyva intenziondlni. Jestlize k nému (5) pfiddme jako dal3i axiom, dostaneme exten-
ziondlni epsilon kalkulus.

Jakou sémantikou bychom mohli epsilon kalkulus opatfit? Intuitivné se to zda
byt zfejmé: exF(x) oznaCuje individuum (a sice takové individuum, které patfi do
mnoZiny oznatované predikatem F), takZe by mél, jak uZ jsme fekli, reprezentovat
funkci, kterd pfifazuje individua mnoZinam individui. Av8ak kterou funkci? Funkeci
zobrazujici kazdou neprazdnou podmnoZinu univerza na né&jaky jeji prvek je jisté
mnoho. A ukazuje se, Ze jedinym fe¥enim je prost¢ relativizace sémantiky epsilon
kalkulu k volbé& této funkce. To znamena, Ze zatimco u standardniho predikatového
poctu jsou vyrazim pfifazovany denotaty v zavislosti na interpretaci extralogickych
konstant ana valuaci proménnych, v pfipadé epsilon kalkulu musime ptidat dalsi
parametr, vybérovou funkci.

Je-li tedy I interpretace extralogickych konstant, V valuace proménnych a @
vyb&rova funkce pfifazujici kaZzdé podmnoZing€ univerza prvek univerza (je-li
neprazdnd, pak jeji prvek) a oznadime-li symbolem V[x|i] tu valuaci proménnych,
kterd je jako V s tim jedinym moZnym rozdilem, Ze promé&nné x ptifazuje individuum
i. miZeme definovat denotovani termit a spliiovéni formuli simultanni indukci®:

[N, v = I(T) pro kazdy konstantni term T
x|l pv = V(x) pro kaZzdou proménnou x

LRt ov = LU oy £}, o.v)> Pro kaZdy funktor fa termy ¢, ..., ¢,
lexFl oy = ({i : L&, V[xli] |= F},

L&V = P(t, ..., 1), jestlize {||t)[| gyses 12l o0 € 1(P)

LOV = F A F, jestlize L&,V [= FalL®,V|=F,

atd.

Is |= F pak definujeme jako platné pravé tehdy, kdyZ L.®,s |= F pro kazdou
vybérovou funkei @°.

Vezméme napriklad term exFilosof(x). Podle definice |lexFilosof(x)||,,y =
®({i: .d.V[xli] |= Filosof(x)}; to znamena, Z¢ denotat tohoto termu je hodnotou
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vybérové funkce @ aplikované na mnoZinu t&ch individui, ktera spliiuji formuli Filo-
sof(x), to jest na extenzi predikatu Filosof, neboli mnoZinu vech filosofi. Podobné
bude denotitem termu ex(Karel = otec(x)) 'vybrany Karliv syn' to jest to individuum,
které vyb&rova funkce @ pfifazuje mnoZiné v3ech Karlovych synd. (Pfitom si
uvédomme, Ze v pfipadé, Ze Karel Zddné syny nem4, bude denotatem termu ex(Karel
= otec(x)) individuum, které Karlovym synem neni. Bylo by samoziejmé pfirozené&;jsi,
aby v tomto pfipad& nemél tento term denotat Zadny vzhledem k tomu, Ze epsilon
kalkulus je budovan jako nadstavba standardni predikatové logiky, kterd nedenotujici
termy nepfipousti, viak tato moZnost neni k dispozici.)

Myslenka, se kterou ptivodné Hilbert tento kalkul navrhl, byla redukce axiomu
kvantifikace na axiom vybé&ru. To se postupn& pfestalo jevit jako zajimavy cil,
a espilon kalkulus tak upadl témé&f v zapomnéni. V posledni dob& v3ak do$lo k jeho
pozoruhodné resuscitaci, a to v disledku toho, Ze byl shledan zajimavym lidmi, ktefi
se zabyvaji analyzou pfirozeného jazyka. Diivodem bylo pfedev&im to, Ze se Hilberttv
epsilon-operator zaZal jevit jako perspektivni z hlediska analyzy anglického neuri-
tého ¢lenu.

Abychom tohle vysvétlili, vratme se na okamZik jeit¢ pfed Hilberta,
k takzvanému iota(-inverzum®)-operatoru, navrzenému Bertrandem Russellem. Rus-
sell sAm tento operator zavedl jako kontextualné& definovanou zkratku®:

(6) FIXGx]] =pg Ix(FIx] A G[x] A VHGD] = (x =),

takZe napfiklad vyrok, analyzujici Russellovu oblibenou vétu

(7) Kral Francie je holohlavy,

totiz

(7') 3x (Kral-Francie(x) A Holohlavy(x) A Vy(Krail-Francie(y) = (x =y))),
bude zapsan kratce jako

(7") Holohlavy(uxKral-Francie(x)).

Pfipustime-li v3ak moZnost termd, které neoznaduji nic (to jest pfejdeme-li
k logice, ktera pfipousti modely s parcialnimi funkcemi), miZeme iota-termy pfiro-
zenym zpusobem pojmout jako termy plnohodnotné. Analogicky jako v pfipadg
epsilon-termi totiZ mizeme pfidat syntaktické pravidlo

(8) je-li F formule a x promé&nn4, je wF term,
které je v tomto piipad€ moZné oSetfit sémanticky zcela pfimocare:
|[xFl|,y = i. je-li i jedinym prvkem mnoZziny {i : LV[xi] |= F}
a neni definovano ve vech ostatnich pfipadech.

To znamend, Ze na se miizeme dlvat jako na reprezentaci funkce, ktera pfirazuje
jednoprvkové mnozing jeji jediny prvek a kterékoli jiné mnozing& nic. Operétor t se tak
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zda byt vhodnou logickou explikaci anglického uréitého &lenu: president of the USA
[prezident USA) je predikatem, jehoZ extenzi je jednoprvkovd mnoZina tvofena
v soutasné dobe Billem Clintonem, a the president of the USA [ten jediny prezident
USA] je jménem tohoto individua; zatimco king of France [krdl Francie] resp.
Olympic winner [olympijsky vitéz] maji za extenzi mnoZinu prazdnou resp. vice nez
jednoprvkovou, athe king of France [ten jediny kral Francie] resp. the Olympic
winner (ten jediny olympijsky vitéz] jsou proto 'jména’, ktera (momentaln&) neoznaduji
nic’.

Nyni se miZe zdat, Ze epsilon-operator by mohl poslouzit jako logicky protipél
neurditého &lenu analogicky tomu, jako jsme pravé iota-operétor uZili jako protip6l
¢lenu uréitého. Ostatng jsme fekli, Ze je-li LtP(x) intuitivné chapano jako 'to jediné P,
zamy3lenou interpretaci exP(x) ma byt 'n&jaké P'. Je oviem tieba si uvédomit, Ze tato
analogie, tak jak je, pokulh&va: € totiZ nema vlastni sémantiku v tom smyslu, v jakém
Ji ma t. Operator 1 oznaluje jednu urcitou (parcialni) funkci z mnozin individui do
individui; aviak totéz, jak jsme vidéli, o € Fici nelze®.

Klaus von Heusinger (1997) se pokusil tento nedostatek odstranit tim, Ze 'pod-
specifikovanost' sémantiky prohlésil za zalezitost pragmatiky. Sémanticky je podle négj
dano to, Ze € oznaluje néjakou vyb&rovou funkci pfifazujici neprazdnym mnoZinam
Jjejich prvky, a kterou konkrétné, je dano aZ kontextem pfisluiné promluvy. Podle to-
hoto nézoru je napiiklad frize a philosopher [néjaky filosof] mnohoznadn,
a zjednoznalni se aZ v urtitém kontextu: feknu-li / saw a philosopher yesterday
[Vcera jsem vidél néjakého filosofa], omezim tim mnoZinu 'ptijatelnych’ vyb&rovych
funkci na ty, které ptifazuji mnoZing filosofi toho, kterého jsem ja vé&era vid&l.

Vyraz exF[x] tedy, miZeme Fici, ozna€uje konkrétni individuum jeding& tehdy, je-
li specifikovéna jedna z mnoha mozZnych vybérovych funkei (¢i je-li alespori specifi-
kovéna n&jakd vhodnd podmnoZina takovych funkeci). V rdmci formalni definice
sémantiky epsilon-kalkulu je tato specifikace dana funkci @ (ktera se tak oviem stava
dalSim parametrem sémantické interpretace); v ramci pfirozeného jazyka je pak ta-
kovy vybér, podle von Heusingerova navrhu, ustanovovan kontextem.

Co by tedy pak bylo vyznamem neurgitého ¢&lenu? Je jim jedna konkrétni
vybérova funkce? Jisté ne: neurdity ¢len se chova tak, Ze je-li kontextem stanovena
vyb&rova funkce, pak dané mnoZzing pfitadi jejiho reprezentanta. A¢ Heusinger sdm to
takto neformuluje, miZeme se na takto uchopeny neuréity ¢len divat jako na deno-
tujici funkci. kterd dané vybé&rové funkci pfifadi funkci, kterd mnoZin& objekti ptitadi
Jjejiho reprezentanta. Je-li tedy m libovolna mnoZina univerza a @ libovolna vybé&rova
funkce, mizeme psat

(Ilell(P))(m) = B(m).
Z toho oviem zfejmé vyplyva
Ell(P) = Am.D(m) = P,
a tedy
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llell = Ad.

Dospivame tedy k zavéru, Ze €, a potazmo neurtity &len, oznaduje z tohoto thlu
pohledu identické zobrazeni mnoZiny vybé&rovych funkei na sebe sama. (Operator € je
totiz nahliZen jako denotujici, podobné jako 1, vyb&rovou funkci, ale na rozdil od 1 ne
vybérovou funkci pevné danou, nybrZ tu vyb&rovou funkci, ktera je pravé 'dodavana’
kontextem. Neur¢ity &len tedy z tohoto pohledu nedéla nic jiného, nez Ze 'vyzvedavd'
z kontextu aktudlni vybérovou funkci, kterou pak aplikuje na extenzi predikatu, na
néjz je aplikovan. Tak napfiklad v ramci termu exFilosof(x) funguje z tohoto pohledu
tak, Ze nejprve 'pfevezme’ z kontextu aktualni vyb&rovou funkei a tu pak aplikuje na
extenzi predikatu Filosof.)

Domnivam se, Ze takovyto pohled ma dva nedostatky. Zaprvé, skute¢né jasny
smys| miZe dat az v kontextu né&jakého logického systému, v jehoZ ramci lze pracovat
s 'kontexty' to jest aZ v rAmci né&jaké dynamické verze sémantiky, o jakych budeme ho-
vofit v pfistim pokra¢ovanim tohoto seridlu (viz téZ Peregrin, 1996). V ramci této
sémantiky jsou totiZ vyznamy vyrokd, a potazmo jejich &asti chapany jako zobrazeni
mnoZiny 'kontextd' (¢i 'informacnich stavi') na tutéZ mnoZinu - ajak uvidime, je
vyb&rové funkce mozné vidét jako zpisoby specifikace pravé uréitych relevantnich
ryst kontextd. Zadruhé, a to je podstatnéjsi, kdyz pak podrobnégji analyzujeme to, jak
se neurdity ¢len fakticky chova, dojdeme k zavéru, Ze ve skutednosti méni kontext: To
vyplyvé z toho, Ze naptiklad véta / saw the philosopher too [Taky jsem toho filosofa
vidél], kterd nedava smysl v 'prézdném kontextu', smysl dava v kontextu 'vyrobeném’
tieba vétou Yesterday | saw a philosopher in a funny green jacket [Véera jsem vidél
Silosofa v legracnim zeleném kabdtku]. (Tato 'dynamickd' analyza pak vede také
k adekvainéjsi analyze uritého Clenu, nez je ta russellovska - ale o tom skuteiné az
pHStE.)

Vratme se nyni ke klasické, neparcialni verzi epsilon-kalkulu, kterou jsme
uvedli na potatku tohoto pojednani. V této podobé€ ma epsilon kalkulus jednu bizar-
ni vlastnost, ktera déla z € néco zasadné jiného, neZz je neurdity &len. ProtoZe v této
verzi epsilon kalkulu nejsou pfipustény nedenotujici termy, musi exF[x] néco de-
notovat itehdy, kdyZz neexistuje nic, co by spliiovalo formu F[x]. Vyrok tvaru
GlexF[x]] tedy vidy ptipisuje vlastnost néjakému individuu: tak vyrok Holohlavy
(exKril-Francie(x)) pfipisuje i za soutasného stavu véci holohlavost né&jakému indi-
viduu (které oviem samoziejmé neni kralem Francie).

To se zda byt pfinejmensim podivné; Hartley Slater (1984) se v8ak pokusil tuto
podivnost interpretovat jako zadsadni pFfednost epsilon-kalkulu. Tento rys tohoto
kalkulu totiz podle né& zplsobuje, Ze rozdifenim predik4tového poctu na epsilon
kalkulus se dostavame do oblasti intenziondlni logiky (ted’ se oviem mysli in-
tenzionalita v tom b&Zném slova smyslu, v jakém je intenzionalni logikou tieba TIL,
ne onen formélni, dfive zmiflovany smysl).

Abychom vysvétlili, jak to Slater mysli, uvazme Fregovu oblibenou vétu

(9) Jitfenka je Vecernice.



POZORUHODNE LOGICKE SYSTEMY (II) 215

Takovy vyrok je podle Slatera v rdmci epsilon-kalkulu analyzovatelny dvéma
zpusoby, totiz
(9') Ix (JitFenka(x) A Vy (JitFenka(y) > (x=»)) A
Vedernice(x) A Vy (Vedernice(y) — (x =y))),
coz bychom mohli pomoci Russellovy definice (6) zapsat jako
wJitfenka(x) = rVedernice(x),
a vedle toho jako

(9") ex(Jitfenka(x) A Vy (Jitfenka(y) - (x =y)) =

ex(Velernice(x) A Vy (Vefernice(y) = (x =y)))

(9") a(9") pfitom nejsou ekvivalentni: zatimco prvni z nich je pravdivy jenom
kontingentné, ten druhy je identitou a jako takovy nemtZe byt v ramci klasické logiky
kontingentni, konkrétn& vzhledem k tomu, Ze je aktualné€ pravdivy, musi byt pravdivy
nutné&. Podle Slatera tak epsilon-kalkulus dovede vyjadfit jak extenzionalni, tak inten-
zionalni Groveri sémantické analyzy identity: (9') podle né&j konstatuje (kontingentni)
identitu extenzi, zatimco (9") vyjadfuje nutnou ekvivalenci intenzi.

Jinym dokladem intenzionality epsilon-kalkulu je podle Slatera fakt, Ze v ném
muizZeme hovofit o neexistujicich objektech. Vezméme vétu

(10) Fajst se domniva, Ze potkal ducha,
ptevedeno do jazyka extenzionalni logiky®

(10") Domnivi-se(Fajst, Ix(Duch(x) A Potkal(Fajst, x))).
ProtoZe v epsilon-kalkulu ma ka?dy term zaru€en& denotat, maji denotat i nasledujici
termy:

(11) exPotkal(Fajst, x)

(12) ex(Duch(x) A Potkal(Fajst, x)),

(13) exDomniva-se(Fajst, (Duch(x) A Potkal(Fajst, x))),

To podle Slatera znamena, Ze nam epsilon kalkulus dovoluje mluvit i 0 neexis-
tujicich, 'intenzionalnich' objektech tfeba o 'duchovi. kterého potkal Fajst' &i o 'tom,
o ¢em se pan Fajst domniva, Ze je to duch, kterého potkal'.

V3imnéme si nékterych dalsich pozoruhodnych rysa takovych logickych analyz.
Vyrok

(14) —=Duch(ex(Duch(x) A Potkal(Fajst, x)))
ba dokonce ani vyrok
(15) =Duch(ex(Duch(x)))

neni kontradiktoricky. (V3imn&me si, Ze kdybychom se drZeli na¥eho &teni exF[x]
jako ‘n&jaky F', museli bychom (15) &ist jako 'n&jaky duch neni duch' a vzhledem
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k tomu, Ze (15) neni kontradikce, bychom museli pfipustit, Ze 'n&jaky duch nemusi byt
duch'.) JestliZe totiZ duchové neexistuji, je (15) podle (4) pravdiva. Kontradiktoricka
tedy neni ani formule

(16) exPotkal(Fajst, x) = Kus-hoFiciho-karbidu
Predpokladejme, Ze je (16) pravda. Protoze z (10") miZeme zfejmé odvodit
(17) Domniva-se(Fajst, Duch(ex(Duch(x) A Potkal(Fajst, x))))
a z toho pak déle
(18) Domnivi-se(Fajst, Duch(ex(Potkal(Fajst, x)))).
dostavame jako disledek (10') a (16)
(19) Domniva-se(Fajst, Duch(Kus-hoFiciho-karbidu)).

Toto zjevné neni nic jiného, nez vysledek neopodstatnéného nahrazovani koexten-
zionalnich termind v neextenzionalnim kontextu. Podle Slatera pak oviem v ramci
epsilon-kalkulu tou 'spravnou’ identitou, kterou pouZit lze, je nikoli (16), ale (20):

(20) exDomniva-se(Fajst, (Duch(x) A Potkal(Fajst, x))) =
Kus-hofFiciho-karbidu.

S jeji pomoci totiz (19) neodvodime.

Mné osobné& se zda, Ze kli¢em k pochopeni skute¢ného dosahu Slaterovy ekvili-
bristiky je pochopeni faktu, Ze epsilon-termy jsou sémanticky zcela absurdni. Pied-
stavme si, Ze bych definoval term Bimbo, ktery by v sudé dny denotoval slona Bimba,
zatimco v liché dny tfeba n&jakou Zabu; a pak bych z faktu, Ze vyrok zeleny(Bimbo)
denné méni pravdivostni hodnotu, vyvozoval, Ze je Bimbo vlastné chameleon. Po-
dobné je to s epsilon termy: exF[x] 'normaln& denotuje 'n&jakého F'; aviak za speci-
fickych okolnosti (kdyZ Zadny F neexistuje) denotuje inéco jiného, ato vyvolava
iluzi, jako by F n&kdy nemusel byt F. Faktem ovSem zlstivd, Ze v podstaté neni
mozné najit renomovany &asopis z oboru filosofické logiky, ktery by vySe uvedené
Slaterovy vysledky nebyl otiskl.

POZNAMKY

" Prace na tomto textu byla podpofena grantem GA AV CR &islo 401/99/0619.

"1 v tomto pokratovani pouZivam stejné notatni konvence jako v pfedchozi ¢asti: to zna-
mena, ze symboly s fixovanou interpretaci pidi tu¢né, zatimco symboly, jejichZ intepretace fi-
xovéana neni, uvadim kurzivou; dale P(x) znamena predikat P aplikovany na proménnou x,
zatimco F[x] znamena formuli F obsahujici promé&nnou x; a nasleduje-li v jedné vété po symbo-
lu Flx} symbol FTy], oznaduje ten druhy variantu vyroku F obsahujici y tam, kde F obsahuje x.

* Samoziejme Ze tento vtip je zaloZen na zavadé&jici pfedstave, Ze pFisluiny term ma ng&ja-
kou pevnou interpretaci napFi¢ modely.
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'Zde je notatni konvence takova, ze ||7]|,,. oznatuje denotét termu 7 vzhledem
k interpretaci I, vyb&rové funkci P a valuaci V; zatimco zapis I, @,V |= F fika, Ze formule F je
splfiovana (&i Ze je pravdiva vzhledem k) |, @ a V.

* Podrobny rozbor logickych vlastnosti epsilon kalkulu podava Meyer Viol (1995).

* Russell piivodné pouZival fecké pismeno iota obracené vzhiiru nohama. Vzhledem
k tomu, Ze takova véc je pro sazele noini murou, setkdvame se dnes jiz b&€Zn& s pouzivanim o-
bytejného, neptevraceného iota.

*Viz Russell a Whitehead (1910, §14).

7 Viz 162 Cmorej (1995)

* Viz téz Peregrin (2000).

’ Tady jsme uZ oviem za hranici logiky prvniho Fadu uvaZujeme totiZ predikat, ktery ma
za argument vyrok.
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