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DIALOGY

PIAGETOVO CHAPANIE LOGICKO-MATEMATICKYCH
ENTIT

Pavel CMOREJ - Jan RYBAR

CMOREJ, P.: Pan kolega, vo svojom ¢lanku [8] o epistemologii, ktory ste
ponikli gitatefom ORGANONu F, ste sa dotkli viacerych problémov, ktoré pokladam
za velmi zaujimavé. Na ploche jednej $tadie, zameranej na skiimanie moznosti budo-
vania vedeckej cpistemoldgie, ste ich v3ak nemohli podrobnejSie rozvindf, ¢o je
celkom pochopitelné. Ako jeden z &itatefov ORGANONu F by som vsak uvital, keby
ste sa mohli k nicktorym problémom vratit' a podrobnejie ich rozobrat. Nemohli by
ste to urobit’ v dialogu so mnou, v ktorom by som vam polozil niekolko vete¢nych
otazok? Tym by ste mi pomohli odstranit’ ist¢ nejasnosti, ktor¢ som mal pri Citani
vasej Studie.

RYBAR, J.: Z nasich predchadzajicich rozhovorov viem, ze vaSa
vychodiskova pozicia, z ktorej pristupujete k danym problémom, je ina, preto vasu
ponuku na dialég mdzem len privitat. Beriem to aj ako prileZitost poloZit' svoje
otazky.

CMOREI, P.: V spomenutom ¢lanku charakterizujete Piageta ako myslitela,
ktory mal ambiciu prekonat tradi¢na dilemu vynarajicu sa, ako piSete, "v najro-
zliénejsich oblastiach vedeckého poznania": bud’ empiricizmus alebo Spekulativny
racionalizmus. Této dilema sa v istej podobe zjavuje aj v oblasti filozofic matematiky
a logiky, kde tizko stvisi s problémom povahy matematickych a logickych entit, ktory
ma v danom kontexte zaujima azda najviac. Podla toho, Co pidete, Piaget na jednej
strane "odmieta empiristickd interpretaciu povahy logicko-matematickych Struktar",
ale zarovei je "nekompromisny kritik platonizmu". Z Piagetovej kritiky platonizmu
sadim, e jeho chapanie logicko-matematickych entit sa velmi nelidi od istej odrody
psychologizmu. Nie som si viak celkom isty. Azda by sme mohli zacat' otazkou. ¢i
Piagetovo chapanie povahy tychto entit je psychologistické. Presnejie, pokladal tieto
entity za mentalne fenomény? Ak ano, aké vlastnosti im pripisoval?

RYBAR, J.: Na va$e klasifikovanic Piagetovho chapania logicko-
matematickych entit a pochybnosti a otazky s tym savisiace je mozno odpovedat
dlhgie (mozno hovorit’ o tom, Ze jeho koncepeia je rehabiliticiou psycholégie, ale nie
je psychologizmom, v istom zmysle ide o pokus prekonat’ dilemu psychologizmus-
logicizmus). Je mozZné tiez odpovedat kratko, len na najkonkrétnejSiu otazku, &i
Piaget povaZuje ticto entity za mentdlne fenomény? Zatial' davam prednost druhej
moznosti.
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Ak mate na mysli, pod mentdlnymi fenoménmi material ziskany bezprost-
rednym vnimanim, tak odpoved’ znie: nie. Pretoze Piagetova koncepcia pochopitelne
primarne nevychadza len zo skimania percepcie ako to bolo u klasikov novovekého
cmpirizmu (anticipatorov psychologie ako vedeckej discipliny). O ¢o sa teda Piaget
opiera pri svojej interpretacii logicko-matematickych objektov? Pre Piageta je charak-
teristické ¢innostné chéapanie logicko-matematického poznama Explicite vyjadruje
svoj pristup aj takto: "V ktoromkolvek vyraze, napr.: x> + z = z - u, kazdy termin
nakonicc oznaCuje ¢innost. Termin (=) vyjadruje moznost' nahradzovat, znak (+)
zjednocovanie, znak (-) odlucovanie, Stvorec (x*) x-nasobné opakovanie x a kazda z
hodnot u, X, y, z, 2 urity pocet opakovania jednotky" ([4], 22).

Teda, podl'a Piageta, logicko-matematick¢é operdcie su v podstate realne
¢innosti, ¢i uz ide o Cinnosti vykonavané dietatom na pocitadle alebo ¢i ide, na
Grovni dospelého o manipulacie vykonavané so symbolmi v stlade so Specifickymi
pravidlami kalkulu.

CMOREIJ, P.: Neviem, ¢i som vam dobre porozumel, ale nechapem, ako
moZete Piagetovu koncepeiu oznacit' za nepsychologistickl a zaroven konStatovat, aj
ked' s istym zavahanim, Ze logicko-matematické entity pokladal za mentalne
fenomény. Ved' ak tieto entity st podla Piageta mentdlne fenomény, tak jeho kon-
cepeia je prinajmenej istym druhom psychologizmu. Nie st azda mentaine fenomény
psychicke entity?! Skutocnost, Ze Piaget sa snaZil prekonat’ dilemu psychologizmus -
logicizmus, nemdze na tom ni¢ zmenit. No ked'Zze mi nejde o zaSkatulkovanie Piage-
tovej koncepeie (to som svojou otazkou rozhodne nesledoval), moéZeme problém
Piagetovho psychologizmu a chapania mentalnych fenoménov nechat’ predbezne
bokom a ststredit’ sa na jeho pokus spomenutii dilemu prekonat, ¢o v danom kontexte
znamend zamerat” pozornost’ na ¢innostné chapanic matematickych entit. Sthlasite,
alebo navrhujete najprv si vyjasnit, ¢o budeme rozumiet pod vyrazom "mentélne
fenomény"?

RYBAR, J.: Neodmictam ani ujasiiovanie, ¢o s mentalne fenomény (aj tak
Jje mozné dostat’ sa k podstate Piagetovej koncepceie), ani ujasnenie, ¢o chapeme pod
terminmi psychologizmus a logicizmus (Co je treba urobit, ak sa chceme vyhnat
pripadnym nedorozumeniam). Odpovede na tieto otazky suvisia s odpoved’ou na fun-
damentalnu epistemologickl otazku - aky je vztah medzi faktualnym (empirickym) a
normativaym (logicko-matematickym poznanim)?

Aby som vSak mohol pokracovat d’alej musim polozit’ svoju prvii otazku.
Skimanic genézy logicko-matematickych Struktir - je to pre vas zmysluplny problém?

CMOREJ, P.: Nepochybne, ale to nie je jeden problém, ale cely strapec
problémov a nic je mi jasné, ktoré z jeho hrozienok mate na mysli. Po prvé, nie som si
isty, ¢i nejde skor o genézu osvojovania matematickych §truktar ako o genézu ich
utvarania. Po druhé, treba odlisit ich genézu v ontogenéze jednotlivea od genézy pri
vzniku a rozvijani prislusnej discipliny, teda od ich "fylogenézy" (Ziadalo by sa vak



336 Pavel CMOREJ - Jan RYBAR

blizsie urdit, ¢o to konkrétne je). Navy3e vaSa otdzka sa opiera o predpoklad, Ze ticto
Struktiry sa vyvijaji, menia, ¢o sa moZe ukazat’ ako vel'mi diskutabilné. Nevyvija sa
skor ich osvojovanie? Do ktoré¢ho z tychto problémov sa mame pustit’, aby sme sa o
najskor dostali k Piagetovmu chapaniu logicko-matematickych entit? Cestu musite
zvolit' vy. Vada otazka o vztahu medzi empirickym a apriornym poznanim je prilis
vicobecna (a skryva v sebe problém, ¢i logicko-matematické poznanie je naozaj nor-
mativne, ktorému by sme sa mali - aspont zatial' - vyhnat'). Obavam sa, z¢ v tomto
$tadiu nasho dialogu by nas mohla zviest na scestie, preto navrhujem zacat
$pecialnejSim problémom.

RYBAR, J.: Uznavam, 7e zatial' je v naSom dialogu viac otazok nez od-
povedi (o vSak na zadiatku nepovaZujem za chybu), no vSetky otizky smeruji a
stivisia s nastolenou témou (Piagetove chéapanie logicko-matematického poznania).

Odpoved’ na otazku - prec¢o Piagetovu koncepciu nemoZno povaZoval za
psychologistickl nie je zloZitd. Psychologizmus, stru¢ne povedané, je doktrina, podla
ktorej zakony logiky a matematiky maji empiricky charakter. (Typickym predsta-
vitef'om tohto variantu radikalneho empirizmu bol J.S. Mill.)

Podl'a Piageta prednostou tejto koncepcie je, ze akceptuje problém genézy
(resp. vzniku) logicko-matematického poznania, ale jej vaznym nedostatkom je. ze
ignoruje, prehliada $pecifické charakteristiky logicko-matematického poznania: jeho
autonéomiu od bezprostrednej empirickej reality a jeho nevyhnutny charakter.

CMOREJ, P.: Nemam ni¢ proti kladeniu otazok, pretoze nam mozu pomoct’
pri mapovani problematiky, v ramei ktorej sa budeme pohybovat, ale skor ¢i neskor si
musime niektorG z nich vybrat a na fu sastredit’ naSu pozornost. Tym nechcem
povedat, 7¢ si budeme moct dovolit’ luxus koncentrovat’ sa na jediny problém, urite
budeme nateni hl'adat’ odpovede na viacej otazok. Jednou z nich je otdzka, Co je psy-
chologizmus v logike & matematike. S prekvapenim totiz zistujem, Z¢ nase chapania
terminu "psychologizmus” sa liSia.

Pod psychologizmom rozumiete nazor, ktory by som radSej nazval empiri-
cizmom a vyraz "psychologizmus” ponechal koncepcii, podla ktorej logicko-
matematické objekly st psychické (mentdlne) entity. Tato charakteristika je
samozrejme zjednodusend, vielico v nej chyba, ale je obtazkana dosledkami, s
ktorymi v nadej diskusii bohato vysta¢ime. K chapaniu mentalnych entit zatial’ len
tolko. 7e v danom kontexte edte nezaleZi na tom, ¢i st to psychické dispozicie, ak-
tudlne prezivané zazitky, fenomény ziskané bezprostrednym vnimanim, alebo duSevné
akty ¢i Cinnosti. Uvedomujem si tzku spiitost empiricizmu (presnejSic povedang,
jednej z jeho viacerych odrdd) a psychologizmu, no napriek tomu by som ich ne-
stotozitoval, uz preto nic, Z¢ aj empirick¢é zakony mozeme interpretovat’ tak psy-
chologisticky ako aj nepsychologisticky, pricom ich empiricky charakter moze spo-
chybiiovat iba ¢lovek, ktory nerozumie vyrazu "empiricky zakon". Na druhej strane si
viem predstavit’ nepsychologistick¢ chapanie matematickych entit a tvrdeni, ktoré im
priznava empiricky povod a zdovodnenic. Po tomto predbeZnom vyjasneni chépania
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vyrazu "psychologizmus" sa mdzeme vratit' k otazke, ¢i Piaget bol stipencom psy-
chologizmu v nazna¢enom zmysle.

RYBAR, J.: Na ceste k tomu, aby som mohol sthlasit’ s tym, Ze Piaget
chépe logicko-matematické entity ako mentélne fenomény sa mi objavili dve prekazky
(jednu sa mi podarilo odstranit,, druh nie):

I. Jednoduché logicko-matematické operacie sa manifestuji uz v &innosti
dictata. Mal¢ diet'a napr. riesi nicktoré Glohy jednojednoznaénym priradenim. (Piaget
pri tejto prilezitosti nezabudne podotknut, Ze tato operédcia je fundamentélnou op-
eraciou Cantorovej tedrii nekone¢nych mnozin). Avsak dieta nemé tato operaciu
tematizovant. Ide o neuvedomené pouZivanie tejto operécie. '

Toto nie je kontrapriklad k va¥mu chépaniu mentalnych entit, ide mi len o
zdoraznenie, Zze mentélne fenomény, aj v tomto pripade, méZu mat’ aj neuvedomeny
charakter.

2. ProblematickejSou okolnostou je, ze Piaget vychadza z tesného prepo-
jenia organickych a logicko-matematickych Struktar. Zdoraziiuje, ze logicko-
matematické operacie maju korene uz v nervovej a biologickej organizacii subjektu (v
biologickych schémach ¢innosti organizmu). Pre potvrdenie toho, okrem iného, sa
odvolava aj na americkych neurofyziologov Mc Cullocha a Pittsa, Ze pravidla vedenia
nervového vzruchu v synapsiach st izomorfné $truktiram vyrokovej logiky (daju sa
vyjadrit’ takymi logickym spojkami, ako st e, v, =, &, |).

CMORELJ, P.: Neviem, ako by termin "mentalne" vymedzil psycholdg, ale v
nadej diskusii by sme mentalne nemali zuzovat na vedomé. Stracajii azda rozmanité
duSevné schopnosti a dispozicie mentalny charakter, akonahle si ich prestaneme uve-
domovat™? Povazujete za mentalne iba spomienky, ktoré si prave uvedomujeme, alebo
aj tie, ktoré st uloZené v nadej pamiiti alebo hlboko v nasom podvedomi, z ktorého ich
moZe vyvolat’ iba psychoanalytik?

Pomoézme si prikladom. Kazdy ¢lovek, ktOI')" absolvoval zakladnu $kolu,
disponuje istym chapanim &isla 100 (tym nechcem povedat, Ze vie o fiom v3etko, to
zrejme nevie ani jeden matematik), mohli by sme to povedat’ aj tak, Ze disponuje
(psychickym) pojmom ¢isla 100. Ale &islo 100 si pomysli iba niekedy, na displeji jeho
vedomia sa zjavi len vtedy, ked’ sa mu ndhodne vkradne do Gvah alebo ho na nieco
potrebuje, napr. na nejaké vypoéty. Ma tento pojem mentalny charakter iba vtedy, ked’
si to Cislo pomyslime? Nema ho aj dispozicia operovat’ nim, ktord sa momentalne
nerealizuje? Mohli by sme sa sice dohodnit’ na takom chapani vyrazu "mentalny", z
ktorého by vyplyvalo, Ze mentalne fenomény s vedomé, ale tym by sme ni¢ neziskali,
nehovoriac o tom, Ze také chapanie by nebolo ucelné. Na vedomé duSevné fenomény
mame predsa vyraz "vedomé".

V uvedenom priklade ide o fenomén, ktory sme si uz aspoii raz uvedomili,
ktory sa uz-zjavil vo sfére vedomia a teraz je uloZeny v nasej pamiiti alebo podve-
domi. Vy ste viak spomenuli aj operécie, ktoré dieta este nikdy netematizovalo, a
predsa ich vie pri rieseni istych Gloh vhodne uplatnit. Predpokladam, Ze tematizaciu
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pokladate za duSevnu Cinnost, pri ktorej si prisluini operaciu uvedomime. Rad by
som dodal, Z¢ s netematizovanymi operdciami v naznafenom zmysle sa mozno
stretnat’ aj u dospelych. Isté logické operacie uplatiiovali matematici celé starocia bez
toho, Ze by si ich boli uvedomovali a - ako hovorite - tematizovali. VdcSinu tychto
operacii viak tematizovala azZ moderna logika v uplynulych 150-tich rokoch a niektoré
mozno bude tematizovat az Al alebo iné disciplina. Mame im v3ak preto upriet men-
talny charakter? Ved’ tieto operacie boli neodmyslitel'nou zloZkou duSevnych {ikonov,
v ktorych vznikali vysledky ich dusevnej aktivity. Je Pad 'adovca pod hladinou iny
ako nad iou?

Na druhej strane si nemyslim, Ze ziZenim sféry mentélneho na vedomé
dusevné javy a stotoznenim logicko-matematickych operacii a inych entit z tejto ob-
lasti s istymi neuro-fyziologickymi procesmi a $truktirami vyviazneme z tazkosti, s
ktorymi zapasi psychologizmus. Preto nie je dolezité, ¢i Piagetovu koncepciu nazve-
me psychologizmom alebo neurefyziologizmom, v tejto diskusii mi ide o to, ¢i Piaget
pokladé logicko-matematické entity za fenomény, totozné s procesmi, ktoré sa odo-
hravaji v nadej psychike alebo - ak chcete - v jej neurofyziologickom podklade, pri-
padne za fenomény totoZné s entitami z tejto sféry, bez ohl'adu na to, ¢i si ich uvedo-
mujeme alebo nie. Na toto by sme sa mali sistredit’ a otazku ocajchovania Piageta za
psychologistu odsunit’ stranou ako vedlajsiu. Co vy na to?

Skuto¢nost, Ze diet'a niektoré operécie - ako hovorite - netematizuje, ne-
sved¢i este o tom, Ze tieto operdcie stracaji mentalny charakter. Schopnost’ vykonavat
ich je predsa psychicka entita, zavisla od psychiky dietata. Dispozicie si nemusime
uvedomovat, to ich vak nezbavuje psychického charakteru. Preto by som psychické
¢ mentalne nezuzoval na vedomé. Otazne viak je, ¢i schopnost’ vykonat istd ope-
raciu, napr. operdciu séitania, je totoZzna s matematickou funkciou, ktord jej zodpove-
d4, v naSom priklade s funkciou, ktora 'ubovolnej dvojici realnych ¢&isel prirad’uje ich
stet. Som presvedéeny, ze to st dve celkom odlidné entity, rozdiely medzi nimi sa
obrovské.

Skuto¢nost, ze niektoré matematické funkcie sa manifestuji v Cinnosti
diet'at’a, resp. v jeho schopnosti vykonavat' operdcie, ktoré im istym sposobom zod-
povedaji, eSte nesvedéi o tom, Ze s tymito schopnostami splyvaju. Lahko mozno
ukazat, Ze to tak nie je, ale o tom hadam neskor.

Mozno diskutovat’ o tom, &i nervova, resp. neurofyziologickd organizécia
subjektu ma mentalny charakter, ¢i neurofyziologické procesy st totozné s mental-
nymi, ale v naSej diskusii to povazujem za vedl'ajSie. To je jedna z mnohych tvari
znameho problému mysle a tela (mind-body problem) a totoZnosti duSevného s
neurofyziologickym, ktorému sa moézeme v naSom dialogu vyhnat, pretoze
stotoznenie matematickych entit s neurofyziologickymi procesmi vedie k tym istym
tazkostiam ako ich stotoZnenie s mentalnymi entitami.

RYBAR, J.: Nevedomé aktivity som spomenul iba preto, e som chcel
zddraznit, a to sa uz opakujem, Ze logicko-matematické operacie moézu mat’ aj takyto
charakter. Predmetom Piagetovho zaujmu je prave skimanie prechodu od pouZivania
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alebo implicitnej aplikécie urcitych Struktar alebo operacii k ich vedomému pouZitiu a
konceptualizécii (tento proces sa obvykle nazyva tematizacia). V tomto smere su vase
uvahy vel'mi podobné. Piaget uvadza aj mnoZstvo ilustracii. Napriklad Aristoteles
netematizoval logiku relécii, hoci ju pouzival prave tak, ako sylogistické Struktiry,
rozpracovanim ktorych sa preslavil. Piaget vel'mi vel'a miesta venuje tematizacii po-
jmu transformacie v dejinach geometrie a algebry [6].

Piagetov zaujem o skimanie nevedomych aktivit je moZno vidiet' aj v
SirSich stvislostiach. Piaget totiz patri k druhej generacii tvorcov vedeckej psy-
choldgie. Ako je zname, pred nim uZ posobilo niekolko "priekopnickych" $kol -
Wundt (psycholégia vedomia), Freud (psycholdgia nevedomia), Watson (psycholégia
spravania), ak spomenieme aspoi tie najznamejsie. Piaget v svojej koncepcii vyuziva
uz vSetky prednosti prvych zakladatel'skych $kol. Nejde o nejaky eklekticky postup.
Piagetova syntéza je realizovana na zaklade skimania aktivit subjektu (¢i uz ide o
aktivity vedom¢ alebo nevedomé, o manipulaciu s fyzickymi objektami alebo o
zvnatornent my$lienkovi ¢innost).

Hradanie suvislosti medzi Freudom a Piagetom je moZno na prvy pohlad
prekvapujice (to je aj pochopitel'né - Freudov literarne vel'mi pristupny jazyk kontras-
tuje s vedecky ezoterickym jazykom Piagetovym). Napriek tomu isté pojmy (alebo
tedrie) v Piagetovej koncepcii boli nesporne inspirované S. Freudom. Takou je
napriklad teéria egocentrizmu. >

Pokial' ide o hlavni freudovski kategériu nevedomie, tato ma velmi
dolezit¢ miesto aj v oblasti kognitivnych funkcii, nemozno ju zazit len na emo-
cionalny zivot. Podl'a Piageta vedomie od nevedomia u Freuda rozdel'uje "imaginarna
hranica s cenzorom, ktorym nie je ni¢ iné nez potlagenie jasne vidiet urcité aspekty
seba samého"([2], 199). Podl'a neho v3ak neexistuji nijaké dve mentdlne oblasti
separované nejakou hranicou, ale len jedna a ta ista praca myslenia, z ktorej dokonca
v najsvetlejSich stavoch vnimame len vel'mi malt ¢ast’ a aj vtedy sme centrovani na
dosiahnuté vysledky a nic na proces, mechanizmus myslenia ako taky. V tychto
suvislostiach J. Piaget rdd uvadza vyrok A. Bineta: "Myslenie je nevedomou aktivitou
ducha" ([2], 200).

Napriek vietkému, ¢o som tu uviedol, na vasu opakovani otazku, ¢i Piaget
povazuje logicko-matematické entity za mentdlne fenomény, nemdzem zatial jed-
noznacne odpovedat, Z¢ @no. Jednoznatne mozem iba povedat, Zze Piaget psy-
chologicky (pomocou metod experimentalnej psycholégie) skima genézu logicko-
matematickych operacii. Toto jeho skiimanie je robené s epistemologickym zdmerom
a vyplyvaju z neho epistemologické dosledky.

Preto je tu otazka genézy (resp. vzniku) logicko-matematickych Struktar
vel'mi d6leZita a nie ndhodou som sa pytal na vas nazor. Vo svojej odpovedi ste hned’
odlisili genézu od osvojovania, resp. vidite v tom skor osvojovanie logicko-
matematickych Struktir. Aky je potom status tychto $truktur, st uZ vopred dané?

CMOREIJ, P.: Prv nez zodpoviem vasu otazku, chcel by som navrhnat, aby
sme namiesto kostrbat¢ho vyrazu "logicko-matematické $truktiry" pouzivali jed-
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noduchsi termin "matematické entity”, pricom pod matematické zahrnieme aj logické
entity (z ontologického hl'adiska sa svojou povahou od matematickych vobec nelisia)
a pod entity aj Struktiry. Nie vietky matematické entity sa totiZ Struktiry v beznom
zmysle. Bol som v pokuseni navrhnat to uz skor, ale spociatku som nevedel odhadnit’
frekvenciu pouzivania vyrazu "logicko-matematické” a preto som to odlozil na
neurcito.

Nevyjadrili ste sa k mojmu chapaniu mentalneho, ale z vasej odpovede
sudim, Ze ste ochotny akceptovat’ ho.

RYBAR, J.: Najprv k terminologickym problémom. Systematické
pouZivanie adjektiva logicko-matematické, z mojej strany, nebolo nahodné. U Piageta
je to Standardny termin a poZiva ho nielen v shvislosti so Struktirami, ale aj, ked’ ho-
vori o logicko-matematickej skisenosti (resp. poznani) a o logicko-matematickej ab-
strakeii (v protiklade k empirickému poznaniu a empirickej abstrakeii).

Stwvisi to s tym, Ze u Piageta je skiimanie genézy matematického poznania
spojené so $ir$im skimanim genézy inteligencie (je to jej organickou sicastou). Pri-
tom u neho nejde o celkom bezné chapanie tohto terminu. Podla ncho logicko-
matematické Struktary s predpokladom akéhokol'vek poznania. UZ na najelemen-
tarnejSich biologickych Grovniach, skor nez vznikne nejaké poznanie, uz je tu aktivita
organizmu. Tato aktivita nema celkom chaoticky charakter, ale ma ur¢ita "logicko-
matematick(" formu. O priklade tychto foriem na neurofyziologickej trovni som sa
uZ zmienil. V priebehu senzomotorického Stadia, to je obdobie do sformovania sym-
bolickej funkcie (re¢, symbolicka hra, obrazné predstavy ...), sa vytvara urcita prak-
ticka predstava priestoru a staleho objektu na zaklade toho, ¢omu sa v geometrii ho-
vori "grupa premiestneni”.’ Na neskor$ich Grovniach vyvinu inteligencie budu pod-
mienkou vzniku pojmov (&isla, objemu, dizky ...) rozne kompenzatné vztahy, ktoré
tiez maji povahu logickych operacii.

Pokial’ ide o termin Struktdra, vzhladom na vyS$Sie naznacené suvislosti,
pouzivanie toho terminu je dost” pochopitelné. Niekedy vSak Piaget pouziva aj termin
"les &tres mathematiques" (doslovne matematické stcna), a to spdsobom dost’ bliz-
kym tomu, akym vy navrhujete pouzivat’ termin matematické entity. Ak sa vezma do
uvahy tieto okolnosti, potom mi ni¢ nebrani pouzivat termin matematické entity (i
ked’ pri vyklade Piagetovej koncepcie sa neda celkom zaobist’ bez pojmu Struktara).

CMOREIJ, P.: Ak termin "logicko-matematické entity (i Struktary)" hra v
Piagetovom dicle takt vyznamnu tlohu, nebolo by na mieste vystrnadit’ ho z nasho
dial6gu. Navrhujem pouzivat' obidva terminy, teda "logicko-matematické entity" i
"matematické entity", a to priblizne v tom istom vyzname. Prvy z nich najmid vtedy.
keby hrozilo nedorozumenie. Sthlasim, Ze bez pojmu Struktura sa nezaobideme -
nemal som v amysle "vytesnit™ ho z nadej diskusie - ale mali by sme pamiitat’ na to, Ze
nie vietky matematické entity su $truktirované, ako aj na to, Ze termin "$truktara” sa v
nicktorych disciplinach pouziva v podstatne uzsom vyzname (napr. v teorii modelov).
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Na va$u otazku, ¢i matematické entity st vopred dané, sa podla mdjho
nazoru nedda odpovedat’ prostym "ano" alebo "nie". Také odpovede prili§ zjed-
nodusuju a zavadzaja. Pre udi, ktori si matematiku len osvojuju, ale sami ju neroz-
vijaju, s tieto entity nepochybne "vopred dané". Taky cElovek sa musi s nimi
oboznamovat,, ako sa oboznamuje s nezndmymi predmetmi, lud’mi alebo mestami.
Spoznava nieco, ¢o jestvuje nezavisle od neho a spravidla davno pred tym, nez sa s
tym zacal oboznamovat’. Plati to nielen o matematickych entitach, ale aj o vyznamoch
uZ jestvujicich a isty ¢as pouzivanych jazykovych vyrazov, o postaviach z napisanych
romanov, o protagonistoch z jestvujtcich dram a pod.

Podstatne t'azSia sa mi zda otazka, Ci tieto entity objavuje aj tvorivy
matematik ¢i logik, ktory pritom netazi z vysledkov inych autorov. Napriklad, ¢o je
vystiznejSie: povedat, ze G. Cantor svet mnoZin objavil, alebo Ze ho v istom zmysle
stvoril a ostatni matematici rozvijajtci jeho systém uz iba dokoncuju to, ¢o on zacal?
Mame povedat,, Ze N.I. Lobacevskij neeuklidovski geometriu a svet jej entit objavil
alebo skonstruoval? Ak ju skonstruoval, ako potom vysvetlime fakt, Ze ten isty svet
entit skon$truovali nezavisle od neho aj C. F. Gaus a J. Bolyai? Na druhej strane, ak
matematické entity su objekty, ktoré objavujeme, ako vysvetlime fakt, Ze jestvuje
tol'ko variantov tedrie mnoZin, tol’ko geometrii alebo logik, ktoré sa navzajom vy-
luéuju? Mozeme povedat,, Ze kazdd z nich opisuje iny svet entit alebo Ze iba jedna z
nich je ta pravé a Ze iba svet jej entit objavujeme, kym tie ostatné si len vymysl'ame?
Obdavam sa, ze v naSom dialégu nendjdeme odpovede na ticto otazky, ale to nam ne-
musi branit’ v skiimani Piagetovho chapania matematickych entit. ESte by som mal
dodat’, ze v uvedenom podani som naznacent problematiku zna¢ne zjednodusil (ale v
danom kontexte sa tomu neda vyhnut), a Ze spomenuté problémy nie st pre miia
dostatoénym dovodom pre prijatie psychologizmu.

Myslim, Ze po odstraneni niektorych terminologickych diferencii medzi
nami sa mézeme vratit’ ku skimaniu Piagetovho chapania matematickych entit.

RYBAR, J.: Tradi¢nt formulaciu problému, ¢i je matematickd invencia in-
venciou v pravom zmysle slova, teda kreovana v mysli subjektu alebo je objavom, t.j.
stretom subjektu s realitou existujiicou pred jeho skiimanim, Piaget podobne ako vy,
povazuje za nerozhodnutelni. Podla neho existuje v3ak aj tretia moZnost’.

Téato tretia moznost’ sa zase opiera o jeho koncepciu $tadialneho formovania
inteligencie v individudlnom vyvine diet'ata. Proces prechodu z jedného $tadia do
druhého prebichajuci prostrednictvom reflektivnej abstrakcie, spotiva v re-
konstruovani predchadzajiceho poznania na vy$sej Grovni, tym, Ze je integrované do
SirSich ramcov. Napriklad spominany egocentrizmus na senzomotorickej trovni, kde
sa prejavuje v praktickom spravani dietata, "objavuje" sa aj na vy$Som $tadiu vo
forme egocentrickej reci. * Nové matematické poznanie, tak vznikd na zaklade dvoch
procesov, sCasti "objavom", pretoZe je odvodené z predchadzajiceho poznania a
s€asti "invenciou", pretoze vedie k originalnym vysledkom neobsiahnutym v pred-
chadzajucom poznani.
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Piaget postupuje tak, Ze ked’ uvaZuje o objave, tak dochadza k zaveru, Ze
nikdy vlastne nejde o ¢istd invenciu. Napriklad, ak jednou z kl'i¢ovych intuicii Can-
torovho chépania nekone¢na bolo jednojednoznaéné priradenie, tak potom, $lo o
nieco viac nez objav, pretoze novo vypracované nekonecna prekracovali tie, z ktorych
boli vyvodené ([2], 221). Piaget ¢asto v tychto suvislostiach parafrazuje L. Kroneck-
era, prirodzené &isla st darom BoZim, vietky ostatné st dielom ¢loveka a mohli by
vyzerat aj inak.

V savislosti s otdzkou genézy a povahy matematického poznania by som sa
cheel explicitne vratit' ete k jednému problému. Vy3Sie ste spominali, Ze si viete
predstavit’ empiricka interpretaciu matematickych entit, bez toho, aby 3lo o psy-
chologizmus. Co ste mali na mysli?

CMORE]J, P.: Pokusim sa to objasnit’ na priklade. Pytagorovu vetu mozZete
pokladat’ za idedlnu entitu, za ideu, Ze Stvorec nad preponou pravouhlého trojuholnika
sa rovna sactu Stvorcov nad jeho odvesnami. Tito ideu ozna¢me skratkou P. Sotva
mozno tvrdit, Ze tato idea je totozna s vasim alebo mojim presvedcenim, ze P, teda s
myslienkou v psychologickom zmysle, lebo P je len jedna a presvedCenia, Ze P, st
aspoil dve (vase a moje), navySe P tu bola aj vtedy, ked’ sme o nej nemali ani tusenia,
ba i vtedy, ked’ sme este nezili. Toto chapanie P je jednozna¢ne antipsychologistické.
Napriek tomu mozno zastavat nazor, ze k poznaniu P a k jej zddovodneniu je
nevyhnutna skisenost’, nazor, Ze sme ju ziskali na zaklade merania ploch Stvorcov nad
stranami jednotlivych pravouhlych trojuholnikov a Ze ju zdévodiiujeme meranim, teda
empiricky, ¢ize musime pocitat’ aj s moZnostou, Ze jedn¢ho diia ju naSa skusenost
vyvrati. Druhd vec je, do akej miery je podobna koncepceia korektna. Nepochybujem
viak o tom, Ze je mozna a Ze st alebo méZzu existovat’ Pudia, ktori ju vyznavaju.

Na druhej strane, empirické zakony, akym je napr. hociktory z New-
tonovych pohybovych zikonov, moZno povazovat' za idedlne, nementalne entity,
ktoré spoznavame a potvrdzujeme empiricky (¢o mélokto spochybiiuje). Ale to je uz
iny a podstatne menej diskutabilny pripad ako predchédzajuci. Ak empirické zakony
stotoznime s nasimi myslienkami, budeme mat’ tol'ko zakonov zotrvacnosti, kol'ko je
hldv, v ktorych sa nachadzaju.

RYBAR, J.: Piaget na otazky. ktoré st tu predmetom nasho zaujmu, hlada
odpovede skimanim elementarnych trovni inteligencie (vzhladom na to, Ze ide o
vyvinového psychologa je to pochopitelné). Na zdklade vysledkov tohto skiimania
popiera, ako som uZ nickol’kokrat naznacil, ze by logicko-matematické Struktiry boli
bezprostredne odvodené z fyzikalnych (t. j. empirickych) Struktar, pretoze kontakt s
empiriou je tu sprostredkovany cez Struktiru aktivit organizmu.

Tieto struktary aktivit s Struktirami epistemického subjektu, o znamena.
7e sa spoloéné pre vietky subjekty. Napriklad grupa premiestneni, ktora sa vyskytuje
v praktickom konani u dictata este pred dosiahnutim jedného roku. V tom zmysle sa
Piaget zaobera aktivitami, ktoré st spoloéné pre vietky subjekty, a ktoré vznikaju v
interakcii poznavajiiceho subjektu a prostredia. (V tom zmysle ako som o tom hovoril
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v stvislosti s problémom invencia alebo objav.) To znamena, Ze Piaget nechépe
logicko-matematické entity psychologicky (psychologicky vo vaSom zmysle slova). Z
toho tiez vyplyva, Ze logicko-matematické entity st spojené aj so subjektom a pritom
nestracaji svoju zakladni vlastnost’ - nevyhnutny charakter.

V polemike s tym chapanim matematickych entit, ktoré nazyvate antipsy-
chologickym, sa Piaget pyta: Pomocou akého mentdlneho mechanizmu mézeme do-
siahnut’ takto existujice entity? Podobn otazku vam kladi aj V. Cernik a J. Vicenik
v diskusii o idealnych pojmoch: ..."akymi metédami poznavame tieto idedlne pojmy,
ktoré obyvaji akysi platonsky svet nezavislych entit a zaroven maju intersubjektiv-
nemu skiimaniu pristupny charakter?" ([3])

Uspokojime sa s Platonovym rozpominanim?

CMORE]J, P.: Zaénem namietkou, ktord v naSej diskusii uz zaznela: z ne-
psychologistického chapania logicko-matematickych entit nevyplyva, Ze musia mat’
nevyhnutny charakter. Maji ho azda fyzické predmety, ich vlastnosti a vztahy medzi
nimi? Ale to je v danej suvislosti vedlaj$ie. Skuto¢nost’, Ze Piaget im tento charakter
priznava, mozZno len uvitat. PoloZme si vSak otazku, v ¢om vlastne spo&iva. V pripade
pravdivych matematickych tvrdeni je to jasné: ich nevyhnutnost' tkvie v tom, Ze si
pravdivé v kazdej moznej situdcii alebo - ako sa hovori v intenziondlnej sémantike - v
kazdom moznom svete a okamihu. Inak povedané, nie je myslitelny svet, v ktorom by
mohli byt nepravdivé. Lenze matematickymi entitami nie st len isté tvrdenia, ale aj
¢isla, ich mnoziny, rozmanité funkcie, geometrické utvary atd. V ¢om spociva
nevyhnutnost’ tychto entit, ked’ o ich pravdivosti nemozno zmysluplne vobec hovorit?
Bolo by predsa nezmyselné tvrdit, Ze mnozina {2,3} alebo operacia sultu + je
pravdiva alebo nepravdiva! Pod nevyhnutnostou takych entit by sme mohli rozumiet
okolnost’, ze nemdzu neexistovat. Obavam sa v3ak, Ze toto chapanie nie je zluditel'né
s Piagetovou koncepciou, podla ktorého "logicko-matematické entity st spojené ...so
subjektom" a s jeho existenciou. Vy ste v uvedenej citacii namiesto troch bodiek dali
"aj", ale neviem preco. MoZu azda, podla Piageta, existovat’ i mimo tohto spojenia?!

Existuje aj ind moznost’ chédpania nevyhnutnosti tychto entit: ich nevyhnut-
nost’ by sa prejavovala v tom, Ze sa "spravaji rovnako" v kazdom moZnom svete v
kazdom okamihu, presnejsie, v kazdom moZnom svete v kazdom okamihu maji tie
ist¢ matematické (teda nie empirické!) vlastnosti a su v tych istych vzijomnych
vztahoch (Eize ich vztahy k nematematickym entitAm sa mdzu menit). Zial, s Piage-
tovou koncepciou nebude asi zlucitelné ani toto chapanie nevyhnutnosti matem-
atickych entit, lebo predpokladd, Ze existujii nevyhnutne, teda aj mimo spojenia so
subjektom, ktory sa nevyhnutnej existencii uréite netesi. Aby sme mohli pokralovat’ v
diskusii, bolo by vhodné, keby ste mi objasnili Piagetovo chapanie nevyhnutnosti
logicko-matematickych entit.

Nie je mi tieZ jasné, ¢i mu tieto entity splyvaju s aktivitami, o ktorych ho-
vorite, alebo sa ich v tychto aktivitich iba zmociiujeme alebo ich dokonca tvorime. Z
vadej repliky sadim, Ze vel'mi Gizko stvisia so $truktirami naSich mentélnych aktivit,
nie som si v3ak isty, ¢i st s nimi totozné.
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Nic som psycholég, aby som vam mohol odpovedat’ na Piagetovu otazku o
mechanizme, ktory sa uplatituje pri "dosahovani" idealnych matematickych entit a
neviem, ktoré - a & vobee nejaké - poznatky si€asnej psychologie myslenia by nam
mohli poméet’ pri h'adani odpovede na fiu. Ale v nasej diskusii, zameranej na Piage-
tovo chapanie tychto entit, to nepovazujem za podstatné. K otdzke, ktorG mi poloZili
V. Cernik a J. Vicenik, mdzem v danom kontexte povedat len tolko, Ze logicko-
matematické entity urdite nepoznavame prostrednictvom Platénovho rozpominania sa
na ne (to by uvital niclen kazdy Skoldk, ale i matematik), okrem iného aj preto, lebo to
nie si nade spomienky, ale objekty, ktoré jestvuja v istom zmysle nezavisle od nas a
nasich dusevnych aktivit. Preto ich poznavame iba prostrednictvom tvrdej a ndrocne;j
prace, pri ktorej zistujeme, aké vlastnosti im prislichaji a v akych vzdjomnych
yztahoch sa nachddzaju. Pritom uplatiujeme rozliéné metody, ktoré st prave také
rozmanité ako skiimané objekty. Co urobite, ked’ budete cheiet’ vediet, i dané pri-
rodzené &islo je prvotislo? A €o vtedy. ked’ vés bude zaujimat, ¢i dana formula
predikatovej logiky je platna alebo ¢i dana mnoZina je spo&itatelna? Vratme sa viak k
Piagetovi, lebo predmetom tohto dialogu je predovietkym Piagetovo chépanic
logicko-matematickych entit, naSe nazory su v tomto kontexte predsa vedlajsie.

RYBAR, 1.: Pokial’ ide o charakteristiku nevyhnutnosti v savislosti s niek-
torymi vasimi prikladmi matematickych entit, vyjadril som sa nepresne a vase
ndmietky v uvedenych pripadoch si opravnené. Ide skor o charakteristiku vztahujicu
sa na logicko-matematické Struktary (a zase sme pri nich) alebo este $irsie na logicko-
matematické poznanie. Piagetov pristup je holistickejsi (ma celostnejsi charakter).

Otazky spojené s nevyhnutnostou logicko-matematického poznania viak st
uréite podstatné a mozu poslazit ako model Piagetovho pristupu: riesit’ tradiéné epis-
temologické problémy vedeckymi prostriedkami.

Piaget tu nadvizuje na tradiciu, ktord vedic az k Leibnizovi a Humovi, na
ich odliSenie pravd rozumu od pravd faktu. Pravdy rozumu (sem patria logicko-
matematické pravdy) platia vo vietkych moznych svetoch, ako aj vy na to upozoriiu-
jete, a nevieme si predstavit' im protikladn¢ tvrdenia. Na rozdiel od pravd faktu
(empirickych pravd), o ktorych sa to nedéa povedat.

Piageta zaujima proces formovania, utvarania tejto zakladnej charakteris-
tiky. Piaget experimentdlne skumal, ako prebicha proces zvnutoriiovania logicko-
matematickych aktivit manifestovanych v materialnej ¢innosti dietata uz na velmi
podiatotnych Grovniach az po drovie, na ktorych nadobadajii  atempordlny
nevyhnutny charakter.® Tento proces ma viacero ctap. Zatina uz utvaranim semio-
tickej funkcie (okolo jeden a pol az dvoch rokov).” Druhou velkou etapou tohto
procesu je formovanie konkrétnych operacii (v pricmere vo veku okolo 7-8 rokov).
Prechod od sukcesivnych &innosti k simultannym tu nadobuda vyraznejSie formy.”
Oproti tomu v tretej ctape formalnych operacii, poznanie presahuje samotn{ realitu a
je spojené s moznostou a nevyhnutnostou bez sprostredkovania konkrétnym: teda ide
o kognitivnu moznost, takou je napriklad nekonecna postupnost celych ¢isel, mohut-
nost’ kontinua alebo jednoducho Sestnast’ operécii vyplyvajacich z kombinacie dvoch
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propozicii p a q a ich negécii. Tato moznost’ je v svojej podstate mimocasova ([5].
52).

Pokial’ ide o spojitost’ logicko-matematického poznania so subjektom este
raz sa odvolavam na poznamku 4. Empirické poznanie vzniké abstrakciou z objektov
a logicko-matematické poznanie abstrakciou z ¢innosti subjektu.

Pokial’ ide o totoZnost’ Struktir mentalnych aktivit a logicko-matematickych
aktivit, je pravda, Ze aj mentalne aktivity maji urcitt logicko-matematicka Struktaru,
ale proces ich formovania nie je Cisto mentdlna zéaleZitost, maji korene aZ v bio-
logickych urovniach aktivit organizmu.

Co sa tyka spdsobu dosahovania idedlnych entit (resp. vieobecnych poj-
mov) Piaget tu polemizuje s B. Russelom, ktory v jednom svojom vyvinovom S§tadiu
zastaval ndzor, Ze tak ako naSou schopnostou percepcie dosahujeme empirické ob-
jekty, tak existuje schopnost’ "conception", ktorou dosahujeme idey, ktoré existuji
nezdvisle od nas. Pochopitel'ne takato schopnost’ prostriedkami vedeckej psychologie
nebola potvrdena. Nezavislost' existencie idealnych entit zdoraziujete aj vy. Vieme o
existencii nejakej idedlnej entity pred jej skon$truovanim?

CMORE]J, P.: Pravdaze vieme. Hl'adali by sme stile nové a nové prvodisla,
keby sme nevedeli, Ze jestvuju? Pocet F'ud'mi skonstruovanych prirodzenych ¢isel je (a
vzdy bude) konecny, vieme v3ak, Ze existuje nekoneéne mnoho d’alsich &isel, ktoré
edte nik neskonStruoval. Alebo chcete tvrdit, Ze existuju iba tie, ktoré sme uz
skonstruovali? O existencii d’alsich, zatial' nikym neskonStruovanych prirodzenych
¢isel ¢i prvocisel sa predsa mdZeme dozvediet’ (a teda aj vediet’) pomocou dedukcie z
axiom aritmetiky. Istota tohto vedenia je ovela vicSia ako istota ktorejkol'vek em-
pirickej predpovede ¢i kon§tatovania, Ze na tom a tom mieste sa nachadza taky a taky
objekt. Alebo priklad z logiky: skon3truovali sme iba isté kone¢né mnoZzstvo
logickych zakonov, ale 'ahko mozno dokazat’, Zze okrem nich existuje nekonetne vela
dalsich. K vaSej poznamke, Ze schopnost’ uchopovania idealnych entit "nebola
[vedeckymi prostriedkami] potvrdend" len tolko, Ze nebola ani vyvratena a to nezna-
mena, Ze tieto entity neexistujii - mézeme sa ich predsa zmociiovat nepriamo, pros-
trednictvom predmetov, ktoré pod tieto entity spadaji, resp. predmetov, na ktoré sa
tieto entity aplikuji. Vratme sa viak k prvému odstavcu vasej poslednej repliky.

Prizndm sa, Ze neviem, v <Com spociva nevyhnutnost logicko-
matematického poznania ako celku. Ak sa tato nevyhnutnost' neda redukovat na
nevyhnutnost” matematickych viet, tak netusim, ¢o ma Piaget, resp. vy, na mysli. V
tomto podani sa problém nevyhnutnosti matematickych entit zbyto¢ne zahmlieva.
NavySe tu vobec nie je jasné, ¢o vietko podl'a Piageta do tohto poznania vlastne patri:
a) iba to, ¢o sa nachadza v hlavach ludi, ktori sa matematikou zaoberaju, pripadne ju
viac alebo menej pouZivaji, alebo b) aj to, ¢o sa vyskytuje v literature a v inych
zaznamoch, ¢i dokonca c) aj to, ¢o logicky vyplyva z poznatkov obsiahnutych v
mysliach l'udi a vo vdemozZnych zdznamoch???

Ak pri charakteristike nevyhnutnosti matematickych entit "ide ... skor o
charakteristiku vztahujicu sa na logicko-matematické Struktary", tak by ste nemali
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zabadat na to. 7e s uréenim ich nevyhnutnosti budete mat’ tic isté problémy ako s
uréenim nevyhnutnosti &isel, mnozin, funkeii a pod. Ved' ¢o st logicko-matematické
Struktury a ¢o ich nevyhnutnost?

Neodpovedali ste priamo na moju otazku, ¢i podla Piageta matematické
entity existuj aj mimo spojenia so subjektom. Kongtatovanie, ze matematické
poznanie vznika abstrakciou, méZe predsa akceptovat’ prave tak empirista, podla
ktorého tieto entity v procese abstrakcie tvorime, ako platonista, ktory moéze povedat,
7e ich v tomto procese objavujeme (ako nové planéty, izemia Ci subatomarne Castice),
pricom prvy moZe predpokladat, ze si so subjektom nerozluéne spité¢ a mimo neho
nemyslitePné, a ten druhy vyznavat' nazor, Ze si od subjektu nezavislé a preto ich
subjekt mdZe nanajvys objavovat, no nie vytvarat,

Ked’ hovorime o vztahu medzi matematickymi entitami a mentélnymi ak-
tivitami, najmi o tom, &i tieto entity s nimi splyvaju, tj. &isi s nimi identické alebo
od nich rozne, uz dlhgi ¢as mam pocit, Ze si celkom dobre nerozumieme. Vs opis
"zvnltoriiovania logicko-matematickych aktivit" je sice zaujimavy, ale nie je od-
poved'ou na moju otazku, ¢i Piaget poklada matematické entity za totozné s tymito
aktivitami (citat, ktory ste uviedli uz vo svojej druhej replike, v znaénej miere po-
tvrdzuje kladni odpoved:, ale vase vyjadrenia k tejto otazke st dost zdrzanlivé, ak nic
priam vyhybavé, takZe neviem, ¢o si mam myslict’ o Piagetovom nazore na tito tému).
Otézka identity "$truktar mentalnych aktivit ... a matematicko-logickych aktivit" je v
dangj suvislosti predsa irelevantna. Ak vam dobre rozumiem, tak vetky mentaine
aktivity by mali mat’ logicko-matematicki Struktiru, o com musim - naprick nejas-
nostiam vznaSajicim sa nad chapanim tejto Struktry - velmi vazne zapochybovat'.
Ale nevidim dovod, preco by sme sa mali d’alej zaoberat’ tymto problémom. Za irele-
vantné pokladam aj tvrdenie, 7¢ mentdlne aktivity "maji korene az v biologickych
Grovniach aktivit organizmu" - myslim, Ze platonistu nemusi tato skuto¢nost” prilis
znepokojovat' a empiristovi a¢innejSie nepomoze.

Preto edte raz opakujem otazku: poklada Piaget logicko-matematické entity
za isté &innosti alebo za entity, ktoré s od nich odlisné a aspofi do istej miery
nezavislé? Ak v jeho diele chyba odpoved’ na tito otézku, tak treba povedat, ze di-
lemu: psychologizmus ¢i platonizmus, neprekonal. ale jednoducho obisiel. (Vy ste
hovorili o dileme psychologizmus ¢i logicizmus, ale pochybujem, Ze by Piaget bol
proti psychologizmu staval Fregeho logicizmus, teda nazor, 7Ze matematika sa da od-
vodit’ z logiky.) Od odpovede na polozent otazku zdvisi aj rieSenie problému, v com
spo¢iva nevyhnutnost’ matematickych entit.

RYBAR, J.: Otazok bolo polozenych vela, ale vzfahuji sa k tymto zik-
ladnym problémom:

1. Problém nevyhnutnosti logicko-matematickych entit. Zhoda s vami je
v tom, e ide skutoéne o nevyhnutnost logicko-matematickych pravd (resp. viet).
Zdoraznil som to odvolanim sa na leibnizovsko-humovsku tradiciu. (Tym som
naznatil, ¢o sa mal na mysli pod terminom nevyhnutnost') AvSak Piageta zaujima,
ako sa formuje, utvara fenomén nevyhnutnosti z hladiska subjektu poznania (on
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predsa skima fakty). Nezhoda s vami, okrem iného, je aj v tom, Ze analyzujete
logicko-matematické entity (aspoii v uvedenych prikladoch) bez ich zasadenia do
kontextu konkrétnej matematickej teérie. Ak by boli takto analyzované, vyhovovali
by leibnizovsko-humovskému chapaniu.

2. Problémy existencie logicko-matematickych entit (resp. Struktir) a
ich spojenie s poznavacim subjektom. Vo vSeobecnosti mozno, podl'a Piageta, ho-
vorit’ o dvoch druhoch existencie: a) napr. ked’ dieta vazi dva kamene a zist'uje, ktory
z nich je tazsi, objavuje vlastnost, ktora patrila kameiu uz predtym nez sa stal pred-
metom Cinnosti subjektu; b) ked’ viak dieta zisti, Ze ak desat’ kamienkov usporiada do
radu, kruhu alebo nejakej krivky, nema to vplyv na ich podet, potom ide o vlastnost
(pocet nezavisi od usporiadania), ktora vznika abstrakciou nie z objektov, ale ab-
strakciou y ¢innosti poznavajiceho subjektu. Této vlastnost’ nebola vopred obsiahnuté
v kamerioch (tu sa "objavuji" vlastnosti vzt'ahov medzi ¢innost’ami subjektu).

3. Vztah medzi logicko-matematickymi, mentdlnymi a biologickymi
aktivitami. Tento vztah je jedna z hlavnych otazok, ktoré zaujimaji Piageta. Na vaSu
otazku v tejto shvislosti teraz odpovedam: logicko- matematické entity si mentalnymi
¢innostami, ale geneticky stvisia aj s biologickymi a fyzickymi aktivitami.
(Intersubjektivna platnost’ logicko-matematického poznania je pre Piageta vel'mi
dolezitou otazkou. Piaget je velky kritik vyuZivania len introspektivnych metod.)
Odvoléavanie sa na biologické korene logicko-matematickych aktivit ma svoju efektiv-
nost’: umoziuje sa vystrihat' zjednoduenému empirizmu (resp. psychologizmu).

CMOREJ, P.: Ak pod nevyhnutnostou Piaget rozumel nevyhnutnost
matematickych pravd, tak by sme nemali hovorif o nevyhnutnosti logicko-
matematickych entit ¢i struktitr vo vieobecnosti, ale iba o nevyhnutnosti viet, resp. ich
vyznamov - vyhneme sa tak zbyto¢nym nedorozumeniam. Som rad, Ze jedno z nich
ste na zaCiatku svojej poslednej repliky odstranili, umoZni ndm to dostat’ sa trochu
dralej. Napriklad, hned” musim vyslovit' isté pochybnosti o formovani &i utvérani
fenoménu nevyhnutnosti, pretoze nevyhnutnost’ tvrdeni netvorime, ale objavujeme:
veta je nevyhnutnd nezavisle od toho, ¢i na to niekto prisiel alebo nie. MdZeme ho-
vorit’ nanajvy$ o fenoméne chapania, zmocfiovania sa a objavovania nevyhnutnosti
urcitych viet, lebo nevyhnutnost’ nie je vlastnost, ktori veta nadobudne aZ vtedy, ked’
subjekt obrati na fiu svoju pozornost.

Myslim, Ze v prikladoch som spominané matematické entity neanalyzoval,
takze ich "zasadenic" do kontextu konkrétnej matematickej tedrie by bolo v danej
stvislosti zbyto¢né. Na rozdiel od vas a Piageta si myslim, Ze vlastnost' mat’ taka a
taki mohutnost’, resp. skladat’ sa z takého a takého poctu kamienkov, je rovnako ob-
jektivna, ako napr. vlastnost mat’ jeden kilogram. Treba si viak uvedomit, Ze vlast-
nosti prvého druhu neprislichaji kameniom, ale ich mnoZinam. Vale & Piagetovo
tvrdenie, Ze ticto vlastnosti vznikajii az abstrakciou z &innosti subjektu pokladam za
dost’ diskutabilné (aspoi pri jednom chépani vznikania vlastnosti), ale nerad by som
sa pri fiom teraz zdrziaval, pretoZe moje vyhrady k nemu budi zrejmé z diskusie,
ktori by sme mali teraz rozvin(t’ na tému 3. bodu vadej repliky. Myslim, Ze v tomto
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bode ste formulovali odpoved’ na kl'aCovy problém nasho dialogu. Skoda, ze ste s fiou
nevyrukovali skér. Na za¢iatku dialogu ste sa sice vyjadrili v podobnom zmysle, ale
svojimi odpoved’ami na nicktoré z mojich nasledujucich otazok ste ma potom trochu
pomylili. Navrhujem zvySok nasho rozhovoru venovat’ obsahu spominaného 3. bodu a
tomu, &o ste povedali uz vo svojej druhej replike. Sthlasite, alebo sa cheete najprv
vyjadrit k mojim poznamkam k 1. a 2. bodu?

RYBAR, J.: Uz v minulej replike som zacal resumovat zhody a nezhody
medzi vaSou koncepciou a koncepciou, ktora je mne blizka, pokial’ ide o povahu
logicko-matematickych entit (resp. dant tému). Na zéver dialogu by som cheel svoj
vypoéet dopinit’ edte o nasledovné body (v ktorych je obsiahnuté aj odpoved’ na vase
posiedné otazky):

1. Osvojovanie - kon§truovanie. Piagetova koncepcia by bola pre vis ak-
ceptovatelnd, ale len ak ju berieme ako koncepciu na vysvetlenie osvojovania
logicko-matematickych entit. AvSak u Piageta ide o ich konStruovanie aj pokial ide o
najjednoduchsie $truktiry (resp. entity). Logicko-matematické Struktary nic su dané
vopred ani v empirii, ani idealnom svete, ani v jazyku a pod.

2. Subjektivne - objektivne. K nazoru, Zc "logicko-matematické aktivity st
mentalnymi &innostami, ale geneticky stvisiacimi aj s biologickymi a fyzickymi ak-
tivitami", som sa prepracovaval postupne, aj pomocou vasich otdzok a najma Studiom
materialu, ktory v tomto smere je obsiahnuty v Piagetovych pracach. (Pred dialogom s
vami som si explicitne tato otizku takto nekladol, ale vd'aka vam som zistil, Z¢ je pre
miia zaujimava.) Naprick tomu, 7e je to tak, nemdZem prijat’ zaver, ktory z toho podla
vas by mal vyplyvat: Ak logicko-matematické aktivity si mentalnymi aktivitami,
potom ide o psychologizmus.

Této roznost’ zaverov, podla mdjho nazoru, prameni v réznom chépani,
resp. pristupu k statusu subjektivneho a objektivneho. O ¢o mi ide, déa sa dobre ilus-
trovat’ na tom, ¢o piSete na zadiatku posledného odstavea vasej poslednej repliky: "Na
rozdiel od véas a Piageta si myslim, Ze vlastnost mat takd a taki mohutnost, resp.
skladat’ sa z takého a takého poctu kamienkov, je rovnako objektivna ako napr. viast-
nost mat jeden kilogram." O objektivite uvedenych vlastnosti nepochybujem, ale
pokial’ ide o prvé dve vlastnosti, tic nie si dané dopredu a pri ich "tvorbe" subjekt
nemozno vynechat'.

CMOREJ, P.: Vel'mi zaujimavy, ale aj mimoriadne zlozity problém, Ci tieto
vlastnosti st objektivne alebo su - a do akej miery - konStruktmi subjektu, nemozeme
v naSom dialdgu rozoberat, preto sa obmedzim na zopar otazok, ktorymi sa pokdsim
aspofi naznadit isté problémy a Cazkosti stvisiace s vasim stanoviskom (ale diskusiu o
nich musime, Zial', odrocit’ na inokedy).

Ktory subjekt nemozno "pri tvorbe” takych vlastnosti ako mat' taki a takua
mohutnost’ a pod. "vynechat"? Subjekt, ktory ju vytvara a fiou operuje prvy, alebo ani
jeden subjekt, ktory sa k nej prepracoval alebo dokonca este len prepracuje svojou
abstrakénou ¢innost'ou? Je vlastnost’ skladat’ sa z piatich kamienkov, ktora vznikd vo
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vasej abstrakénej Cinnosti, totoZnd s vlastnostou skladat’ sa z piatich kamienkov, ktora
vznika abstrak¢nou ¢innost'ou ktoréhokol'vek iného subjektu? Na tvorbu takej vlast-
nosti staci aktivita jedného subjektu alebo ju utvéra aZ sibor vSetkych ¢innosti abstra-
hujucich jedincov? Také vlastnosti jestvuji iba v priebehu Cinnosti individui, ktoré
nimi operuji, myslia ich, pripadne sa nimi zaoberajt (z toho ¢i onoho aspektu), alebo
aj vtedy, ked’ tuto ¢innost’ nik nevykonava?

Nemam ni¢ proti nazoru, Ze "logicko-matematické aktivity si mentalnymi
¢innostami" podmienenymi neurofyziologickou vybavou subjektu a suhlasim s vami,
Ze tento ndzor nie je zataZeny psychologizmom. LenZe vo svojej predchadzajicej
replike ste nchovorili o logicko-matematickych aktivitach, ale o logicko-
matematickych entitach. Povedali ste, Ze "logicko-matematické entity st mentalnymi
¢innostami". Zaznelo to i na zaciatku nasho dialogu, hoci nie v takej jednoznacnej
podobe ("logicko-matematické operacie st v podstate redlne Cinnosti"; v tejto for-
mulacii ste pouzili prinajmenej dvojznaény vyraz "operacie", ktory mdZe znamenat
jednak ur¢ité matematické funkcie, jednak to isté ako slovo "aktivity"). Nevidim pad-
nejsi dovod, pre ktory by sme tento nazor nemohli oznacit' za isty druh psycholo-
gizmu (podfarbeného "neurofyziologizmom", ktory vam mozno bréani sahlasit’ s mo-
jim stanoviskom), ale otazku jeho zaskatulkovania povazujem - ako som naznacil uz
v tretej replike - za vedl'aj$iu. Myslim, Ze by sme ju mohli pokojne prenechat’ &i-
tatelom tohto dialégu. Radsej sa sustredme na niektoré désledky tohto chapania
logicko-matematickych entit. Pre nedostatok miesta pontikam len niekol'ko struénych
poznamok.

1. KedZe pocet mentalnych aktivit vzdy bol, je a bude kone¢ny, mnoZina
vietkych logicko-matematickych entit je kone¢na. Teda existuje a vZdy bude exis-
tovat’ iba kone¢ny pocet ¢isel, funkcii, geometrickych Gtvarov atd’.

2. Nikto nevie, ¢o vSetko patri do tejto mnoZiny, lebo nik nema celkovy pre-
hl'ad o tom, aké logicko-matematické myslienkové akty sa vykonavaju.

3. Ak logicko-matematické entity st mentalne cinnosti, tak logika a
matematika su empirické discipliny a pravdy formy "Entita X existuje" majt evidentne
empiricky charakter. Znamenaju totiZ to isté ako pravdy typu "Niekto vykonava men-
tdlnu Cinnost® X". Teda aspon istej Casti pravdivych logickych a matematickych
tvrdeni chyba nevyhnutny charakter (a pravdaZe chyba aj tvrdeniam, z ktorych vy-
plyvaji, lebo z nevyhnutnych premis neméZu vyplyvat zavery, ktoré nie st
nevyhnutné). Odpovede na otazky formy "Existuje td a td matematicka entita?" moze
dat iba empiricky vyskum zamerany na ziskavanie Gidajov o vykondvanych dusevnych
¢innostiach.

Uvedeny désledok nic je v rozpore len so vieobecne uznavanym chéapanim
matematiky, ale aj s Piagetovym ndzorom na nevyhnutnost’ logicko-matematickych
pravd a nezavislost’ logicko-matematického poznania "od bezprostrednej empirickej
reality” (text v ivodzovkéch pochadza z vadej Stvrtej repliky).

4. Niektoré logicko-matematické entity chvilami jestvuju, chvilami nejest-
vuji, a to vtedy, ked’ ¢innosti, s ktorymi splyvaji, nikto nevykonava. Napriklad ¢&islo
532478326 jestvuje iba v Casovych intervaloch, v ktorych ho niekto "vykonava"
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(podla Piageta pravdepodobne vtedy, ked nickto 532478326 krat opakuje jednotku;
vychadzam z citatu, ktory ste uviedli vo svojej druhej replike).

5.V istych obdobiach nejestvuje jedno &islo 1, jedno €islo 2, .... jedna ope-
récia suctu + , jedna operécia rozdielu - a pod., ale tolko jednotick, dvojok, ..., tolko
operécii + a operdcii - atd’. ako T'udi vykonavajucich prislugné cinnosti. Vyplyva to zo
samozrejmosti, Ze mentalne aktivity vykondvané rozliénymi osobami su rozne entity
bez ohladu na to, ako st si podobné. Napriklad s¢itanie Cisel vykonavané jednou
osobou je ind entita ako ich s¢itanie inou osobou (keby boli totozné, jedno z nich by
nemohlo existovat bez druhého, ¢o o uvedenych ¢innostiach neplati). To isté moZno
kondtatoval o ostatnych matematickych operaciach a funkcidch, o Cislach, ich
mnoZinach a inych logicko-matematickych entitach chdpanych ako mentalne aktivity.

6. Cinnosti vykonavané tou istou osobou v rozli¢nych ¢asovych intervaloch
st rozne entity (jedna moze jestvovat’ bez druhej), takze ked’ si pomyslite ¢islo 2 dnes
a zajtra, vykonate dve rozlién¢ ¢innosti, z toho vyplyva, ze ¢islo 2 pomyslené dnes je
odlisné od &isla 2 pomysleného zajtra.

7. Ak logicko-matematické entity si mentalne aktivity, tak vlastnosti tychto
aktivit sG vlastnostami logicko-matematickych entit. Niektor¢ Cinnosti maji kratsic,
iné zasa dlhgie trvanie; napr. pomyslenie &isla 2 vyZzaduje menej Casu ako pomyslenic
tisla 365439556234, ¢ize prvé Cislo ma kratdie a druhé dlhSie trvanic (rozdiely v
dizke trvania medzi jednotlivymi osobami len potvrdzuji skuto¢nost, ze Cisla pomys-
lené rozlicnymi individuami st rézne entity, samozrejme, &isla chapané ako mentalne
aktivity). 7 aritmetiky v3ak vieme, Ze Cislam sa také vlastnosti nepripisuju ani ne-
upierajii. Vykonavané dusevné operécie podlichaja aj istej priestorovej lokalizacii, ¢o
nema v pripade logicko-matematickych entit nijaky zmysel.

8. Okrem podobnych vlastnosti, ktoré sa logicko-matematickym entitam
nedajit zmysluplne vobec pripisat, na baze Piagetovej koncepcie musime nicktorym z
nich pripisat’ atribaty, ktoré im matematika evidentne upicra. Mam na mysli vlastnosti
a vztahy tychto entit dané konecnostou mnoZiny, spomenenutej v 1. bode. Patri k nim
napr. vlastnost byt najvacsim &islom, dalej vlastnost” byt Cislom, ktoré je menSie
alebo rovné najviiciemu jestvujiicemu &islu alebo vlastnost’ byt delitelom koneéného
podtu prirodzenych ¢isel a pod.

Rozvinutim naznatenych zaverov na pozadi konkrétnych matematickych
te6rif a ich entit by sme ziskali mnoho dialSich dosledkov, ktoré Piagetovu koncepciu
prinajlepSom vézne spochybituju. Nemyslim si viak, Ze tieto pochybnosti vaznejsic
ohrozuji vyznam vysledkov, ktoré ziskal vo svojom empirickom vyskume - tykaju sa
len ich interpretacie a filozofick¢ho vykladu. Predpokladam, Ze tieto vysledky sa daji
reinterpretovat’ na baze koncepeie, ktora ich nebude pokladat’ za odpovede na otazky
tykajice savznikuagenézy logicko-matematickych § ¢ ruktir Cientit, ale
za vysledky, ktoré nam umoziuju lepsie pochopit, ako sa subjekt tychto entit
zmociiuje, ako a za akych podmienok sa utvéra jeho logicko-matematické poznanie. S
Piagetovym zdorazitovanim &innostnej povahy tohto poznania moZno len suhlasit
(poukazoval na fu aj neskory L. Wittgenstein a ini vyznamni filozofi XX. storocia),
nic viak s jeho stotoZznenim logicko-matematickych mentélnych aktov s entitami,
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ktoré si predmetom skimania logiky a matematiky. Nazddvam sa, Ze uvedené
dosledky to jednozna¢ne potvrdzuju.

RYBAR, J.: Vzhladom na priestor, ktory mame k dispozicii mozem u len
konstatovat, Ze si nastol'ujeme otazky, o ktorych je druha strana presved&ena, Ze uz na
ne dost zretel'ne reagovala. (Pokial’ ide o mita mam na mysli napriklad vztah medzi
sukcesivnym a simultdnnym, temporalnym a atemporalnym a s tym suvisiacej otazky
épecsiﬁckosti logicko-matematického poznania, jeho autonémie od empirickej real-
ity).

Dalej, 7e problematické otazky, ktoré by mali "tat’ do Zivého", pre druhi
stranu nie st takej povahy a st rieSitel'né. (Napriklad, pre€o pri chapani, ku ktorému
sa priklafnam by mali byt matematické entity u kazdého subjektu iné? Predmetom
Piagetovho chépania su predsa epistemické vlastnosti subjektu, a to je to, o je
spolo¢né pre kazdy poznavaci subjekt.)’ .

To vsetko je sposobené predovsetkym rozdielnou "optikou", pomocou
ktorej skiimame dané problémy (nedostatoény priestor na vyklad koncepcie je tu
urcite az na druhom mieste). Vzdjomné spoznavanie tychto "optik" je pre miia vel'mi
zaujimavé, ale o tom naozaj aZ zase niekedy inokedy.

CMOREJ, P: Na 1. a 2. odsek mdZem v tomto Stadiu dialogu reagovat’ len
¢irym vyjadrenim nesthlasu. Citatel’ nech si vyberie, komu dat’ za pravdu.

POZNAMKY

: Aby bolo jasné, o mam na mysli uvediem jeden z piagetovskych experimentov. Experimenta-
tor polozi pred dicta dve kopky Zeténov a jednu z nich usporiada do radu (musi v flom byt
najmenej sedem Zetonov). Uloha pre diet’a znie: postav z druhej kopky rad, v ktorom by bolo
rovnako vela Zetonov. Deti vo veku 4-5 rokov riesia tato ulohu tak, Zze dbaju iba na to, aby sa
rovnali konce radov. Deti vo veku 5-6 rokov riedia ta ist ulohu jednojednozna¢nym priradenim.
(Av3ak nemusia mat’ eSte pojem cisla, ¢o si méZme jednoducho overit’ tym, Ze priradeny rad
roztiahneme alebo zazime. Ak dieta bude tvrdit, Ze teraz je v rade viac alebo menej Zeténov,
nema este pojem &isla.)

Z "Egocentrizmus je konfuzia seba (diet'at'a) s externym svetom". ([1], 5). Pre ilustraciu uve-
diem priklad: Dieta ma zavesené hrkalky nad postielkou. Zisti, ze ked’ zatrasie postielkou,
hrkalky vydavaju zvuk. Potom, aj ked' sa objavia hrkalky mimo postiel’ky, dieta sa snazi za-
triast’ postiel'kou. Takéto spravanie Piaget nazyva egocentrickym. Ako vidime s egocentrickym
spravanim diet'at’a je spojené zvlastne chapanie kauzality. Pre uplnost treba dodat’, Ze pre rozne
dezinterpretacie zmenil tento termin na centraciu. Dal3i vyvin inteligencie spociva vlastne v
neustalom decentrovani,

30 existencii praktickych pojmov (resp. predpojmov) vieme na zéklade praktického konania
deti. O pojmoch v pravom slova zmysle mozne hovorit” az so vznikom symbolickej funkcie u
dietat’a.

"Grupa premiestneni" sa psychologicky da vysvetlit' takto: a. Premiestnenie AB a BC sa moze
koordinovat’ do jedného premiestnenia, ktoré stale patri do tej istej sustavy; b. kazdé premiest-
nenie AB méze byt’ obratené v premiestneniec BA, k ¢omu dochéadza pri "navrate" k vychodisko-
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vému bodu; ¢. zjednotenie premicstnenia AB a inverzného premiestnenia BA dava nulové pre-
miestnenie AA; d. premiestnenia su asociativne, t. j. v slede A, B, C, D mame AB -+ BD = AC +
CD; to znamena, Z¢ z jedného jediného bodu moze byt dosiahnuté z bodu A réznymi cestami
(ak usetky AB, BC atd’. nelezia na priamke) ([7], 23).

* podra Piageta z psychologického hl'adiska matematické poznanie vznika reflektivnou ab-
strakciou. Napriklad, ked' diet'a zistuje, e vysledok s¢itania nejakych objektov je nezavisly od
ich usporiadania (tyka sa vlastnosti usporiadania a nie vlastnosti objektov, ktoré neobsahuja ani
stitanic. ani komutativnost' - ide o abstrakciu z innosti a nic z objektov). Uloha reflektivnej
abstrakcie spotiva v prevode néaslednych materialnych, fyzickych aktov do systému interiorizo-
vanych operécii, ktorych zakony st pochopené ako simultanny akt ([2], 221).

% Ani na elementarnych trovniach nejde o proces jednoduchého ucenia, osvojovania. Napriklad
pri¢inu toho, Ze existuja tzv. nenadané deti na matematiku a prirodné vedy Piaget videl v tom,
7¢ 8kole sa v tychto pripadoch nepodarilo vhodne nadviazat' na vyvin spontannych logicko-
matematickych pojmov. Podl'a neho elementarne pojmy sa neosvojuji, ale konstruuji.

% Jedna z jeho prvotnych foriem je napodoba (napriklad, ked' dieta napodobuje psa, macku
alebo trebars auto). UZ tu za¢ina diferenciacia oznacujuceho od oznacovaného.

7 Je to dobre vidno napriklad v experimente, v ktorom ide o usporiadanie pali¢ick roznych
velkosti. Deti predoperaénej trovne rozdeluji palicky najprv po paroch (jedna mald a jedna
velka atd’) alebo po trojiciach (jedna mala, jedna prostrednd a jedna velka atd’), ale nie st
schopné ich potom vietky skoordinovat' do jednej série. NeskorSie dokazu urobit’ spravnu sériu,
ale v procese pokusov a omylov a korekciou chyb. Na urovni konkrétnych operacii naopak
subjekty ¢asto pouZivaji exhaustivnu metodu spocivajicu v hi'adani najmensieho prvku, potom
najmensicho z tych, ktoré ostani atd. Teda vidime, ze tato metéda pripasta predpoklad, Ze
ubovolny clement E bude vagsi nez palicky uz umiestnené povedzme E > D, C, B, A a zéroven
mendi nez tie, ktoré este nie st umiestnené povedzme E < F, G. H atd’. Teda inovacia zavedena v
tomto $tadiu spoiva v simultannom pouziti relacii > a < . (V predoperatnom obdobi subjekt
vedel orientoval’ svoje manipulécie len jednym smerom. Napriklad o B vedel povedat’, len, Ze je
mensic ako C, alebo vicsic ako A, nikdy nie, Ze je zaroven vicSie aj mendie. Alebo iny priklad:
subjekt A ma brata B, ale na otazku, &i jeho brat ma brata odpoveda zaporne, pretoZe "oni su iba
dvaja v rodine" ([5], 27-28).

8 Pozri s. 344 a 345 tohto dialogu a prislusné poznamky.

% Pozri s. 342 a 343 tohto dialogu.
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