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Zamysleni nad Fregovou definici Cisla

Marta Vlasakova

Abstract: In his treatise Die Grundlagen der Arithmetik, Gottlob Frege
tries to find a definition of number. First he rejects the idea that num-
ber could be a property of external (empirical) objects. Then he comes
with a suggestion that a numerical statement expresses a property of a
concept, namely it indicates how many objects fall under the concept.
Subsequently Frege rejects, or at least essentially modifies, also this de-
finition, because in his view that a number cannot be a property - it
should be an object. In this article, I try to show that Frege’s first defini-
tion of number seems to be, despite his own opinion, much more
promising than he supposed. I also argue that Frege’s argumentation
against the (possibly) empirical character of number is by no means
convincing,.

Keywords: Die Grundlagen der Arithmetik, definition of number, Frege,
number as an object.

Gottlob Frege vénuje svij spis Die Grundlagen der Arithmetik (GLA)
zkoumani povahy ¢isla. Nez se dostane k vykladu toho, co ¢islo je a
na ¢em je zalozeno, dozvime se nejprve, co ¢islo (pocet)? podle Frega

1 Tento ¢lanek vznikl za podpory grantu ¢. P401/10/1279.

2 Frege v textu pii patrani po spravném vymezeni volné pfechazi mezi slo-
vem ,Zahl” (které zhruba odpovidéd ¢eskému ,c¢islo”) a ,Anzahl” (které
nejvice odpovida ¢eskému vyrazu ,pocet”). Protoze ovSem ,Zahl” muze
vyjadfovat i cesky ,pocet”, pfechod mezi obéma vyrazy je pro Fregeho
snazsi nez v esting, kde se slova ,¢islo” a , pocet” v podstaté nedaji pou-
zivat zaménné. Kazdopadné Frege pfi hledani vymezeni ne¢ini podstatny
rozdil mezi obéma pojmy, proto necht’ ¢tenaf neni piekvapen, je-li chvi-
lemi fe¢ o tom, chvilemi o onom.
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neni. Pfedné pocet podle Frega neni vlastnosti vnéjsich véci. Na pod-
poru tohoto tvrzeni uvadi Frege hned nékolik argumentd. Podivejme
se na né ted’ trochu podrobngji.

Jednak podle Frega neni viibec jasné, cemu bychom méli pocet ve
vnéjsim svété vitbec pricitat: pocet prece nelze pricitat (jako vlastnost)
ani jednotlivym vécem, ale vlastné ani celku véci. Zatimco listim na
stromé mohu kazdému jednotlivé pficitat zelenou barvu a vsemu listi
také, pocet 1000 nemohu pfi¢itat ani jednotlivym listim, ani onomu
listi (GLA § 22).3 Takto podané je to ovsem z Fregovy strany trochu
zavadéjici. Predné je vcelku jasné, ze pokud bychom viibec chtéli né-
jaky pocet pfic¢itat vné&jsim vécem, nepfticitali bychom ho (kromé 1) ani
jednotlivému pfedmétu, ani souhrnu jednotlivych pfedmét branému
jako ur¢ity celek (jako listi), ale néjakému souboru jednotlivych pfed-
méti. Tak naptiklad J. S. Mill, proti jehoz pojeti se Frege stavi hned v
nasledujicim paragrafu (§23), pfi¢itad podle Frega pocet agregdtu véci.
Frege proti tomuto pojeti namita ve stylu ,Musime shromazdit vSech-
ny slepce v Némecké #i8i, aby mél vyraz ,pocet slepcti v Némecké 1151’
néjaky smysl?”, ¢ili chape millovsky agregat jako néjakou prostorove
a ¢asoveé sjednocenou ,hromadu”, fyzické shromazdéni. Odhlédneme-
li od toho, nakolik tento Fregliv vyklad odpovidd Millovu chapani
agregatu,* nezdd se pfece intuitivné nijak nepfijatelné, ze nékteré
vlastnosti pri¢itime celym souborfim véci, aniz bychom je pficitali
kazdé jednotlivé (napf. ,Lampy na namésti jsou umistény do ptlkru-
hu”), pficemz tyto soubory nemusi byt nijak doslovné ,shromazdé-
ny” & ,seskupeny” (napi. ,VSechny evropské Slechtické rody jsou
navzéjem spiiznény” & ,Svétova mote a oceany zabiraji vice nez dvé
tfetiny povrchu Zemé”). Z toho jesté neni nutné hned vyvozovat, ze
se tudiz nemftiZe jednat o vlastnosti vnéjsich véci.

Dalsi Fregtiv argument proti tomu, ze by pocet mohl byt vlastnosti
vnéjsich véci, je tento: Zatimco bézné empirické vlastnosti, napf.
barva, pfislusi pfedmétu bez ohledu na nasi vili, po¢itanému souboru
jako takovému Zadné cislo nepiislusi, nebot zalezi na nasi libovili, z

3 Frege tu doslova fika: ,Wir konnen alle Bldtter des Baumes unter dem
Namen seines Laubes zusammenfassen. Auch dieses ist griin, aber nicht
1000” (§22).

4 Srovnej napt. Mill (1843, B. I, Ch. VII, § 3).
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jakych vlastné jednotek ho budeme povaZzovat za slozeny. Frege rika:
»Dam-li nékomu kamen se slovy: ur¢i hmotnost tohoto, zadal jsem
mu tak cely pfedmét zkoumani. Ddm-li mu ale do ruky balicek karet
se slovy: urci pocet tohoto, pak nevi, chci-li zjistit pocet karet nebo po-
et karetnich sad nebo tfeba trumfii ve skatu.” Ani tato argumentace
neni tak uplné ¢istd. Pfedné je tomu ve skute¢nosti tak, Zze da-li ndm
nékdo balicek karet, abychom ur¢ili ,pocet tohoto”, budeme nejspis
jednoduse pocitat karty, a tak to ocekava i zadavajici - v jiném piipa-
dé by nas totiz informoval, Ze chce vlastné zjistit pocet néceho jiného,
tteba trumfd. A naopak, podal-li by ndm nékdo tfeba dézu s cukrem,
abychom ur¢ili ,hmotnost tohoto”, musel by patrné upfesnit, zda chce
urcit hmotnost samotného cukru nebo hmotnost celé dézy s cukrem
nebo hmotnost prazdné dézy - jinak bychom si nejspis nebyli jisti, ce-
ho hmotnost od nés vlastné chce urcit. Jinymi slovy, dost casto je pfi
poukazani na soubor véci jasné, co mdme pocitat (jednotky jsou né&jak
pfirozené vymezeny), a nejasné pfipady se vyskytuji jak u urcovani
poctu, tak u urcovani jakékoli jiné empirické vlastnosti - jak nas pou-
¢il Quine, ostenze ve skutecnosti zdaleka nevymezuje ukazovany
pfedmét jednoznac¢né. Navic je ale potfeba si uvédomit, Ze pocet, ma-
li byt chapan jako vlastnost vnéjsich véci, musi byt, jak uz bylo feceno,
chapan jako vlastnost néjakého souboru véci. Soubor je ale urcen svymi
¢astmi, a proto je pii zaddvani, ¢eho pocet mam urcit, nutny poukaz
na soubor vcetné jeho ¢asti, nestaci prosté poukaz na soubor jako celek.
Predstavme si, Ze mame na stole poskldddno nékolik domecki ze si-
rek. Mizeme se pak ptat na pocet domeckt na stole (jeden zptisob
zadani souboru vcetné jeho ¢asti) nebo na pocet sirek na stole (druhy
zptisob zadani souboru vcetné jeho ¢asti). Fregovi se ovSem nyni neli-
bi, ze by mély téze fyzické skutecnosti (v nasem piikladé oném sirkdm
na stole) pfisluset dva rtizné pocty, a povazuje to za dtikaz toho, ze ve
skutecnosti této fyzické skutecnosti nepfislusi (neni jeji vlastnosti)
zadny pocet. Ale takovéto nejednoznacnosti v zévislosti na zptisobu
zadéni se pfece mohou vyskytnout i u béznych empirickych vlastnos-
ti. Zeptame-li se na tvar domecku ze sirek (jaky tvar ma tento obrazec
na stole?), dostaneme jinou odpovéd’, nez budeme-li se ptat na tvar si-
rek v onom domecku (jaky tvar maji tyto sirky na stole?). Potom tu
vlastné téze fyzické skutecnosti pric¢itdme rtizné tvary v zavislosti na
tom, jak jsme ji pojmové vymezili, zda jsme ji pojali jako celek nebo
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jako soubor. Znamena to snad, Ze tudiz tvar nemuze byt vlastnosti
vnéjsich pfedmeétt? Uvéazime-li Fregtiv vlastni piiklad se stéblem sla-
my (GLA § 23), kterému pfece podle Frega nemtze (jakoZto jedné fy-
zické skutecnosti) zaroven piisluset pocet 1 (pocet stébel) a zéroven
pocet molekul, ze kterych je toto stéblo slozeno, mohli bychom pfece
namitat, Ze i béZné empirické vlastnosti bychom stézi mohli pficitat
aplné stejné tomuto stéblu slamy i pFislusnému souboru bunék nebo
molekul.

Na jiném misté (GLA § 58) zase Frege fika:

Sice snadno uvéiime, ze v pfedstavé ¢tyf tecek na kostce se vyskytuje
néco, co odpovida slovu ,¢tyii’, ale to je klam. Mysleme na (néjakou)?
zelenou louku a zkusme, zda se tato pfedstava zméni, bude-li nahra-
zen neurcity ¢len ¢islovkou ,jedna’. Nic nepfibude, zatimco slovu ,ze-
leny” pfece néco v této pfedstavé odpovida.t

To je velice zvlastni tvaha: chce tim Frege fici, Ze pfidani poctu
k né&jaké predstaveé tuto predstavu viitbec neméni? Tedy Ze neni rozdil
mezi pfedstavou ,zelend louka” a ,étyfi zelené louky’? Jeho tvrzeni, Ze
predstava ,jedna zelena louka’ nic nepfidava k predstavé ,zelena lou-
ka’ je v zasadé na trovni uvahy ,piedstava ,zelend zelend louka’
k pfedstavé ,zelend louka’ vlastné nic nepfidava” - uzijeme-li pocita-
telné podstatné jméno v jednotném ¢isle, obvykle se tim rozumi, ze
mluvime o jedné takové véci (coz je v némecké verzi zvlasté patrné di-
ky tomu, Ze se neurcity ¢len shoduje s ¢islovkou ,jedna”), tedy mame-
li predstavu zelené louky, je tato pfedstava prece piedstavou jedné ze-
lené louky (ve vSech ostatnich pfipadech se ¢islovka musi uvést,
v pfipadé jednoho exemplare se ¢islovka mtize vynechat), a pfidame-
li k této predstavé ¢islovku jedna, vskutku jsme ji jiz nijak nerozsifili.
Pridame-li ale jakoukoli jinou ¢islovku, rozhodné se jednad o jinou

5 Cili eine” - v néméiné je zde uzit neurdity clen.

6 ,Zwar glaubt man leicht, dass in der Vorstellung von vier Augen eines
Wiirfels etwas vorkomme, was dem Worte ,vier’ entspréche; aber das ist
Tduschung. Man denke an eine griine Wiese und versuche, ob sich die
Vorstellung dndert, wenn man den unbestimmten Artikel durch das Za-
hlwort ,Ein’ ersetzt. Es kommt nichts hinzu, wihrend doch dem Worte
,grun’ etwas in der Vorstellung entspricht” (GLA § 58).
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predstavu. V predstavé ¢tyt tecek se tedy zda se vyskytuje néco, co
odpovida ¢islu étyfi - predstava ¢tyf tecek je odlisnd od predstavy
jedné tecky.

Dale Frege namitd, ze , by bylo vskutku podivuhodné, kdybychom
vlastnost vyabstrahovanou z vnéjsich véci mohli beze zmény smyslu
prenést na udalosti, pfedstavy, pojmy” - aby ,se néco svoji povahou
smyslové vyskytovalo v né¢em nesmyslovém” (GLA § 24). A vzhle-
dem k tomu, Ze 1ze pocitat nejen télesné véci, ale i cokoli jiného, nelze
tedy pocet povazovat za vlastnost vnéjsich véci. To je jisté tivaha legi-
timni, ostatné trapila jiz scholastické ucence.” Pfesto neni intuitivné
presvédciva tak zcela bezvyhradné: kupiikladu vlastnost sloZenost je
prece podobného razu - lze ji aplikovat na cokoli, i na nesmyslové
pfedméty, pfesto bychom se asi zdrdhali prohlasit, Ze tudiZ nemize
byt vlastnosti vné&jsich véci. Navic se ¢islim nepochybné uc¢ime pozo-
rovanim smyslovych véci: dité brzy zaznamena rozdil mezi jednim a
dvéma darovanymi bonbény a naudi se nalézt podobnost mezi obraz-
kem s tfemi miskami a tfemi 1zickami. Jako ziska dité pojem kulatosti
tim, Ze nachazi podobnost mezi rtiznymi kulatymi pfedméty, naudci se
nachazet podobnost i mezi riznymi soubory véci o stejném poctud a
ziskd tak pfislusny pojem poctu. Dovolim-li si parafrazovat Fregova
slova, je divné, abychom se néfemu ze své podstaty nesmyslovému
naucili tak ryze smyslovych zptisobem...

Pristupme vSak nyni k tomu, co podle Frega ¢islo ve skutecnosti je.
Podle Frega ,¢iselny tidaj obsahuje vypoveéd o pojmu”:? ve skute¢nos-
ti vlastné udanim poc¢tu néceho uvadime, kolik pfedmétd spada pod

7 Srovnej napt. Sousedik - Svoboda (2010).

8 Srovnej napf. Geachovu formulaci: ,Frege fails, however, to see the fact
that makes Mill’s sort of view attractive. In spite of Frege’s denial (Sec. 24,
58), there is a recognizable physical property common to the four faces of a
die and the four of diamonds and four pennies and the four sides of a
square and a plate broken in four; we could learn to use the word "four"
whenever we met with this attribute. When a plate breaks in four, a certa-
in sample of china changes from being in one piece to being in four pieces;
the words in italics stand for different species of a certain generic physical
property” (Geach 1951, 538).

9 ... daf3 die Zahlangabe eine Aussage von einem Begriffe enthalte” (§ 46).
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dany pojem (coz patrné neni zcela originalni myslenka,'0 to vsak nyni
ponechme stranou). Tim Frege doufd vytesit téZkost s tim, Ze pii poci-
tani musime zérovenl mit vice pfedmétd a zaroven je povazovat za
vjistém smyslu totozné jednotky naseho pocitani - sjednocujicim
aspektem (tim, co z jedné kazdé véci vytvaii jednotku) je spadani pod
tentyZ dany pojem.

V § 55 Frege podava prvni navrh definice ¢isel, ktery vypada na
prvni pohled pomérné slibné. Frege fekne, Ze pojmu pfislusi ¢islo
(pocet) 0, kdyZz pro libovolné a plati, Ze nespada pod tento pojem;
pojmu pfislusi ¢islo 1, pokud neni pravda pro kazdé a, Ze nespada
pod tento pojem, a zaroven obecné plati, Ze spadaji-li pod tento po-
jem a a b, pak a = b; konecné pojmu F ptislusi ¢islo n + 1, existuje-li
predmét a, ktery spada pod F a plati pro néj, Ze pojmu ,spadajici
pod F a rizny od a” piislusi ¢islo n.!1 Ciselné tdaje jsou tedy chapa-
ny jako vypovédi o ,obsazenosti” pojmt - kolik pfedmétt pod pii-
slusny pojem spada.

Frege vsak uvedenou definici hned nésledné zavrhuje. Tato defini-
ce totiz chape ¢iselné tdaje jako tvrzeni néjaké charakteristiky pojmu,
neuchopuje ¢isla jako samostatné predmeéty. Pro¢ vlastné Frege trva
na tom, Ze ¢isla musi byt pfedméty? Podle Frega o ¢islech jednak béz-
né mluvime jako o predmétech (,die Zahl 4”), jednak v aritmetice
s nimi zachdzime jako s pfedméty. Nékdy je sice podle Frega pouzi-
vame naopak atributivné, v takovém piipadeé je vSéak mozné vyjadreni
prevést na ,pfedmétné” chapani ¢isla (napf. vétu ,Jupiter ma Ctyti
mésice” na vétu ,Pocet Jupiterovych mésicti je ¢tyti” (GLA § 57)). Na
to Ize namitnout, Ze pfevod by byl klidné mozny i obracené, z pied-
métné podoby na atributivni; i matematické rovnice by bylo mozné
chépat jako obecna pravidla pro ¢iselné vlastnosti, tfeba rovnici ,2 + 3
= 5" 1ze chapat jako zépis vyjadfujici, Ze spadaji-li pod libovolny po-
jem dva pfedméty a pod jiny tfi pfedméty, spada pod jeden nebo
druhy (v mnozinovém pojeti: je prvkem jejich sjednoceni) pfedmétii

10 Srovnej napi. Sullivan (1990), kde autor poukazuje na vliv Herbarta na
Frega a na podobnost jejich pojeti ¢isla.

11 Dummett (1991) nahrazuje tato vymezeni ,, pocetné urcitymi kvantifikato-
ry” (,numerically definite quantifiers”), tedy kvantifikatory typu , existuje
praveé jeden”, , existuji pravé dva” atd.
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pét. Uzivaji-li se ¢isla i pfedmétné i atributivné, téZko to samo pova-
Zovat za argument pro jeden z téchto zptisobti. Dalsi Fregovy namit-
ky, naptiklad znamé Fregovo tvrzeni, Ze na zakladé této definice nelze
rozpoznat, zda Julius Caesar je ¢islo nebo nikoli, jsou, jak pfesvédcive
ukazuje Dummett,'? jiZ zaloZené na predpokladu, Ze ¢isla jsou pfedmé-
ty, a nelze je tedy povaZovat za argumenty pro pfedmétné chapéni ¢i-
sel.

Frege se nicméné pokousi podat definici, ktera by zachycovala ¢is-
la jako pfedméty. V GLA § 68 Frege uvadi nasledujici definici poctu:

(Po¢) ,Pocet, ktery pfislusi pojmu F, je rozsahem pojmu ,rovnopo-
detny s pojmem F".”

Dva pojmy jsou rovnopocetné, pokud mezi jejich rozsahy (exten-
zemi) existuje vzdjemné jednoznac¢né prifazeni.’® Rozsahem pojmu se
tradi¢né rozumi (a Frege se na bézné chapani odvolava'4) soubor vse-
ho toho, co pod dany pojem spadd. Frege vymezuje na jinych mis-
tech’® rozsah pojmu pomoci pojmu funkce: jelikoZ pojem chépe jako
funkci, kterd pfifazuje hodnotu Pravda vSem tém pfedméttim, které
pod dany pojem spadaji, a hodnotu Nepravda vSem ostatnim, je roz-
sah pojmu definovén jako prtibéh hodnot (Wertverlauf) pfislusné
funkce. Prtibéh hodnot ovSem Frege explicitné nedefinuje (stanovi
pouze, Ze prubéhy hodnot dvou funkci se rovnaji, pokud maji obé

12 Dummett (1991, 101 - 102).

13 Fregeho formalngjsi vymezeni rovnopocetnosti: pojem F je rovnopocetny
s pojmem G, pokud existuje vztah ¢ takovy, ze kazdy pfedmét, ktery spa-
da pod F, je ve vztahu ¢ s néjakym predmétem spadajicim pod G, a s kaz-
dym predmétem, ktery spada pod G, je ve vztahu ¢ né&jaky pfedmét spa-
dajici pod F; a zaroven plati pro libovolné d, a a e, Ze je-li d ve vztahu ¢ s a
a zaroven je d ve vztahu ¢ se, pak a je totéz jako e; a zaroven je-li d ve
vztahu ¢ s a a b ve vztahu ¢ s g, pak d je totéZ jako b (viz GLA §§ 71 - 72).

14 Ich setze voraus, dass man wisse, was der Umfang eines Begriffes sei”
(GLA, pozn. 87 k § 68).

15 Napt. ve Funktion und Begriff (1891, 9 - 11) nebo Grundgesetze der Aritmetik
(GGA), 1, § 3.
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funkce pro kazdy argument tytéz funkéni hodnoty)¢ a byt by mél byt
z dnesniho hlediska vykladan spise jako mnoZzina uspotddanych dvo-
jic,’7 je dnes obvykle Fregtiv rozsah pojmu (= pribéh hodnot pfislusné
funkce) chdpéan jednoduse jako mnozina (tfida) vSech predmétti spa-
dajicich pod dany pojem.’8

Pocet pfislusejici pojmu F je tedy v tomto soucasném chépani mmno-
Zinou vsech piislusnych pojmt rovnopocetnych sF, coz je (patrné i
vzhledem k tomu, Ze sdm Frege v GGA dosazuje namisto rovnopo-
cetnych pojmi jejich pritbéhy hodnot, tj. rozsahy), chapano jako mno-
Zina vsech mnozin'® rovnopocetnych s F. (Je ovSem mozna vhodné po-
dotknout, ze Frege v GLA § 28 vyslovné odmita pojem mnoziny jako
nosny pro vymezeni ¢isel, a to z dvodu jeho neurd¢itosti.)

Zkusme si ted’ uvédomit, co toto Fregovo pojeti pfedstavuje z
praktického hlediska. Znamen4d, Ze tfeba pocet prsti jedné ruky je
mnoZzinou vsech pétiprvkovych mnoZin ¢i, abychom se drzeli Fregova
znéni, souborem vsech takovych pojmit, které jsou rovnopocetné s
prsty jedné ruky. To zni trochu podeziele. Obvykle mame za to, Ze
pocet prstli jedné ruky (Cili ¢islo pét) zndme a umime s nim bez pro-
blému zachazet. Najednou se ale dozvime, Ze ve skutecnosti ¢islo pét
vlibec nezndme, nebot je pfirozené vylouceno, abychom byli schopni
jakkoli pojmout rozsah pojmu , rovnopocetny s prsty jedné ruky” (¢ili
mnozinu vSech pojmid rovnopocetnych s prsty na ruce) - jisté, rozu-

16 Podrobnéjsi rozbor Fregova pojeti pribéhu hodnot lze nalézt napi. ve
Franz von Kutschera (1989, kap. 6.3 a 6.4).

17 Napt. ve Funktion und Begriff (1891) pfipodobriuje Frege Wertverlauf geo-
metrickému grafu funkce (str. 8), na jiném misté zase fika (pozn. 5, str. 10):
»In manchen Wendungen der tiblichen mathematischen Ausdrucksweise
entspricht wohl das Wort ,Funktion” dem, was ich hier Wertverlauf einer
Funktion genannt habe. Aber Funktion in dem hier gebrauchten Sinne des
Wortes ist das logisch Friihere.”

18 Coz by v ur¢itém ohledu mohlo byt nakonec v souladu s Fregovym poje-
tim, jak o tom svédci tfeba tato poznamka v GGA: ,Es liegt nahe, unsere
Festsetzung so zu verallgemeinern, dass jeder Gegenstand als Werthver-
lauf aufgefasst werde, namlich als Umfang eines Begriffes, unter den er als
einziger Gegenstand fillt” (GGA I, pozn. 1 na s. 18).

19 Srovnej napt. formulaci Quina v (1988, § 54).
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mime piislusnému pojmu ¢ili kritériu, které urcuje tento rozsah, ale
rozsah sdm nam ani nemiiZze byt zndm (stejné jako vime, co znamena
tfeba , byt vétsi nez krabicka od sirek”, aniz bychom mohli ici, Ze vi-
me, co vSe patii do souboru vsech véci vétsich nez krabicka od sirek,
tedy aniz bychom znali rozsah tohoto pojmu). Navic vzhledem k to-
mu, Ze se pocty véci spadajicich pod jednotlivé pojmy mohou ménit,
povazuje Frege ve skutecnosti pojmy za funkce ¢asu, pfifazujici ¢aso-
vym okamzikiim piislusné extenze daného pojmu (GLA § 46). Toto
feSeni vSak ve spojeni s tim, Ze Frege nahrazuje v piipadé ¢isel pojmy
jejich extenzemi (prabéhy hodnot), vede k tomu, Ze se podoba ¢isla
dale zeslozit'uje: jedna se o priibéh hodnot funkce pfifazujici kazdému
¢asovému okamziku soubor vsech rovnopocetnych (v daném okamzi-
ku) extenzi pojmd, kterézto jsou opét prabeéhy hodnot funkci piifazu-
jicich kazdému ¢asovému okamziku urcitou extenzi. A néco takového
by mélo byt staré znamé cislo pét?

Navic ndm asi intuitivné aplné nesedi, Ze bychom meéli ve skutec-
nosti povazovat ¢islo pét za né&jaky soubor zahrnujici nejraznéjsi
pojmy (¢i mnoziny) - nezda se prece pfirozené prohlasovat tfeba , ¢is-
lo pét obsahuje pojem ,pocet prstd jedné nohy™” ¢i dokonce ,¢islo pét
ma takové a takové prvky” apod.

Néco jiného by bylo, kdyby Frege chapal pocet piislusejici prstim
na jedné ruce, tedy cislo pét, jako pfislusny pojem ,rovnopocetny s
prsty jedné ruky”, nikoli jako jeho extenzi. Pfislusny pojem totiz vy-
mezuje rozumné kritérium: néjakému pojmu piislusi ¢islo pét, tedy
spadd pod néj pravé pét véci tehdy, lze-li tyto véci vzajemné jedno-
znacné pfifadit prstim na ruce. To je rozhodné kritérium poukazujici
na postup, ktery pfi uréovani poctu v pocatcich naseho seznamovani
se s poc¢itanim bézné uplatiiujeme - pocitani na prstech vlastné zna-
mend vytvafeni onoho vzdjemné jednoznacného pfifazeni mezi prsty
a pocitanymi pfedméty. Jenze tuto cestu chapani pocétu jako pojmu
Frege v zasadé sam sobé uzavira. Frege sice v GLA § 68 v pozndmce
pod ¢arou prohlasuje, Ze by v definici (Po¢) namisto , extenze pojmu
,rovnopocetny s...”” mohlo stit ,pojem ,rovnopocetny s...””, oviem
jednak hned sam proti tomuto pojeti vznasi ndmitky (které pravda
povazuje za snadno vyvratitelné, nicméné jejich vyvraceni jiz nepoda-
va), jednak nasledné treba v Uber Begriff und Gegenstand jiz opatrnéji
prohlasuje, Ze ,to byla jen nahodild pozndmka, na které nic dalsiho

“
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nezakladal”.?0 Frege totiZ, jak bylo fe¢eno, povazuje ¢islo za predmeét, a
to pojem ve Fregové pojeti rozhodné neni. Jelikoz podstatnou vlast-
nosti pojmu je, Ze je predikativni povahy (a lze jej tedy chédpat jako
»nenasyceny” ve Fregové slova smyslu), nemtize se sdm o sobé stat
pfedmétem vypovédi - coz ale ¢isla mohou. Je-li pojem zdanlivé
predmétem vypovédi, neni to ve skute¢nosti jiz pojem, nybrz je jaksi
,zpfedmétnény”.2! Tak je naptiklad podle Frega trochu paradoxné
pravdiva véta ,Pojem kan neni pojem”.22 Maji-li tedy byt ¢isla pied-
méty, nemohou to byt pojmy.

Argument proti pfedmétnému chépani cisel z ponékud jiného
soudku uvadi ve svém ¢lanku What numbers could not be Paul Benacer-
raf.?® Poukazuje na fakt, Ze ¢isla 0, 1, 2,... miiZeme tspé$né ztotozrio-
vat jak s mnozinami &, {J}, {{J}}, {{{D}}}... a la Zermelo, tak s
mnozinami &, {J}, {D{T}}, {D, {T}, {F{D}}}... ala von Neumann
- oboji tispésné ,funguje”, a nelze tudiz rozlisit, které z téchto ztotoz-
néni by mélo byt to spravné. Podle Benacerrafa vsak, neni-li zadny
padny argument ve prospéch jednoho ¢i druhého pojeti (¢i jakychkoli
jinych pfedmétt, které by vhodné zastupovaly pfirozend ¢isla, tfeba
fregovskych mnozin v8ech rovnopocetnych mnozin), nejsou ¢isla spi-

20 ,...ubrigens war dies nur eine beildufige Bemerkung, auf die ich nichts
gegriindet habe” (Frege 1892, 199).

21 ,Man hat bei logischen Untersuchungen nicht selten das Bediirfnis, etwas
von einem Begriffe auszusagen und dies auch in die gewthnliche Form
fiir solche Aussagen zu kleiden, daff ndmlich die Aussage Inhalt des
grammatischen Pradikats wird. Danach wiirde man als Bedeutung des
grammatischen Subjekts den Begriff erwarten; aber dieser kann wegen
seiner préadikativen Natur nicht ohne weiteres so erscheinen, sondern mufl
erst in einen Gegenstand verwandelt werden, oder, genauer gesprochen,
er muf3 durch einen Gegenstand vertreten werden, den wir mittels der
vorgesetzten Worte ,der Begriff’ bezeichnen...” (Frege 1892, 197).

2 Es kann ja nicht verkannt werden, daf$ hier eine freilich unvermeidbare
sprachliche Hérte vorliegt, wenn wir behaupten: der Begriff Pferd ist kein
Begriff, wahrend doch z. B. die Stadt Berlin eine Stadt und der Vulkan Ve-
suv ein Vulkan ist. Die Sprache befindet sich hier in einer Zwangslage,
welche die Abweichung vom Gewdchnlichen rechtfertigt.” (Frege 1892, 196
-197)

2 Benacerraf (1965).
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PRV

Se témi ¢i spiSe onémi predméty, a tudiz ¢isla vitbec nemohou bijt pred-
méty.2*

To by mohla byt odpovéd’ i na pfistup, zastavany napf. Quinem,?
totiz ze ¢isla 1ze nahrazovat v zédsadé libovolnymi entitami - podstat-
né je, nakolik nahrazeni ,funguje”, nakolik je vhodnou explikaci. Jak
to formuluje Peregrin:26

Tento [Fregtv] navrh pfedznamenédva metodu, kterou pozdéji Carnap
nazval explikaci: nahrazeni néjaké abstrakini a tézko uchopitelné entity
nécim, co sni sdili vdechny pro nds podstatné charakteristické vlast-
nosti a co je v néjakém smyslu snadnéji uchopitelné - zpravidla je to
néjaky matematicky konstrukt, jako je mnoZina. (...) Co Frege dale na-
vrhuje, je mozné chapat jako ztotoZnéni toho, co maji spole¢né prvky
néjaké mnoziny, s touto mnozinou samotnou: (...) to, co maji spolec-
ného vsechny rovnomocné pojmy, ztotoznit s mnozinou vsech rov-
nomocnych pojmda.

Problém ovSem je, Ze Frege si neklade za cil explikaci pojmu Ccisla,
ale jeho definici. A od definice bychom ¢ekali nikoli to, Ze definované
né&im rafinované ,nahradi”, ale Ze ndm sdéli, co definované ve sku-
tecnosti je. Jak se snazi ukazat Benacerraf, sikovnych nahrazeni mize
byt dokonce vicero, definici vSak podavat nemuseji.

Frege chépe, jak bylo feceno, ¢iselny udaj jako vypoveéd o tom, ko-
lik pfedmétt spadd pod piislusny pojem. Pokud toto vymezeni ak-

Pyl
1

2 If numbers are sets, then they must be particular sets, for each set is some
particular set. But if the number 3 is really one set rather than another, it
must be possible to give some cogent reason for thinking so; for the positi-
on that this is an unknowable truth is hardly tenable. (...) [TThere is little
to conclude except that any feature of an account that identifies 3 with a
set is a superfluous one - and that therefore 3, and its fellow numbers,
could not be sets at all” (Benacerraf 1965, 62). ,I therefore argue, extending
the argument that led to the conclusion that numbers could not be sets,
that numbers could not be objects at all; for there is no more reason to
identify any individual number with any one particular object than with
any other (not already known to be a number)” (Benacerraf 1965, 69).

% Quine (1988, 262 - 264).
2% Peregrin (2005, 52 - 53).
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ceptujeme a domyslime do dtsledks, miiZe se myslim moZznd trochu
objasnit, pro¢ Fregovy ndmitky proti chdpani poctu jako vlastnosti
vnéjsich véci nejsou tak zcela pfesvédcivé. Jde o to, ze ackoli se podle
Frega ,v aritmetice zabyvame pifedmeéty, které nepoznavame zvenku
prostfednictvim smysli jako néco ciziho, ale které jsou dané bezpro-
stfedné rozumu”,?” extenze (empirickych) pojma tvoii pravé predme-
ty kolem nés. Proto zkoumdame-li, kolik pfedmétd pod takovy pojem
spadd, neni to obvykle zaleZitost logiky, ale smyslového vnimani. Ex-
tenze pojmu se totiZ od mnoziny odlisuje v urc¢itych ohledech pod-
statnéji, nez se moznd zda. Véci spadajici pod pojem totiZ realné sdileji
vlastnost ¢i charakteristiku spojenou s pfislusnym pojmem - jejich
spadani pod pojem tedy neni ndhodnym zahrnutim do urcité mnozi-
ny, ale je dano jejich vlastni charakteristikou. Snad i zapfisahli nomi-
nalisté by souhlasili s tim, ze rtizné véci mohou sdilet néjakou po-
dobnost, mit stejny rys nebo vlastnost jako jiné véci. Tak jsou ale
(pfinejmensim nékteré) extenze pojmi déany vlastné pfirozené, na
zékladé sdileni spole¢ného rysu, a tyto soubory podobnych véci pak
maji v jistém smyslu samy o sobé urcity pocet. Proto lze pfijmout
Fregovo pojeti ¢isla jako vztazeného k pojmu, a piesto tvrdit, Ze po-
¢et je do zna¢né miry jakousi vlastnosti , pfirozenych soubor” (mi-
mo jiné) smyslovych véci vyskytujicich se kolem nés, a tedy né¢im, s
¢im se seznamujeme nejprve empirickou cestou. Ostatné Frege ne-
zbytnost smyslového vnimani pro nauceni se ¢isltm nepopira, jak o
tom svéd¢i jeho poznamka pod ¢arou k § 105 (GLA): , Tim nechci vi-
bec popirat, Ze bychom bez smyslovych viemi byli hloupi jak poleno
a neméli tuseni ani o ¢islech ani o ni¢em jiném.”?8 ProtoZze vsak pojmy
mohou zahrnovat jak empirické, tak neempirické pfedméty, vysvétlo-
valo by se tak, jak je mozné zaroven povazovat pocet za ,vlastnost”

27 ,Wir beschiftigen uns in der Arithmetik mit Gegenstidnden, die uns nicht
als etwas Fremdes von aussen durch Vermittelung der Sinne bekannt
werden, sondern die unmittelbar der Vernunft gegeben sind...” (GLA, §
105).

%, Ich will hiermit gar nicht leugnen, dass wir ohne sinnliche Eindriicke
dumm wie ein Brett wiren und weder von Zahlen noch von sonst Etwas
wiissten.”
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(soubortl) smyslové vnimatelnych pfedmétd, a zaroven pocitat i coko-
li dalstho.

Fregiv pojem extenze pojmu se dnes béZné nahrazuje pojmem
mnoziny. MnozZiny jsou pak v soucasném pojeti povazovany za néco,
co lze vytvaret v zdsadé zcela libovolné, na strané prvki se nevyzadu-
je zadnd podobnost. Neméli bychom vSak zapominat, Ze pojem mno-
ziny, se kterym dnes tak bézné a bez problému pracujeme, je pojem
umély a pfi blizsim zkoumani i mirné podeziely: o mnozinach kupii-
kladu plati, Ze a¢ jsou to ryze abstraktni entity, jejich prvky, které je
jednoznac¢né urc¢uji, mohou byt pfedméty ndramné konkrétni. Tak
soubor né&jakych fyzickych pfedmétd ,vytvaii” jakousi abstraktni
entitu (ktera je vymezena jen a jen tim, Ze je souborem téchto predme-
td). Proto neni iplné neproblematické nahrazovat fregovské extenze
jen tak bez ni¢eho mnozinami. Na druhou stranu je pravda, Ze i pojmy
mohou nabyvat zna¢né uvolnénych podob (napf. mnoZiny udané
vyctem lze chapat i jako extenze pojmu typu , byt bud 4, nebo b, ne-
bo...”, kde g, b,... jsou jména jednotlivych prvki), nicméné tyto typy
pojm jsou chapany jako v jistém smyslu deviantni.

Jakym druhem pfedmétti vlastné maji ¢isla podle Frega byt? Frege
povazuje ¢isla za pfedméty objektivni a nikoli skute¢né (nicht wirk-
lich), tedy takové, které jsou nezavislé na lidském mysleni, ale nejsou
smyslové vnimatelné.?® Jako pfiklad néceho rovnéz objektivniho a za-
roven nikoli skute¢ného (tj. smysly nevnimatelného) uvadi zemskou
osu: tu také nemiizeme nijak vnimat, pfesto je objektivni (GLA § 27).
Pokud bychom ale podle Fregova ndvrhu povazovali pocet za vlast-
nost vztazenou k extenzi pojmu, bylo by mozné fici, Ze zatimco jed-
notlivé soubory smyslové vnimatelnych véci spadajicich pod ten ktery
pojem (a tedy sdilejicich néjaky spole¢ny rys) jsou nositeli konkrétni-

2 ,Ich unterscheide das Objective von dem Handgreiflichen, Rdumlichen,
Wirklichen” (GLA, §26). ,,...ich erkenne ein Gebiet des Objectiven, Nich-
twirklichen an, wahrend die psychologische Logiker das Nichtwirkliche
ohne weiteres fiir subjectiv halten. Und doch ist gar nicht einzusehen, wa-
rum das, was einen vom Urtheilenden unabhéngigen Bestand hat, wirk-
lich sein, d. h. doch wohl fihig sein miisse, unmittelbar oder mittelbar auf
die Sinne zu wirken” (GGA, ptedmluva, s. XVIII).
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ho, fregovsky skuteéného poc¢tu®® (jako maji tieba jednotlivé kulaté
véci konkrétni smyslové vnimatelny kulaty tvar), ovSem to, co je spo-
le¢né vSem rovnomocnym soubortim, je ono objektivni a jiz nikoli
(fregovsky) skutecné ¢islo (jako to, co je spole¢né vSem kulatym veé-
cem, totiz kulatost, je ve své obecnosti jiz néco mimo smyslové vni-
mani, tedy nikoli skute¢ného ve Fregové slova smyslu). Konkrétni po-
et je navic fregovsky skute¢ny (smyslové vnimatelny) jen tehdy, jsou-
li takto fregovsky skutecné i pocitané pfedméty - pfipadna smyslova
vnimatelnost poc¢tu neni dana jeho povahou, ale povahou pocitanych
predmétd, takze soubor nesmyslovych entit mtze byt sice nositelem
urcitého poctu, vzhledem ke své povaze vSak jiz poc¢tu nikoli smyslo-
vé vnimatelného.

Filosofickyj tistav AVCR
Jilskd 1

110 00 Praha 1
vlasakova@flu.cas.cz

Literatura

BENACERRAF, P. (1965): What Numbers Could not Be. The Philosophical Review
74, No. 1,47 - 73.

DUMMETT, M. (1991): Frege: Philosophy of Mathematics. Cambridge: Harvard
University Press.

FREGE, G. (1884): Die Grundlagen der Arithmetik. Eine logisch mathematische Un-
tersuchung iiber den Begriff der Zahl. W. Koebner, Breslau. Slovensky pie-
Klad: Zdklady aritmetiky. Logicko-matematické skiimanie pojmu isla. P¥el. P.
Balko, ptiloha ¢asopisu Organon F 2001.

FREGE, G. (1891): Funktion und Begriff. Jena: Verlag von Hermann Pohle.

FREGE, G. (1892): Uber Begriff und Gegenstand. Vierteljahrsschrift fiir wis-
senschaftliche Philosophie 16, 192 - 205.

4z

30 Fregovy namitky, Ze velkad ¢isla nejsou bezprostfedné nahlédnutelna
(napf. GLA § 5), jsou nepochybné spravné - ovem ani tieba molekulovou
strukturu véci nemiizeme néjak bezprostfedné nahlédnout, k jejimu urceni
vede pomérné slozity postup, piesto bychom ji asi neupirali vnéjsim vé-
cem.



Zamysleni nad Fregovou definici ¢isla 353

FREGE, G. (1893/1903): Die Grundgesetze der Arithmetik. Begriffsschriftlich abgelei-
tet. I - II. Jena: Verlag von Hermann Pohle.

GEACH, P. T. (1951): Frege’s Grundlagen. The Philosophical Review 60, No. 4, 535
- 544.

KUTSCHERA, F. VON (1989): Gottlob Frege: eine Einfiihrung in sein Werk. Berlin,
New York: W. de Gruyter.

KOLMAN, V. (2002): Logika Gottloba Frega. Praha: Filosofia.

KOLMAN, V. (2008) : Filosofie cisla. Praha: Filosofia.

MILL, J.S. (1843): A System of Logic. Ratiocinative and Inductive. Londyn.

QUINE, W. V. O. (1988): Word & Object. Cambridge (Mass.): MIT Press.

MADDY, P. (1990): Realism in Mathematics. Oxford University Press.

PEREGRIN, J. (2005): Kapitoly z analytické filosofie. Praha: Filosofia.

POTTER, M. (2000): Reason’s Nearest Kin: Philosophies of Arithmetic from Kant to
Carnap. Oxford University Press.

SOUSEDIK, P. - SVOBODA, D. (2010): Tomasovo pojeti ¢isla. Organon F17, No. 1,
53 - 69.

SULLIVAN, D. (1990): Frege on the Statement of Number. Philosophy and Pheno-
menological Research 50, No. 3, 595 - 603.



