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ROZHLADY

UVOD DO PROBLEMATIKY METODOLOGIE VIED (Vi)
Pavel CMORE]J

VEDECKE TEORIE

Jazykové prostriedky teorie

Na otazku, ¢o je vedecka tedria, nejestvuje v literatire jedna vScobecne prijata
odpoved. Vii¢sina autorov sa zhoduje v tom, Ze ide o subor (mnozinu) vyrokovych
vyrazov spliajici ur¢ité podmienky, o ktorych budeme hovorit’ neskor. To znamena,
ze v tomto subore sa okrem vyrokov mozu vyskytovat' aj vyrokové formy alebo
dokonca len vyrokové formy. Také tedrie sa vyskytuji najmi v logike a matematike,
ale nechybaji ani v niektorych empirickych disciplinach. Vyroky a vyrokové formy,
ktoré utvaraji teoriu, budeme nazyvat nazyvat' tvrdeniami teérie. V aritmetike
prirodzenych ¢isel sa za tvrdenia teérie povazuju napriklad formy

X+y=y+X,

X+(y+z)=(x+y)+2z,

X AYy+Z)=X.y+X.2

x+0=0
a pod., v logike k nim patria logické zakony, vzdy-pravdivé formy vyrokov.

Tvrdenia teorie sa formuluja v jazyku, ktory sa utvara so zretel'om na jej predmet,
hoci nemozno povedat, Zze je nim celkom jednoznaéne uréeny (predmetom nie je
jednoznaéne uréeny napr. vyber logickych vyrazovych prostriedkov). Jazyk teorie T, v
ktorom chceme formulovat’ ziskan¢ poznatky o individuach nejakého univerza U, o
ich vlastnostiach P, , ..., P, a vzt'ahoch R,...., R, medzi nimi, by mal obsahovat aspon
predikaty, vyjadrujuce skimané vlastnosti a vztahy, nicktoré vyrokoveé spojky a
kvantifikatory alebo iné vyrazy pouzivané na formulaciu vieobecnych a existentnych
vyrokov. Individuové mena sa v niektorych jazykoch vyskytuju, v inych nachadzame
len individuové premenné, ktoré¢ viazeme kvantifikatormi, a tak konStruujeme vse-
obeené a existenéné vyroky. V jednoduchsich pripadoch mozno vieobecné a existen-
¢né tvrdenia formulovat’ aj bez premennych, a to pomocou vyrazov “kazdy™, “vsetci”,
“niektori” atd’. a predikatov (v podobe kategorickych vyrokov). Napriek tomu, Zze v
jazyku niektorych vednych disciplin sa premenné nenachddzaji a vSeobecné i
existenéné tvrdenia sa formuluji bez nich, v nasich tvahach sustredime pozornost’ na
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te6rie formulované v jazyku prvého rddu,' v ktorom sa pouZivaji individuové pre-
menné (a v ktorom sa — ako vieme — viazu len ticto premenné). Opraviiuje nds na to aj
skutoc¢nost’, ze jazyk prvého radu mozno v mnohych pripadoch pokladat’ za logicku
rekonStrukciu prislusného fragmentu prirodzen¢ho jazyka (obohaten¢ho o odborné
terminy), ktory sluzi niektorym vednym disciplinam na formuliciu ich poznatkov,
vedeckych zakonov a hypotéz.

Predpokladajme, Ze J je jazyk prvého radu obsahujuci okrem beznych vyrokovych
spojok, kvantifikatorov a individuovych premennych aj predikity vyjadrujice
vlastnosti a vztahy individui z univerza U jazyka J. V jazyku J mozno formulovat’
neobmedzené mnozstvo vyrokovych vyrazov. Mnozinu vietkych vyrokovych vyrazov
formulovatel'nych v J budeme oznac¢ovat’ symbolom S. Tato mnozina je nekone¢na. V
S sa vyskytuji vSetky pravdivé i nepravdivé vyroky a vietky vyrokové formy bez
ohl'adu na to, aka hodnotu pri tom-ktorom ohodnoteni nadobudaji. Vyrokové formy
jazyka J, ktoré nadobuidaji hodnotu pravda pri kazdom ohodnoteni danom univerzom
U, sa nazyvaju vzdy-pravdivé (v U).

Pojem inferen¢ného a sémantického dosledku

Uz vieme, Ze tedrie su isté¢ mnoziny tvrdeni (vyrokov alebo ich foriem), ¢ize kazda
teoria formulovatel'na v jazyku J je podmnozinou mnoziny S. Na druhej strane niet
pochybnosti 0 tom, Ze nicktoré¢ mnoziny vyrokovych vyrazov nic su teorie, teda plati,
z¢ nie kazdd podmnozina mnoziny S je teoria. Cim sa lisia teoric od ostatnych
podmnozin mnoziny S? KI'i¢ k odpovedi na tato otazku sa skryva v postupe, ktory
vedec uplatiuje pri rozvijani teorie: zo znamych, uznivanych tvrdeni odvodzuje
pomocou urcitych odvodzovacich pravidiel ich doésledky, ktoré zadlenuje medz
uznavane tvrdenma. To znamend, Ze okrem uZz znamych tvrdeni do teonie sa vidy
zarad'uju aj vierky dosledky odvoditelné z uznavanych tvrdeni pomocou pouZivanych
odvodzovacich pravidiel.

Pojem odvoditelnosti, resp. pojem tzv. inferencéného dosledku odvodite'ného 2
mnoziny vyrokovych vyrazov mozno Specifikovat’ az po uréeni deduktivnych
pravidiel, ktoré sa pouzivaji pri odvodzovani. Hoci vedec ma k dispozicn nekonednu
mnozinu deduktivnych pravidiel pontkanych logikou, pri rozvijani teone spravidla
pouziva iba niektor¢ z nich, zvycajne len nepatrny koneény zlomok. Pravda, treba
pamatat’ na to, Zze na zaklade vhodne zvolenych zakladnych pravidiel moze zdovodnmit’
opravnenost’ pouzivania roznych odvodenych pravidiel, od ktorych tu mozeme
abstrahovat’, lebo kazdé odvodenie, v ktorom sa uplatiuje nejaké odvodené pravidlo,
mozno vzdy nahradit’ odvodenim, v ktorom sa pouzivaju iba zakladné pravidla. Pojem
inferenéného dosledku vymedzime pomocou pojmu odvodenia. Intuitivne moZno
inferentny dosledok nejakej mnoziny vyrokovych vyrazov M vymedzit' ako vyro-
kovy vyraz, ktory sa da odvodit’ z M pomocou zvolenych odvodzovacich pravidiel.

! Pozri [4], 23 - 25, 133 - 135.
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Pojem odvodenia vyroku V z mnoziny vyrokov {V,, ..., V,} sme uz definovali v
(3], 81 = 82. V nasledujicich dvahdch tento pojem nahradime vieobecnej$im pojmom
odvodenia vyrokového vyrazu V z mnoziny vyrokovych vyrazov X, ktora moze byt aj
nekoncéna. Dalej budeme predpokladat’, Ze pri odvodzovani sa pouzivaji zakladné
odvodzovacie pravidld Ry, R,, ..., ktoré nebudeme blizSie Specifikovat’, budeme vsak
predpokladat’, ze si deduktivne a maji koneény pocet premis. Mnozinu tychto pravi-
diel budeme oznacovat’ symbolom R.

Postupnost’ vyrokovych vyrazov V,, ..., V, je odvodenim vyrokového vyrazu V
z mnoziny vyrokovych vyrazov X pomocou odvodzovacich pravidiel mnoziny R
vtedy a len vtedy, ked' 1. pre kazdy clen V, plati (1 € 1 < z), ze a) V, je prvok
mnoziny X alebo b) V, je odvoditel'ny z predchadzajicich ¢lenov postupnosti Vi, ...,
V, pomocou nicktor¢ho z pravidiel mnoziny R a 2. V je posledny ¢len tejto
postupnosti, teda V = V,. Vyrokovy vyraz je odvoditePny z mnoziny X pomocou
pravidiel mnoziny R prave vtedy, ked' existuje odvodenie vyrazu V z X pomocou
pravidiel mnoZziny R.

Teda odvodenie vyrazu V z mnoziny vyrokovych vyrazov X je postupnost’, v
ktorej sa vyskytujia prvky mnoziny X a vyrokové vyrazy, ktoré sa daji ziskat' z
predchadzajicich ¢lenov postupnosti pomocou nejakého pravidla mnoziny R, pricom
poslednym ¢lenom tejto postupnosti je vyraz V. Azda nezaskodi pripomenit’, Zze podl'a
uvedenej definicie odvodenim vyrazu V z mnoziny X je aj jednoclenna postupnost’,
ktorej jedinym ¢lenom je vyrokovy vyraz V, pricom V € X. Taka postupnost’ spina
obidve podmienky, ktoré na odvodenie kladie uvedena definicia. Pomocou pojmu
odovodenia mozeme teraz  definovat’ pojem inferenéncho dosledku  mnoziny
vyrokovych vyrazov X odvodite'n¢ho z X pomocou pravidiel mnoziny R.

Vyrokovy vyraz V je inferenénym dosledkom mnoziny vyrokovych vyrazov X
odvoditeI'nym pomocou pravidiel mnoziny R vtedy a len vtedy, ked existuje
odvodenie vyrazu V z vyrokovych vyrazov mnoziny X pomocou pravidiel mnoziny R.

Mnozinu vietkych inferenénych dosledkov odvoditelnych z mnoziny X pomocou
pravidiel mnoziny R budeme oznacovat’ symbolom Cng(X). Teda V € Cng(X) prave
viedy, ked' existuje postupnost’ vyrokovych vyrazov Vi, ..., V, taka, ze V. =V, a pre
kazdy ¢len V, (1 €1 < z) tejto postupnosti plati, ze V, € X alebo V, mozno ziskat' z
predchadzajicich ¢lenov postupnosti pomocou niektor¢ho z pravidiel mnoziny R.

Poznamenavame, ze mnozinu odvodzovacich pravidiel R sme blizSie neurcili a ze
konkrétny pojem inferenéného dosledku odvoditeného z X ziskame az po jej
Specifikdcii. Ak R', R" st rozne mnoziny odvodzovacich pravidiel, tak pojmy vyja-
drené symbolmi Cng., Cng~ st tiez rézne, hoci nie je vylucené, ze mnozina dosledkov
odvodite'nych z X pomocou pravidiel mnoziny R', ¢ize mnoZina Cng(X), bude
totoznd s mnozinou Cng+(X), inak povedané, je mozné, ze pomocou pravidiel
mnoziny R' sa budu dat’ z X odvodit’ tic isté¢ vyrokové vyrazy ako pomocou pravidiel
mnoziny R" (to zdvisi od povahy pravidiel v R', R" a od X).
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Viimnime si teraz nicktoré vlastnosti mnozin Cng(X). Kedze X je mnozina
vyrokovych vyrazov a pomocou pravidiel mnoziny R sa z vyrokovych vyrazov
odvodzuju vyrokové vyrazy, trivialne plati, ze

(1) Cnr(X) C S,
¢ize inferencné dosledky odvoditelné z X pomocou pravidiel mnoziny R si vyrokové
vyrazy. Plati tiez, ze

(2) X< Cng(X),
inak povedané, kazdy vyrokovy vyraz mnoziny X je inferenénym dosledkom
odvoditelnym z X pomocou pravidiel mnoziny R. Platnost’ (2) vyplyva zo sku-
to¢nosti, na ktori sme cCitatel'a uz upozornili = z toho, ze kazda jednoprvkovi
postupnost’ obsahujica prvok mnoziny X je odvodenie tohto prvku z mnoziny X.

Pretoze Cng(X) je mnozina vyrokovych vyrazov (pozri (1)), aj z nej sit pomocou
pravidicl mnoziny R odvoditeI'né isté inferenéné dosledky, existuje teda mnozina
Cng(Cng(X) doésledkov odvoditel'nych z Cng(X) pomocou pravidiel mnoziny R,
Niekoho mozno trochu prekvapi skuto¢nost’, ze

(3) CI\R(CHR(X))Q CnR(X)
teda ze kazdy dosledok odvoditel'ny z Cng(X) je odvoditelny aj z X. Vieme viak, Zc
ak V € Cng(Cng(X)). tak existuje odvodenie V. ..., V, vyrazu V z mnoziny Cng(X).
v ktorom V = V, a pre kazd¢ V, plati, ze V, € Cng(X) alebo ho mozno ziskat' z
predchadzajicich ¢lenov odvodenia pomocou nicktoré¢ho z pravidiel mnoziny R. Toto
odvodenie oznatme symbolom D. Ukazeme, Ze na ziklade odvodenia D vzdy moZno
skonStruovat’ také odvodenie D' vyrazu V, v ktorom sa vyskytuji iba prvky mnoZiny
X a ¢leny odvodené z predchadzajucich ¢lenov D' pomocou pravidiel mnoZziny R
Predpokladajme, ze W, .... W, su vietky ¢leny postupnostt Vi, ... V,. ktor¢ patria do
Cngr(X) (teda Wy, ... W, st totozné s tymi ¢lenmi odvodemia D, ktor¢e patna do
Cng(X)). Z toho, ze W, € Cng(X) (1 £) <K), vyplyva, ze existuje odvodenie kazdeho
W; z mnoziny X. Nech DW, je odvodenie vyrazu W, z X. Utvorme postupnost

zlozenu z ¢lenov postupnosti D(W)), ..., D(W,) a odvodenia V,, ..., V,, a to takto
(*Y DOW;R). s BXWL). Vo Vi
(prvkami tejto postupnosti nie su odvodenia DIW,), ..., D(W,) ako celky, ale ich

¢leny). O kazdom W, vystupujicom v postupnosti (*) na konci ¢iastkove) postupnosty
D(W,) plati, ze patri do mnoziny X alebo je odvodené z predchadzajucich Clenov
D(W;) pomocou pravidiel mnoziny R (lebo W; € Cng(X)). Teda to ist¢ mozno
povedat’ aj o W, ktoré sa vyskytuje v ¢asti Vy, ..., V, postupnosti (*), z ¢oho vyplyva,
ze v celej postupnosti (*) sa vyskytuju iba vyrazy, ktoré patria do X alebo s odvodené
z predchadzajicich ¢lenov (*) pomocou pravidiel mnoziny R. To znamena, Ze¢
postupnost’ (*) je hl'adané odvodenie D' vyrazu V (= V,) z mnoziny X, ¢ize V €
CDR(X).

Veta (2) plati o l'ubovol'nej mnozine vyrokovych vyrazov X, a teda aj o Cng(X). z
¢oho vyplyva, Ze Cng(X) € Cngr(Cng(X)). Na zdklade toho a (3) hned’ dostavame
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(4) Cng(X) = Cng(Cng(X)).

[ahko sa mozno presvedcit’ o tom, Ze

(5) ak X C Y, tak Cng(X) € Cng(Y),
lebo kazdé odvodenie z mnoziny X je aj odvodenim z jej nadmnoziny Y. Da sa ticz
dokazat, ze

(6) ak X Cng(Y)aY cCng(2), tak X C Cng(Z)

Predpokladajme, ze V je T'ubovolny vyrokovy vyraz mnoziny X a ze Y < Cng(Z).
Potom V € Cng(Y) (lebo X < Cng(Y)), z coho vyplyva, ze existuje odvodenie vyrazu
V z mnoziny Y. Ked'ze kazdy prvok y tejto mnoziny patri do Cng(Z), kazdé y mozno
odvodit’ z mnoziny Z. Ked' v odvodeni vyrazu V z mnoziny Y kazdy prvok mnoziny
Y nahradime jeho odvodenim z mnoziny Z, dostaneme odvodenie vyrazu V z mnoziny
Z, a preto plati, ze V € Cng(Z).

Pretoze kazdé odvodenic je konecna postupnost’ vyrokovych vyrazov, zrejme
plati, ze

(7) ak V € Cng(X), tak existuje kone¢nd podmnozina Y mnoziny X taka, ze

Ve Cngr(Y),

lebo z toho, ze V € Cng(X), vyplyva, Ze jestvuje odvodenie vyrazu V z mnoziny X, v
ktorom sa vyskytuji iba prvky mnoziny X a vyrazy, ktor¢ mozno ziskat z
predchadzajucich ¢lenov odvodenia pomocou pravidiel mnoziny R. MnozZina vietkych
¢lenov odvodenia, ktoré patria do X, je konecna a V je inferenénym dosledkom tejto
mnoziny odvodite'nym pomocou pravidiel mnoziny R.

Cim sa lisi pojem inferenéného dosledku od pojmu dosledku, ktory sme zaviedli
vo V. pokracovani nasho vykladu (pozri [3], 79)? Prvy pojem ma napadne syntak-
ticky charakter. O odvoditelnosti vyrokového vyrazu V z mnoziny vyrokovych
vyrazov X rozhoduje iba jeho stavba a Struktira odvodzovacich pravidiel mnoziny R,
ktor¢ sa uplatiuji v odvodeni V z mnoziny X. Pri odvodzovani V z mnoziny X a pri
zistovani, ¢i dana postupnost’ vyrokovych vyrazov je odvodenim V z X pomocou
pravidiel mnoziny R, sta¢i poznat’ Strukturu tychto pravidiel, stavbu V a tych vyrazov
mnoziny X, ktoré sa uplathuji v odvodeni V z X. Na druhej strane druhy pojem
dosledku, zavedeny v [3], md vyrazne sémanticky charakter: vyrokovy vyraz je
dosledkom mnoziny X prave vitedy, ked' vyplyva z mnoziny X. O sémantickosti
vyplyvania vyrokového vyrazu V z mnoziny vyrokovych vyrazov X svedCi jeho
zavislost' od vyznamu niektorych vyrazov, ktor¢ sa vyskytuji vo V a vo vyrazoch
mnoziny X. So zretel'om na tento charakter vztahu medzi dosledkom V a mnozinou
X, z ktorej vyplyva, by sme ho mohli nazvat' sémantickym dosledkom mnoziny X,
zvycajne sa vak pouziva iba termin ,,dosledok™.

Aky je vztah medzi inferen¢nym a sémantickym doésledkom V mnoziny X7
Ked'Ze odvodzovacie pravidla mnoziny R st deduktivne, ak V je inferenénym dosled-
kom mnoziny X, tak V je aj sémantickym ddsledkom tejto mnoziny. Obratena
implikacia vzdy neplati. Ak mnozina R neobsahuje dostato¢ne silné odvodzovacie
pravidla, méze nastat’ situacia, ze pomocou pravidiel mnoziny R sa nebude dat
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odvodit’ kazdy sémanticky dosledok V mnoziny X. V niektorych pripadoch mozno k
pravidlim mnozZiny R pridat’ dalSie a tak ju rozsirit na mnozinu R', ktord bude
dostato¢ne silna na odvodenie vietkych sémantickych dosledkov mnoziny X. Existuji
viak aj také mnoziny X, ze nijaké efektivne rozSirenie mnoziny R nebude stacit’ na
odvodenie vietkych sémantickych dosledkov mnoziny X (to je tieZ jeden z vysledkov
K. Godela).

Deduktivne systémy — tedrie

Vratme sa teraz k otiazke, ktor¢ podmnoziny suboru S (vSetkych vyrokovych
vyrazov formulovatel'nych v jazyku J) st teorie. Tedrie konstruujeme najma preto, aby
sme z naSich poznatkov o urcite) oblasti skimania utvorili systém, ktory by sa dal
deduktivne d'alej rozvijat’ a operativne vyuzivat' vo sfére rozmanitych aplikacii teone
(v prvom rade pri explandcii a predikcii). Mimoriadny vyznam maju tedrie v
matematike a logike, lebo poznanie sa v tychto disciplinach rozvija prevazne v ramcei
Specidlne osnovanych teorii, Ktoré svo) predmet nielen opisuju, ale do iste) miery aj
konstituuji. Teodria ako systém predstavuje mnozinu vyrokovych vyrazov usporniada
nych vztahmi, ktoré¢ si dan¢ odvodzovacimi pravidlami mnoziny R. Kazdym
odvodzovacim pravidlom R; mnoziny R, ktoré nam dovol'uje z premis foriem F...F,
odvodit’ zaver formy F, je ur¢eny (n+1)-argumentovy vztah, v ktorom su ncjaké
vyrokové vyrazy V... V,, V prave vtedy, ked' vyraz V je odvoditelny z vyrazov
Vi..... V, pomocou pravidla R;. Pochopitel'ne, nejde o linedarne usporiadany uatvar,

Prizna¢nym rysom teorii je ich deduktivna uzavretost', o kKtore) sme sa uz zmienih
Spociva v tom, ze kazdy inferenény dosledok odvoditel'ny z Tubovolne) mnoziny
tvrdeni teorie pomocou odvodzovacich pravidiel mnoziny R tiez patri do teone To
znamena, ze¢ tvrdeniami tedrie su nielen zname, odvodené (a teda a) dokazané) vyroky
¢1 vyrokove formy, ale aj vietky inferenéné dosledky tychto vyrokovych vyrazov, teda
aj tvrdenia, ktoré este nik netvrdil, nedokdzal ani si ich nepomyslel. O wito viastnost’
tedrii sa opiera aj nasledujuca definicia.

Ak T je mnozina vyrokovych vyrazov formulovatel'nych v jazyku J, tak T je
teoria s odvodzovacimi pravidlami mnoziny R vtedy a len vtedy, ked' do T patna
vietky inferen¢né dosledky odvoditel'né z T pomocou pravidiel mnoZziny R, teda ked'
plati, ze

(8) Cng(T)c T.

Vol'nejsie povedané, odvodzovanim inferenénych dosledkov z tvrdeni tedrie T
pomocou jej odvodzovacich pravidiel neziskame ni¢, ¢o by do teorie uz nepatrilo.
Tedria v zmysle uvedenej definicie sa nazyva aj deduktivnym systémom. Pretoze
podla (2) T < Cng(T), teériu, resp. deduktivny systém mozno tiez definovat’ ako
Fubovol'ny subor tvrdeni T, pre ktory plati, ze Cng(T) = T. Ur¢it’ teoriu v tomto
zmysle znamena uviest' alebo skonStruovat' jej jazyk J, urcitt mnozZinu jej
odvodzovacich pravidiel a mnozinu vsetkych jej tvrdeni.

Teoriou je napriklad mnozina vietkych pravdivych vyrokov jazyka J spolu s
odvodzovacim pravidlom modus ponens. Vieme, Ze pomocou tohto pravidla mozno z
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pravdivych vyrokov odvodit' len pravdivé vyroky, ¢o je zarukou deduktivnej
uzavretosti mnoziny pravdivych vyrokov so zretelom na pravidlo modus ponens. Inou
podobne urCenou tedriou formulovanou v jazyku prvého radu, je mnozina vietkych
vyrokovych vyrazov aritmetiky prirodzenych cisel, ktoré s pravdivé alebo pri
kazdom ohodnoteni danom univerzom jazyka nadobudaji hodnotu pravda, pricom R
je mnozina vSetkych deduktivnych pravidiel logiky prvého radu. Ked'ze aplikaciou
deduktivnych pravidiel moZno z pravdivych alebo vzdy-pravdivych vyrazov ziskat’ len

pravdivé alebo vzdy-pravdivé vyrazy, uvedena mnozina je deduktivne uzavreta, a
preto je teodriou s odvodzovacimi pravidlami mnoziny R.

V uvedenych prikladoch sa tedrie charakterizuji bez blizSicho urcenia nejake;j
mnoziny tvrdeni, od ktorych by sa malo odvijat’ odvodzovanie. Treba si viak viimnut',
ze definicia teorie to vobec nevyzaduje. Je natol'ko vSeobecna, Ze za tedrie povazuje aj
subory tvrdeni, z ktorych sa také podmnoziny nevy¢lenuji. Z tohto hl'adiska si obidve
charakteristiky teorii celkom jednoznaéné a opisané sibory vyrokovych vyrazov plne
vyhovuju definicii teorie. Na druhej strane nemozno nevidiet, Ze beZne pouzivané
tedrie sa vzdy opieraji o istu mnozinu osobitne vyclenenych tvrdeni, ktoré tvoria —
spolu s odvodzovacimi pravidlami - deduktivny zdklad celej teorie. Ich uréenim sa
tedria zvycCajne a) vymedzuje, resp. konstituuje. V tejto suvislosti sa vynara otazka,
aky zmysel ma definicia, ktord necharakterizuje tedriu ako sibor tvrdeni odvo-
ditelnych z explicitne danej mnoziny zikladnych vyrokovych vyrazov pomocou
zvolenych odvodzovacich pravidiel.

Jestvuji prinajmenej dva dovody na prijatie uvedeného SirSicho chipania tedrie:

. tvrdenia toho ist¢ho siboru moézu byt pomocou danych odvodzovacich
pravidicl odvoditel'né z viacerych mnozin zakladnych tvrdeni;

2. cexistuja také deduktivne systémy tvrdeni, ktoré sa nedaji vybudovat’ na baze
z1adnej efektivne uréenej mnoziny zakladnych tvrdeni (k pojmu efektivne urcene)
mnoziny sa hned’ vratime), lebo z tychto tvrdeni sa nedaja odvodit’ vierky tvrdenia
systému. Uvedené dovody buda Citatelovi jasnejSie po precitani nasledujice) Casti.
NaSu pozornost’ sustredime teraz na teorie, ktoré si subormi tvrdeni odvoditel'nych z
iste) efektivne ur¢ene) mnoziny zakladnych tvrdeni.

Axiomatické teorie

Pri vystavbe tedrie sa zvyCajne postupuje tak, Ze najprv sa vyberie isty pocet tvrdeni
(formulovanych v jazyku danej vednej discipliny alebo v nejakom fragmente
prirodzeného jazyka obohateného o prislu$né odborné terminy), ktoré su intuitivne
zrejmé, evidentné, a potom sa z nich postupne odvodzuji ich dosledky, ktoré sa
zarad'uji medzi ostatné, uz zname a akceptované tvrdenia. Zakladné tvrdenia, ktor¢ sa
prijimaji bez dokazu, sa nazyvaji axiomy. Sabor axiom spolu s dosledkami, ktoré su
z nich odvoditelné (teda nemusia byt uz odvodené), sa nazyva axiomatickou teériou
alebo axiomatickym systémom. Odvodzovacie pravidla sa zvacsa explicitne
neformuluja. Predpoklada sa, Ze pravidla pouzivané pri odvodzovani su deduktivne a
Zze o tom, ¢i dany vyrokovy vyraz vyplyva z urCitej mnozZiny premis, rozhoduje
intuicia, cit pre logiku, resp. pre logické vyplyvanie. Da sa povedat’, Ze implicitne sa
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pritom predpoklada cela logika pouzitel'na pri odvodzovani dosledkov, hoci v praxi sa
uplatiiuje iba maly, kone¢ny pocet pravidiel.

Okrem ¢lenenia tvrdeni tedrie na zakladné a odvodené vyznamnu dlohu pri jej
utvarani a rozvijani ma ¢lenenie terminov (a im zodpovedajicich pojmov, ktoré
mdzeme povazovat' za vyznamy terminov) na zdkladné (primitivne) a terminy ¢&i
pojmy, ktoré sa daji pomocou zikladnych definovat. Terminmi byvaji vyrazy
roznych logickych kategorii, ale prevazne ide o predikiaty a individuové mena.
Axiomy sa zvycajne formuluji pomocou zakladnych terminov, logickych spojok a
vyrazov, pomocou ktorych mozno formulovat’ vieobecné a existencné tvrdenia (Cize
vyrazov ako “kazdy”, “niektori” atd’. alebo kvantifikatorov a premennych). Axiomami
sa do istej miery urCuje vyznam zakladnych terminov, presnejSie povedané, nimi sa
vyty¢uji medze ich chapania, resp. okruh ich pripustnych interpreticii. Preto sa
axiomy niekedy nazyvaju implicitnymi definiciami zikladnych terminov.

Pri logickej rekonstrukcii pojmu axiomatickej tedrie sa abstrahuje od konkrétneho
procesu jej utvarania a podstatne vicSia pozornost’ sa venuje aspektom, ktor¢ sa pri
faktickom konStituovani teérii nie vzdy dostato¢ne uvedomuju, hoci st na jej urcenic a
fungovanie podstatné. Pretoze k jednozna¢nému uréeniu tedrie patri opis jej jazyka J,
dialej vyélenenie mnoziny axiom formulovanych v jazyku J a mnoziny deduktivnych
prostriedkov, pomocou ktorych sa z axiom odvodzuju ich dosledky, axiomaticka
tedria sa Casto charakterizuje ako usporiadana trojica (J, Ax, R). kde Ax predstavuje
mnozinu axiom a R mnozinu odvodzovacich pravidiel. Viimnime si jednothve zlozky
tejto trojice.

PretoZze nasu pozornost' sustredime na teérie formulované v jazyku prvého radu,
budeme predpokladat’, ze J je jazyk obsahujuci okrem individuovych premennych,
vyrokovych spojok a kvantifikatorov (viazucich individuové premenné) uréité
predikaty (pripadne aj individuové mend), Ktoré vyjadruju zakladné pojmy tedrie

Mnozina axiom by mala byt' uréena efektivne (tato podmienka sa v hiterature
niekedy vynechiava). Co to znamena? MnoZinu vyrazov M nazyvame efektivne
uréenou prave vtedy, ked' existuje metdda, ktora nam umoznuje v kone¢nom podte
krokov mechanicky rozhodnut’, ¢i1 l'ubovol'ny dany vyraz do M patri alebo nie. Taka
metoda je vlastne algoritmus, ktory mézeme v podobe 1stého programu viozit' do
pocitaca. Programom je v tomto pripade navod, podla ktorého poditad moze v koned
nom pocte krokov najst’ odpoved’ na otazku, ¢ dany vyraz je prvkom mnoZiny M
Efektivne ur¢enou je napriklad mnozZina spravne utvorenych formul vyrokove) &
predikatovej logiky alebo mnozina tautologi vyrokovey logiky. Existuju totiz
efektivne metddy, pomocou ktorych mozno v kone¢nom pocte krokov zistit', ¢i dany
vyraz je spravne utvorena formula, resp. ¢i je tautologiou vyrokovej logiky. Znamou
metddou, pomocou ktorej mozno mechanicky rozhodnut, ¢i dana formula je
tautologia, je tabul’kova metoda.

Efektivne uréenie mnoziny axidom nam umoznuje v kone¢nom pocte krokov
mechanicky rozhodnut’, ktoré vyrokové vyrazy su axiomy teorie. Ked' pocet axiom je
koneény, stali uviest' ich zoznam. Na zdklade kone¢ného zoznamu vzdy mozZno v
kone¢nom pocte krokov rozhodnut’, ¢i dany vyrokovy vyraz je axidoma — stadi
porovnat’ tento vyraz s jednotlivymi polozkami zoznamu. Urc¢enie kone¢nej mnoziny
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axiom pomocou ich zoznamu je zrejme efektivne. Jestvuji v3ak aj axiomatické teérie,
ktor¢ sa opieraji o nckoneCne vel'a axiom. Nie kazdé ur¢enie nekoneénej mnoziny je
efektivne a existuju neckoneéné mnoziny, ktoré sa efektivne urcit’ vobec nedaji. Keby
mnozina axiom nebola uréena efektivne, nie vzdy by sme mohli v koneénom poéte
krokov rozhodnut, ¢i dany vyrokovy vyraz je axioma, a teda ani rozhodnit, ¢i ho
mozeme pouzit’ ako axiému pri odvodzovani.

Nekone¢na mnozina axiom sa zvycajne uréuje pomocou kone¢ného poétu tzv.
axiomovych schém, z ktorych kazda predstavuje nekoneéne vela axiom podobnej
Struktary. Axiomovou schémou by mohol byt napriklad vyraz tvaru

AD(BDA),

v ktorom pismena A, B zastupuji l'ubovolné vyrokové vyrazy. Urcité axiomy mozno
z tejto schémy ziskat’ dosadenim konkrétnych vyrokovych vyrazov za pismena A, B
(pricom za kazdy vyskyt toho istého pismena sa dosadzuje ten isty vyraz). Schéma nie
je vyraz jazyka teorie, ale jeho metajazyka. Na zaklade tejto schémy budeme moct’ o
l'ubovol'nom vyrokovom vyraze jazyka J v kone¢nom pocte krokov rozhodnut, ¢i je
axiomou tvaru A O (B D A). Stadi porovnat’ dany vyraz s touto schémou, teda zistit',
¢i je to implikacia, ktorej antecedent je nejaky vyrokovy vyraz V, a konzekvent je
implikacia s 'ubovol'nym antecedentom V, (tiez vyrokovym vyrazom) a konzekven-
tom V. Ak je axiémovych schém viac, dany vyraz porovnidvame so schémami
dovtedy, kym sa ncukaze, ze predstavuje konkrétny pripad nicktorej schémy alebo ze
nema tvar ziadnej schémy, a preto nie je axioma. Ked'ze pocet axiomovych schém je
kone¢ny, o kazdom vyraze budeme mdct’ v koneénom pocte krokov rozhodnut', ¢i je
axioma,

Poziadavka efcktivne] urenosti sa vztahuje aj na mnozinu odvodzovacich
pravidiel R (od tejto podmienky sa nickedy tiez uptista). Aj v tomto pripade sa musi
dat’ efektivne, t. j. v koneénom pocéte krokov mechanicky rozhodnut, &1 uréité
odvodzovacie pravidlo do R patri, alebo nie. NavySe pravidlo musi byt’ formulované
tak, aby sa v kone¢nom pocte krokov dalo mechanicky rozhodniat', ¢i dany vyrokovy
vyraz V je odvoditel'ny pomocou tohto pravidla z danych vyrazov Vi, ..., V,, alebo
nic. Tato podmienku by nemuselo spinat’ napriklad pravidlo s nekone¢nym poctom
premis. Otazkou cfektivneho uréenia mnoziny R a jej prvkov sa viak nemusime
zaoberat', lebo uvazujeme iba o pravidlich s kone¢nym podtom premis a mnozstvo
logickych pravidiel pouzivanych pri odvodzovani sa da zredukovat' na nepatrné
minimum (ak st axiémy dané axiémovymi schémami, zvycajne to byva modus
ponens a pripadne nejaké pravidla pre kvantifikdtory). Ak vyrokovy vyraz V logicky
vyplyva z mnoziny vyrokovych vyrazov {V,, ..., V,}, mézeme ho z tejto mnoziny
odvodit’ bud’ 1. priamo, jednorazovym uplatnenim nejakého usudkového pravidia F.
R o | F, alebo 2. sprostredkovane, pomocou pravidla modus ponens a logickych
zakonov, resp. logicky pravdivych vyrokov, ktoré si Specidlnymi pripadmi logickych
zdkonov.

Ad 1. Podla predpokladu vyrokovy vyraz V logicky vyplyva z Vi.... V, to
znamena, ze vyraz (Vi A ... A V,) D V je Specidlnym pripadom nejakého logickeho
zdkona tvaru (F, A ... A F,) O F (kde F, F si logické formy vyrokov V;, V). Tomuto
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zdkonu zodpoveda deduktivne tsudkové pravidlo F, , ....F, | F, ktor¢ mozeme pouzit’
na priame odvodenie vyroku V z Vy, ..., V,.

Ad 2. Ak pravidlo Fy, ..., F, | F opisan¢ v predchadzajiucom odscku nie je modus
ponens, priame odvodenie vyrokového vyrazu V z vyrazov Vi, ..., V,, pomocou tohto
pravidla mozno nahradit’ odvodenim, v ktorom sa toto pravidlo vobec nepouzije. V
tomto odvodeni sa vyskytuji a) vyrazy V. ..., V.. b) vyraz (VA ... A V,) DV, ktory
moézeme pouzit', lebo je vzhladom na vyplyvanie vyrazu V z V,, ... V, logicky
pravdivy, ¢) konjunkcia Vi A ... A V,, ktord mozno ziskat' z vyrokov V,, ..., V, a lo-
gicky pravdivého vyroku

Vl =) (V: D) (Vn = (Vl A LA Vn)))

postupnym uplatiovanim pravidla modus ponens, d) vyrok V odvodeny pomocou
modus ponens z vyrokov uvedenych v b) a ¢). To znamend, Ze bez usudkoveho
pravidla Fy, .... F, | F sa mozeme zaobist', pretoze vyrok V vyplyvajict z vyrokov V.
.. Vy mozeme odvodit’ aj bez uplatnenia tohto pravidla. Tato okolnost’ sved¢i o tom,
ze nekonecnit mnozinu odvodzovacich pravidiel zodpovedajucich logickym zakonom
logiky prvého radu mozno nahradit’ kone¢nou mnozinou obsahujicou modus ponens,
pripadne nickolko d'aldich pravidiel zjednodusujucich odvodzovanie. Dalej budeme
predpokladat’, ze mnozina odvodzovacich pravidiel R je kone¢na a so zretelom na
povahu pravidiel v nej obsiahnutych efektivne ur¢ena.

V duchu naSich avah o teoriach vo vicobecnosti mozeme axiomaticki teonu
vymedzit' ako mnozZinu tvrdeni formulovatel'nych v nejakom jazyku J a odvoditel'nych
z efektivne urCene) mnoziny axiom Ax pomocou odvodzovacich pravidiel nejake)
efektivne uréenej mnoziny R. Inak povedané, mnozina vyrokovych vyrazov X je
axiomaticka teodria prave vtedy, ked' existuje efektivne uréena mnozina vyrokovych
vyrazov AX (nazyvanych axiomami teorie) a efektivne uréend mnoZzina odvodzo
vacich pravidiel R, pre ktoré plati, Cng(Ax) = X.

LCahko sa mozno presvedCit’ o tom, Ze Cng(Ax) je deduktivne uzavreta mnozina, t
J. ze Cng(Cngr(AX)) C Cng(AX). z ¢oho vyplyva, Ze Cng(Ax), a teda a) X, je tedna
povodnom zmysle. V dane) suvislosti azda nebude od vecr vraut’ sa k otazke, preco
treba rozliSovat’ deduktivne systémy, resp. teorie vo vicobecnostt od axiomatickych
teorii. Nemozno v kazdej teorn T vyc¢lenit’ nejaku efektivne uréenu podmnoZinu je)
tvrdeni, z ktorych by sa dali odvodit’ victky ostatn¢ tvrdenia T? Inak povedané. nie je
kazda teoria axiomatizovatel'na?

Teona T s odvodzovacimi pravidlami mnoziny R sa nazyva axiomatizovatel'na
prave vtedy, ked existuje efekrivne uréena podmnozina Y teorie T, pre ktoru plati, Ze
CnR(Y) =T

K najvyznamnejSim vysledkom logiky minulého storocia patri veta (dokazana
vynikajicim rakiskym matematikom K. Godlom v prici, ktord vySla r.1931). z ktore)
vyplyva, Ze nicktoré tedrie st neaxiomatizovatel'né. Takou teoriou je napriklad uz
spomenuta mnozina vSetkych pravdivych, resp. pri kazdom ohodnoteni hodnotu
pravda nadobudajucich vyrokovych vyrazov aritmetiky prirodzenych ¢isel. K. Godel
dokazal, Zze ziadna efektivne uréenda mnozina takych vyrokovych vyrazov nie je
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dostatocne silna na to, aby sa z nej dali odvodit’ v§erky ostatné vyrokové vyrazy, ktoré
su pravdivé alebo vzdy-pravdivé (a len také vyrazy). Je zrejmé, ze kazda tedria
obsahujuca aritmetiku prirodzenych ¢isel ako svoju Cast’ je tieZ neaxiomatizovatel'na.
Vo vrchovatej miere to plati o teorii mnozin, Neaxiomatizovatelnost’ urcitej teorie
ndm, samozrejme, nebrani budovat’ axiomatické systémy, ktoré generuju ista cast’
cele) tedrie, to znamena, ze tieto systémy sh neuplné. VSimnime si tplnost’ a niekol’ko
d’alSich moznych vlastnosti axiomatickych systémov trochu dokladnejsie.

Niektoré vlastnosti axiomatickych teorii

Z intuitivneho hladiska axiomaticka tedria je uplna, ked' z jej axidom st pomocou jej
odvodzovacich pravidiel odvoditel'né vietky vzdy-pravdivé vyrokové formy a vietky
pravdivé vyroky o objektoch z univerza jazyka tedrie, resp. o objektoch, ktoré sii
predmetom skiimania tedrie, Vyrokoveé formy mozeme vSak v danej stvislosti pustit’
zo zretela, lebo ak F(x), ..., x,) je vzdy-pravdiva vyrokova forma, v ktorej sa ako
vol'né vyskytuju prave premenné xy, ..., X,. tak F(xy, ..., x,) j¢ vzdy-pravdivi forma
vtedy a len vtedy, ked” (Vx))...(Vx,)F(X. ..., X,) je pravdivy vyrok. Napriklad z toho,
ze forma x + 0 = x je vzdy-pravdivy vyrokovy vyraz aritmetiky prirodzenych ¢isel,
vyplyva, ze vyrok (Vx)(x + 0 = x) je pravdivy a naopak.

AK tedria obsahuje vSetky pravdivé vyroky, st v nej odvoditelné aj vietky vzdy-

pravdive vyrokove formy, lebo kazda forma F(x,, ... x,), v ktorej sa ako volné
vyskytuji prave premenné X, ..., X, je odvoditelna z (Vx,)...(Vx,)F(x,. ..., X;) na

zdklade logického zikona (VX)P(x) 2 P(x). So zretel'om na to by sme mohli aplnu
axiomaticka tedriu charakterizovat' ako teoriu, v Ktorej mozno z jej axiom odvodit’
kazdy pravdivy vyrok. Jestvuje vSak aj SirSie chapanie aplnosti, ktor¢ vychadza skor z
toho, ¢1 teoria dava odpoved’ na kazda otazku formy “lJe to pravda, ze V77, pricom V
je Tubovolny vyrok formulovatel'ny v jazyku teorie. V tomto pripade sa nekladie
doraz na pravdivost’ odpovede, ale skor na sposobilost’ teorie dat’ na kazdu takua otazku
kladnu alebo zaporna odpoved’ (v tom zmysle, Ze z axiom teorie je odvoditel'né V
alebo ~V). Preto sa pojem Gplne) axiomaticke) teorie definuje zvycajne takto:
Axiomatickd teoria (J. Ax, R) je uplna vtedy a len vtedy, ked' pre kazdy vyrok V
jazyka J plati, ze V € Cng(Ax) alebo ~ V € Cng(AX).
Ak axiomy uplnej tedrie (J, Ax. R) su pravdivé vyroky a pravidla mnoziny R su
deduktivne (¢o predpokladame), tak I'ubovolny vyrok V jazyka J je pravdivy prave
vtedy, ked' V € Cng (Ax). Inak to mozno povedat’ aj tak, ze v Gplnej axiomatickej
tedrii s pravdivymi axiomami st odvoditel'né vietky pravdivé (a len pravdivé) vyroky
jazyka J. V takej tedrii sa nachadza pravdiva odpoved’ na kaZdu otazku “Je to pravda,
ze V77, utvorenu z l'ubovol'ného vyroku jazyka J, a to v tom zmysle, Zze bud’ odpoved
V, alebo ~ V je odvoditel'na z axiom Ax. Ak niektoré z axiéom st nepravdivé, aj
niektor¢ tvrdenia tplnej tedrie, ¢ize aj niektoré odpovede na uvedeni otazku, budu tiez
nepravdivé, ale jedna z odpovedi V, ~ V bude z Ax urcite odvoditel'na.
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V logike sa pouzivaji aj iné pojmy uplnosti, ale v naSom vyklade sa nebudeme
nimi zaoberat’. Treba zdoraznit', ze v zmysle uvedene) definicie Gplnou je aj teodria, v
ktorej sa daju dokazat' vietky vyroky ¢i vyrokové vyrazy, ¢ize aj teoria obsahujica
protirediace si vyroky V, ~ V(,alebo™ v spomenutej definicii je nevylucujice). Lenze
tedria, v ktorej mozno z jej axidom odvodit’ kazdy vyrokovy vyraz formulovatelny v jej
jazyku, je bezcennd — nie je totiz sposobild odlisit” pravdivé vyroky od nepravdivych
(tym, Ze by pravdivé boli a nepravdivé neboli odvoditel'né z jej axiom).

V danej suvislosti si treba uvedomit’, Zze tedrie nekonstruujeme na to, aby sme v
jednej mnozine zhromazdili hocijaké vyroky, ale na to, aby sme zosystematizovali
naSe poznatky o predmetoch urcitej oblasti skiimania (nepravdivé vyroky nevyjadruju
poznatky!) a utvorili deduktivny ramec na odvodzovanie novych poznatkov z
vyrokov, o ktorych pravdivosti sme sa uz presvedcili. Spolahliva axiomaticka teoria
by mala obsahovat’ iba pravdivé vyroky ¢i vzdy-pravdivé vyrokové formy a podla
moznosti vietky také vyroky a formy formulovatelné v jej jazyku. Pretoze to v
pripade niektorych tedrii nie je mozné, musime sa snazit’ aspon o to, aby sa nam do
tedrie nevkradli nepravdivé vyroky. Zial, vieobecny navod na vybudovanic takej
tedrie nejestvuje, a preto musime pocitat’ s tym, ze v niektorych tedriach sa mozu
nepravdivé tvrdenia vyskytovat. Nepravdivé vyroky sa vyskytuju v kazde) teorn, v
ktorej mozno z jej axiom odvodit’ spor, t. . dvojicu vyrokov V, = V, z Ktorych jeden
je urcite nepravdivy. Preto sa pri vystavbe teorie usilujeme vyhnat' sporu a teoriu, v
ktorej na spor natrafime, musime prepracovat alebo nahradit” inou, neprotire¢ivou

Axiomatickd tedria (J, Ax, R) sa nazyva neprotirefiva (Konzistentna) prive
vtedy, ked' nejestvuje vyrok V formulovatelny v jazyku J, pre ktory plati, z¢ V «
Cng(Ax) a zaroven ~ V € Cng(Ax). Teodria, ktord nie je konzistentnd, sa nazyva
nekonzistentna alebo protire€iva.

Podrla tejto definicie v konzistentnej axiomaticke) teori je z jej axiom odvoditel'ny
nanajvys jeden z vyrokov V, ~ V. To isté plati pre vyrokové formy, lebo keby sa v nej
dali dokazat" dve protireCiace si formy, dahi by sa dokazat' 1 protireCiace s1 vyroky
V., ~ V, takZe teoria by nebola konzistentna vo vymedzenom zmysle. Vyplyva to z
tvrdenia, ktoré dokazeme nizSie. Miernou modifikaciou uvedene) definicie ziskame
pojem konzistentnosti aplikovatel'ny nielen na axiomatické, ale aj na ostatné teone

Ak T je l'ubovolna tedria (axiomaticka ¢1 ncaxiomaticka), tak T je neprotireéiva
(konzistentna) prave vtedy, ked' neexistuje nijaka dvojica vyrokovych vyrazov V,
Vtaka, Ze V € Cng (T) a zaroven ~ V € Cng (T). Inak povedané, na zdklade tvrdeni
teorie T sa neda dokazat’ spor (nech sa pritom opierame o ktor¢kol'vek tvrdenia teorie
T).

Lahko sa mozno presvedcit, ze v tedrii, v ktorej sa vyskytuji protire¢iace si
tvrdenia V, ~ V, mozno dokazat’ kazdy vyrokovy vyraz W. Ddkaz tohto vyrazu by
mohol vyzerat’ napriklad takto:
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V,

~V,

VO (~VDW),
(= V¥V 2:W),

W.

Legenda k dokazu: 1. a 2. ¢len postupnosti 1. — 5. st tvrdenia teérie (podla
predpokladu), 3. ¢len je logicky pravdivy vyrokovy vyraz a posledné dva &leny
postupnosti mozno ziskat' z predchadzajiucich ¢lenov pomocou pravidla modus
ponens. To znamend, Ze v protire¢ivej teorii sa daji dokazat vietky vyroky bez
ohl'adu na to, ¢i st pravdivé alebo nepravdivé (a takisto vietky vyrokové formy); za
vyraz W v naznaCenom dokaze mozeme totiz dosadit’ l'ubovolny vyrokovy vyraz.
Preto by axiomaticka teoria, v ktorej by boli dokazatel'né protireciace si formy,
nemohla byt konzistentnd v zmysle prvej definicie, lebo pomocou tychto foriem by sa
dal dokazat’ 'ubovol'ny vyrok W i jeho negacia ~ W,

Hoci kazda protire€iva teoria obsahuje nepravdivé vyroky alebo vyrokové formy,
ktor¢ aspon nickedy nadobudaji hodnotu nepravda (ba dokonca vietky také vyroky a
formy), nie kazda tedria, v ktorej sa medzi jej tvrdeniami vyskytuja nepravdivé vyroky
alebo vyrokové formy, ktoré¢ nie si vzdy-pravdivé, je nekonzistentna. Volnejsie
povedané, tedria obsahujica nepravdive tvrdenia nemusi byt protire¢iva. Skuto¢nost’,
ze nepravdivé tvrdenia takej teorie protire¢ia pravdivym vyrokom, este nesvedci o jej
protire¢ivosti, lebo pravdivé korelaty nepravdivych tvrdeni nemusia byt v teorii
odvoditel'né. Konzistentna teodria s nepravdivymi tvrdeniami neopisuje sice skuto¢ny
stav veci, ale vyznaCuje sa tym, Ze stav veci, ktory opisuje, je moziny, logicky
myslitel'ny.

Mozny stav veci by mohla opisovat’ napriklad tedria obsahujica okrem
pravdivych vSeobecnych tvrdeni o fajéeni a fajciaroch aj nepravdivé vyroky “X je
fajciar”, Y je nefajciar” (predpokladajme, Ze v skuto¢nosti je to naopak) a logické
dosledky tychto tvrdeni a vyrokov. Tdto tedria je sice nepravdivd, lebo obsahuje
nepravdivé tvrdenia, ale opisuje situaciu, ktora moze nastat’ napriklad vtedy, ked” X
zatne a Y prestane faj¢it’; nie je vSak vobec dolezité, ¢i taka situacia naozaj 1 nastane,
podstatna je tu jej moznost’. Naproti tomu protire¢iva tedria neopisuje nijaky mozny
stav veci, pretoze nikdy, za Zziadnych okolnosti nemodze nastat’ situacia, v ktorej by
platilo nejaké V a zaroven ~ V —to vyplyva z pravdivostnej podmienky pre negiciu.

Kazda protire¢iva tedria je Gplna, ale so zretelom na odvoditelnost’ F'ubovolného
vyrokového vyrazu v nej vonkoncom nezaujimava. Napriek tomu v naSich dvahédch o
teoriach musime s protire¢ivymi teériami pocitat, lebo nejestvuje spolahlivy
vieobecny navod na vystavbu Konzistentnych tedrii. ProtireCivost tedric moze byt
dlho skryta alebo vobec nemusi vyjst’ najavo. O niektorych tedriach mozno dokazat,
ze su konzistentné, ale ak neprotireciva teoria je takd bohatd na vyrazové prostriedky,
Ze v nej mozno vyjadrit' aritmetiku prirodzenych ¢isel, jej neprotire¢ivost’ sa neda
beznym spésobom, v koneénom pocéte dokazovych krokov, vobec dokazat' (dokaz
nemoznosti takého dokazu predlozil r.1931 K. Godel).
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Niektoré neuplné axiomatické tedrie mozno rozsirit’ na uplné konzistentné teorie
pripojenim efektivne uréenej mnoziny d'al§ich axiom, ale existuji aj teorie, ktoré¢ po
kazdom pripojeni takej mnoziny novych axiom ostavaji nad’alej neuplné — plati to
napriklad o axiomatickom systéme aritmetiky prirodzenych ¢isel (¢o tiez dokazal K.
Godel). Samozrejme, také tedric mozno hravo rozsiritt na apiné tak, ze do nich
zavedieme spor, ale tym neziskame ni¢ pozoruhodné, lebo tieto tedrie nerozoznava)i
pravdu od nepravdy.

Dalsou vlastnostou prislichajicou nicktorym axiomatickym teoriam je tzv.
rozhodnutel'nost’. Tdto vlastnost’ suvisi so spésobom, ktorym mozno zistit', ¢i dany
vyrokovy vyraz je tvrdenie teodrie, t. j vyraz odvoditelny z jej axiom. VScobecne
uplatniteI'nym postupom, ktorym to zistujeme, je odvodenie, resp. dokaz: ked' sa nam
podari dany vyrok ¢i vyrokovi formu dokazat', odvodit’ z jej axiom, mozeme si byt
isti, ze¢ ide o tvrdenie teorie. Kam vSak mame zaradit’ vyrokovy vyraz, ktory sa nam
nedari dokazat™”? Zostrojenie dokazu je ¢asto vel'mi naro¢na aloha, Ktora vyzaduje
niclen ist¢ skusenosti, ale aj dovtip a v nemale; miere 1 Stastic. Kym kontrola,
overovanie uz hotoveho dokazu je mechanicka zalezitost” (pri ktore) postupne
zistujeme, ¢i dany ¢len dokazu je axioma, alebo ho mozno ziskat' z predchadzajucich
¢lenov pomocou nejakého odvodzovacicho pravidla), navod na jeho zostrojenie tento
charakter zvyCajne nema. Vieme sice, ze dokaz nejakcho vyroku V je ista postupnost’
vyrokovych vyrazov Vi, ... Voo kde Vy=Va 'V, je axioma alebo vyraz ziskany z
predchadzajucich ¢lenov postupnosti pomocou nejakeho odvodzovacicho pravidla, ale
nemusime vediet’, ktoré axiomy mame zvohit" a v akom poradi ich vybrat’, aby sme
prislusnu postupnost’ s vopred danyvm V dostali. Na to mechanicky niavod zvacsa
nejestvuje.

Existuja  v3ak teorie, v ktorych mozno dokazovanmie nahradit’  postupom
umoznujiucim v kone¢nom pocte krokov mechanicky rozhodnut', ¢ dany vyrokovy
vyraz je tvrdenie prisludnej teorie, alebo nie. Tento postup je viastne uréity algorntmus
alebo procedura, pomocou ktorej mozno efektivne niedit’ kazdy problem tvpu “Je
vyrokovy vyraz V tvrdenie danej teorie T, kde “V™ zastupuje Fubovolny vyrokovy
vvraz formulovatel'ny v jazyku teorie T.

Axiomaticka teoria (J. Ax, R) sa nazyva rozhodnutel'na prive viedy, ked existuge
efektivna procedura (postup), pomocou ktorej mozno v konecnom podte krokos
mechanicky rozhodnut', ¢i l'ubovol'ny dany vyrokovy vyraz V jazyka J e odvoditel'ny
z axiom Ax pomocou pravidiel mnoziny R, alebo nie.

Ak tedria T je rozhodnutelna, tak problém, ¢i 'ubovolny dany vyrok V (pripadne
vyrokova forma, formula) je odvoditel'ny z axiom tedrie T, mozno po konstrukcii
prislu$ného algoritmu ¢i programu zverit' pocitacu. Z rozhodnutel'nosti teorie vyplyva,
ze existuje mechanicky navod, algoritmus, pomocou ktor¢ho moéze pocitac, aspon
principialne, najst’ odpoved’ na kazdu otazku formy “Je vyrokovy vyraz V tvrdenim
tedrie T?”. O principidlnej moznosti sa tu zmienujeme preto, ze kapacita, vykonnost’
konkrétneho pocitaca je vzdy nie¢im obmedzena (napr. vel'kostou jeho pamite), takze
pri hl'adani odpovede na uvedent otaizku mozno skor ¢i neskor narazit’ na isté medze,
ktoré limituju jeho sposobilost’ odpovedat’ na nu vo vietkych moznych pripadoch. V
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teoretickych dvahdch sa abstrahuje od fyzikalnych a technologickych obmedzeni
pocitaCov a do avahy sa berie v prvom rade logicka moznost' ich zostrojenia a moznost’
mechanicky (algoritmicky) riesit’ uvazovany problém. Ak T je naozaj rozhodnutel'na
tedria, tak problém “Je V tvrdenim tedriec T?" je mechanicky riesitelny v koneénom
pocte krokov v pripade I'ubovol'ného vyrokového vyrazu V.

Rozhodnutel'nost’ teorii sa skiima v podstate len v matematike a logike. Je
zaujimav¢, ze matematicke a logické teorie su zvacsa nerozhodnutel'né, ¢o svedéi o
tom, ze¢ intelektualna ¢innost' v tejto oblasti sa vobec nedd redukovat’ na strojové
rieSenie uloh, na “pocty”™ podla nejakého vzorca, formuly ¢i navodu, Ze tato ¢innost’
kladie vysok¢ naroky na tvorivost’ a napaditost’. K rozhodnutel'nym logickym tedriam
patri napriklad axiomaticky systém klasickej vyrokovej logiky alebo predikitovej
logiky prvého radu, v ktorej sa vyskytuji (okrem spojok, kvantifikdtorov a indivi-
duovych premennych) iba jednoargumentové predikatové premenné. Predikatova
logika prvého radu obsahujica aj viacargumentové predikitové premenné a logiky
vys$Sich radov (v ktorych sa kvantifikuji aj predikatové premenné a pouzivajl
premenng, ktorych hodnotami su i vlastnosti a vzt'ahy inych entit ako sa individua) s
napospol nerozhodnutel'né.

Pri volbe axiom, pre ktoré sa rozhodujeme pri vystavbe axiomatickej tedrie, sa
zvycajne dba na to, aby zvolené axiomy boli navzajom nezavislé. Axiéoma A, mnoziny
{A, Ay ...} je nezdvisld od ostatnych axiom tejto mnoziny prave vtedy, ked' A, je
neodvoditel'na z mnoziny {A,. ..., Ai_;. AL, ...} pomocou odvodzovacich pravidiel
danej teorie. V opacnom pripade hovorime, z¢ axioma A, je zivisli. MnoZina axiom
Ax sa nazyva nezavisla vtedy a len vtedy, ked' kazda axioma mnoziny Ax je nezavisla
od ostatnych axiom tejto mnoziny.

Zavislé axiomy sa v istom zmysle redundantné, ich vyla¢enim spomedzi axiom
ziskame teoriu, Ktord obsahuje tie ist¢ tvrdenia ako povodna tedria. Napriek tomu sa
niekedy z istych technickych dovodov (napr. kvoli zjednoduSeniu nicktorych dokazov)
buduji aj systémy so zavislymi axiomami. Neraz sa az dodatocne ukaze, z¢ nicktor¢
axiomy st zavislé a potom sa v pripade potreby povodny systém axiom nahradza
novym, bez zavislych axiom,

Ak A, je nezavisla axioma nejakej neprotireCive) teorie T, tak nahradenim tejto
axiomy jej negiciou dostaneme tedriu, Ktord je tiez neprotire¢iva (lebo zo zvysku
axiom je A, ncodvoditel'né). Viace] nez nczavislost sama osebe nas dnes zaujima
moznost’ vystavby alternativncho axiomatického systemu, ktory dostaneme z povod-
ného nahradenim nezavisle) axiomy jej negaciou.

Vznik a utvaranie axiomatickych teorii

V predchadzajiacom vyklade sme pod axiomatickou tedriou rozumeli mnozinu vyro-
kovych vyrazov nejakého jazyka J odvoditelnych z efektivne urcenej mnoziny axiom
Ax pomocou explicitne stanovenych odvodzovacich pravidiel mnoziny R (ktora spolu
s logickymi zakonmi predstavuje logiku teorie). Pritom sa predpoklada, Zze vietky tri
zlozky teorie su exaktne vymedzené. Ak ide o tzv. formalizovanu teériu, predpoklada
sa, ze pojem vyrokového vyrazu, axiomy a odvodzovacicho pravidla je vymedzeny



338 Pavel CMORE]

isto syntakticky, resp. Strukturdlne, teda vyluéne so zretelom na tvar symbolov a ich
postupnosti (¢ize stanovenim, Ze vyrokovymi vyrazmi a axiomami si postupnosti
jednoduchych symbolov takého a takého tvaru a ze z premis tak¢ho a takého tvaru je
odvoditel'ny zaver takého a takého tvaru).

Axiomatickd tedria (J, Ax, R) so Strukturdlne vymedzenymi zlozkami J, Ax, R a
efektivne uréenymi mnozinami Ax a R sa nazyva formalizovanou axiomatickou
teériou. Jazykom formalizovanej tedrie je symbolicky jazyk modernej logiky
obohateny o $pecidlne vyrazy vyjadrujice zdkladné pojmy tedrie.

Je zreymé, ze formalizovand axiomatickd tedria predstavuje zna¢nu idealiziciu
tedrii pouzivanych v skuto¢nosti. Ani v matematike a logike nema kazda teodria
formalizovani podobu, a to bud’ preto, Ze v danom $tadiu je) rozvoja nie si este vietky
detaily jej stavby celkom vyjasnené, alebo preto, Zze potrebam mnohych skimani
dostato¢ne vyhovuje aj vol'nejSie budovana tedria. Rozhodujica je azda okolnost’, ze
formalizovand tedria prili§ zviizuje intuitivne matematick¢ myslenie a invenciu,
Striktny ramec formalizovanej tedrie by mohol niektoré skimania zbyto¢ne skom-
plikovat’, Dokazy vyzeraji v matematike len malokedy tak ako vo formalizovane)
tedrii — je v nich vela skokov, skratick, ¢asto v nich chybaji celé bloky, ktoré
matematici vynechavaji pre ich trividlnost’ alebo nezaujimavost’. Precizne rozpraco
vané formalizované teorie sa nebuduji primarne na to, aby sme ich pouzival na bezné
ucely a v nich dokazovali potrebné tvrdenia (hoci pri ich budovani sa nemoZno vyhnat'
ani tomu), ale aby sme ich skimali. Ako exaktne konStruované utvary predstavuju
totiz idedlne objekty roéznych metalogickych skimani, pri ktorych mozno ziskat'
spolahlivo zdovodnené vysledky. Tieto vysledky moZno extrapolovat’ aj na beZzné
teorie, pretoze formalizovana teoria je spravidla idealizovanou rekonstrukciou nejake)
skuto¢ne pouzivanej teorie alebo teorie, ktora sa moze takou stat’.

Formalizované tedrie v ich sicasne) podobe sa objavili az v 20. storo¢i (ale
vyznamné pokusy o vystavbu logicky priezraénejsic osnovanych teori sa vynonli uZ v
druhej polovici minulého storoc¢ia). Prva axiomaticka teona vznikla v starom Grecku
pred vySe dvoma tisicro¢iami — bol to axiomaticky systém Euklidove) geometne
Pokusme sa aspon o pribliznu a viac-menej len schematicku rekonstrukciu vyvinu
axiomaticke] metody budovania vedeckych teorii od prvych pokusov aZ po sudasne
Stadium. Pjde nam v prvom rade o charaktenstiku kl'i¢ovych momentov vo vyvine
axiomatickych teorii, momentov, ktor¢ sa zvycajne opakuju, 1 ked' nie vzdy vietky, v
“ontogenéze” nejedne) konkrétnej teorie. Budeme pritom vychadzat z Ajdukicw:
czovej periodizacie vyvinu deduktivnych vied (pozri [1], 181 — 192), ktori mierne
modifikujeme (jeho tri etapy rozloZzime na pit’) a prispésobime naSim potrebdm.

1. Ako prvé treba uviest' pripravné predaxiomatické Stadium, v Ktorom sa z
roznych, vzajomne izolovanych tvrdeni alebo malych skupiniek tvrdeni, povazova-
nych za intuitivne zrejmé a oCividne pravdivé, vyvodzuju isté dosledky. Logika, ktora
sa pritom uplatiuje, sa vobec neskima, ba ani neuvedomuje. O pouziti urcitcho
logického kroku rozhoduje vyluéne jazykovy cit a logickd intuicia. Vo vychodis-
kovych tvrdeniach sa vyskytuju iba zrozumitel'né vyrazy, ktor¢ sa nevymedzuju, ale
pomocou nich sa prilezitostne definuji iné¢ vyrazy. Charakteristickd pre toto Stadium je
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neuzavretost' suboru vychodiskovych tvrdeni: na jednej strane k povodnym vycho-
diskovym tvrdeniam mézu pribudnat’ d’alSie, na druhej strane po objaveni uréitych
logickych viizieb medzi niektorymi vychodiskovymi tvrdeniami (po zisteni, Ze z
jedn¢ho vyplyva druhé alebo naopak) moéze dojst’ k redukcii povodne prijatych
vychodisk.

2. Potom nasleduje intuitivne axiomatické Stadium, v ktorom sa stbor vycho-
diskovych tvrdeni a zdkladnych, nedefinovanych vyrazov wzatvdra a zaéina sa
systematické rozvijanie tedrie na bdze prijatych axiom — odvodzuji sa dosledky
vyplyvajice z axiom a dokdzanych tvrdeni a pomocou zdkladnych terminov sa
definuji nové pojmy. Axidmy sa povazuju za intuitivne zrejmé a ocividne pravdivé a
ostatné tvrdenia sa dokazuji intuitivne, o spravnosti jednotlivych krokov pri
odvodzovani rozhoduje i v tomto Stadiu len logicka intuicia. Tedria je formulovana vo
fragmente prirodzeného jazyka, do ktorého sa v pripade potreby zavadzaji Specidlne
symboly a oznacenia. Toto Stadium dosiahla Euklidova geometria uz v 3. storoc¢i pred
n. . a zotrvala v nom asi dve tisicrocia.

3. V tretom S§tadiu sa zacina skamat’ a vyclenovat’ logika teorie, niektoré jej
odvodzovacie pravidld a logické zidkony. Ako v predchadzajicich dvoch Stadidach, aj v
tomto §tadiu sa tedria formuluje v prirodzenom jazyku obohatenom o Specidlne
terminy a symboly teorie, pripadne aj o premenné. Axiomami st nad’alej intuitivne
zrejmé tvrdenia, odvodzovacimi pravidlami intuitivne evidentné prechody od premis k
zaveru. Logika sa uz uvedomuje, ale eSte nie je dostatoéne ostro oddelena od
mimologickej Casti tedrie. Zname su niektoré logické zakony a usudkové pravidla, ale
este chyba logicky systém ako celok.

4. Ked' pokusy odvodit’ piaty postuldt Euklidovej geometrie z ostatnych axiom
tohto systému definitivne zlyhali a na scéne sa zacali zjavovat’ rozne systémy
necuklidovskych geometrii, povodna poziadavka intuitivnej evidentnosti axiom zacina
ustupovat’ do uzadia. V necuklidovskych geometriach sa prijimali aj axidmy, ktoré
nada intuicia jednozna¢ne odmieta. Jednou z takych axiom bola negacia spomenutcho
piateho postuldtu Euklidovej geometrie. Téato negdcia je logicky ekvivalentna tvrdeniu,
ze bodom leziacim mimo danej priamky prechadza v rovine (ur¢enej touto priamkou a
bodom) viacej roznych priamok, ktoré st s danou priamkou rovnobezné. Toto tvrdenie
je v prikrom rozpore s nasimi beznymi geometrickymi intuiciami, teda sotva ho
mozno povazovat' za o¢ividne pravdivé, ako napriklad jeho negaciu. Napriek tomu po
neuspesnych pokusoch odvodit’ Euklidov piaty postulat z ostatnych axiom jeho
systému N. [. Lobacevskij a J. Bolyai zacali rozvijat’ axtomaticky system, Ktory toto
neintuitivne tvrdenie prijima ako jednu zo svojich axiom. Miesto povodnej poziadavky
evidentnosti axiom zaujala jednoznacnejSia poziadavka konzistentnosti axiomatického
systému. Zaujem o logiku tedrie ostdva na drovni predchadzajiceho Stadia.

5. Posledné 3tadium je dzko spité so vznikom modernej logiky, jej jazyka,
symboliky a celého systému logickych prostriedkov, nevyhnutnych pri rozvijani
teorie. Pravda, bez pouzitia istych logickych prostriedkov sa tedria nedala rozvijat’ ani
v jednom z predchadzajucich Stadii, ale v nich sa logika pouzivala bez toho, Ze by sa
bola stala predmetom osobitného systematick¢ho skimania. Ved' logicky mysliet
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moézu aj l'udia, ktori logiku nestuduju, ba dokonca aj taki, ktori si ju vdbec
neuvedomuyju.

Priznacnou ¢&rtou poslednej etapy vyvinu axiomatickej metody je explicitné
stanovenie logickych axiom a pravidiel, ktoré¢ sa uplatiuji v dékazoch tvrdeni teorie.
To neznamend, ze explicitn¢ urenie logiky nevyhnutnej na rozvijanie teorie je v
sucasnosti zavizné. Ked sa axiomaticky systém opiera o klasicka modernt logiku a
tedria sa neformalizuje, logické axiomy a pravidla sa zvyCajne neuvadzaju (ale mlcky
predpokladaju). Podstatné viak je, Ze v pripade potreby mézeme teoriu formalizovat a
v tejto podobe podrobit’ exaktnému metalogickému skimaniu. Tiato moznost' vyuzi-
vame najmd vtedy, ked' pri intuitivnom rozvijani teoric narazime na tazkosh,
nejasnosti, pripadne na logicky spor v teorit. Od formalizovane) teorie treba odhisovat’
formalnu teodriu, ktord je rydzo syntaktickym, vylu¢ne Strukturilne vymedzenym
utvarom danym pravidlami urCujicimi, 1. ktor¢ postupnosti jednoduchych symbolov
jazyka teodrie s vyrokove vyrazy, 2. aky tvar maju axiomy a 3. aky tvar maju
odvodzovacie pravidla, resp. premisy a zdavery v nich. Pri vystavbe kalkulu sa od
vyznamovej stranky jazykovych vyrazov tplne abstrahuje.

Na rozdiel od formalizovanej teérie, Ktord vzniki logickou rekonStrukciou nejake)
obsahovej tedrie v jazyku modernej logiky (a ma ten isty predmet ako teoria, ktoru
sme formalizovali), formalna tedria nie je pevnejie spiata so Ziadnym univerzom
individui (ani s vlastnostami a vztahmi tychto individui), ale sluzi ako formalny
podklad. ktory interpretujeme v réznych univerzich a skiumame vlastnosti tychto
interpretacii a vztahy medzi nimi. Pritom sa axiomy vzdy interpretuju tak, aby sa z
nich stali pravdivé vyroky alebo vzdy-pravdivé vyrokové formy a odvodzovacie
pravidla tak, aby sa pomocou nich z pravdivych premis dah odvodit’ len pravdive
zavery.

Treba vSak podotnut’, Zze s pokusmi roznymi sposobmi interpretovat’ zakladne
terminy a axiomy tedriec sa mozno stretnut’ uz vo 4. Stadi vyvinu axiomaticke)
metody vystavby teorii. Uz vtedy sa matematici pokusal pni dokazovani nezavislost
nejake) axiomy od ostatnych axiom najst’ taka interpretaciu, pri ktorey by dana axioma
bola nepravdiva a ostatné axiomy pravdivé. Ak pri ndjdene) interpretacn axiomy su
pravdivé a odvodzovacie pravidla vedu od pravdivych premis vzdy k pravdivemu
zaveru, tak axioma, ktora je pri tejto interpretacii nepravdiva, nemoze byt 2 ostatnych
axiom odvoditel'na, a teda je neziavisla. Pravda, pojem formalne) teone nebol viedy
vobec znamy.
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