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Abstract: The article deals with Cantor’s diagonal argument and its al-
leged philosophical consequences such as that (1) there are more reals
than integers and, hence, (2) that some of the reals must be independent
of language because the totality of words and sentences is always count-
able. My claim is that the main flaw of the argument for the existence
of non-nameable (hence unrecognizable) objects or truths lies in a very
superficial understanding of what a name or representation actually is.
The article concludes by offering solutions to some famous semantic
paradoxes based on the diagonal construction as corroboration for this
claim.
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V tomto ¢lanku bych se chtél podivat na Cantoréiv argument pro
nespocetnost kontinua, ktery skrze Cantorovu vétu zaklada transfinitni
hierarchii nekonecen, a filosofické konsekvence, které se z ného obvyk-
le vyvozuji, prototypicky tvrzeni o nezavislosti toho, co je, na tom, jak
to pozndvdme. Proti nému postavim tezi opacnou, artikulovanou jednak
v ramci Fregova obratu k jazyku, jednak v uz$im rdmci matematického
konstruktivismu, jehoz predstavitelé coby nasledovnici Kanta nahlizeji
Cantorovu teorii mnozin jako novou metafyziku, jako néco, co mtize
byt tfeba i obdivovano, ale k ¢emu se 1ze jenom stézi hlasit. Tato disku-
se ma $irsi filosofickou hodnotu, spjatou zejména s analytickou filoso-
fif a filosofii jazyka, které se od Frega sebedefinuji zejména problémy
toho, jak vymezit ,jméno” coby logickou kategorii oproti kategoriim
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gramatickym na strané jedné, oproti ostatnim logickym kategoriim,
vcetné kategorie urcité deskripce, na strané druhé, a jak popsat vztah
téchto kategorii k ontologicko-sémantické kategorii pfedmétu, obecné
tedy k tomu, co nazyvame vyznamem.

Patet ¢lanku tvoii postieh, ze existuje vyznamny rozdil mezi diago-
ndlni konstrukci, kterd jednoduse stoji, jak je, a diagondlnim arqumentem,
ktery pripousti dalsi interpretace. Podle té nejrozsitenéjsi z nich diago-
nalni konstrukce ukazuje, ze

(1)  existuje vice redlnych nez ptirozenych ¢isel
a ze tudiz

(2)  néktera z redlnych c¢isel musi byt nezavisla na jazyce, a tedy
nepojmenovand, ba nepojmenovatelnd, protoze souhrn vsech
slov a vét je vzdy spocetny.

Vétsina matematikt bez dalsiho tento argument pfijima a reprodu-
kuje, aniz by si uvédomila, ze se zde ddvno ocitla na Sirokém a nejistém
poli filosofie. Pfirozené je to proto, Ze mnozi z nich tyto véty chapou
jako vyraz néjakého jednoduchého matematického faktu, coz ale déla
situaci jesté horsi z nasledujictho ddvodu: V dlouhé a tctyhodné tra-
dici Platénové, Kantové, Fregové a Wittgensteinové hréla matematika
pro sviij nepfimy, komplikovany vztah k empirickému svétu vyznam-
nou heuristickou roli diskurzu, na némz si Ize osvojit, jak delikatni je
vztah mezi tzv. realitou (védeckych faktti) a jejich popisem, a jak zbrklé
a neadekvatni je jednoduse predpoklddat, Ze mezi nimi existuje néja-
ka jednoduché, predzjednana korespondence, kterou mtizeme pouze
odhalovat, ale na niz nemame de facto zadny vliv. Jestlize nyni ¢inime
tentyz pfedpoklad v ramci matematiky samotné, zahazujeme jednak
moznost pochopit, o ¢em jsou jeji véty, pfedevsim ale zcela znehodno-
cujeme vyse zminénou filosofickou tradici.

Nam bude Cantor{iv argument slouzit k tomu, abychom konkrétné
nahlédli, Ze i matematickd tvrzeni, a skrze né tedy i tvrzeni bézného
jazyka a ostatnich véd, jsou v néjakém ohledu zavisla na deiktickych
a anaforickych odkazech typu ,nejmensi ¢islo, které jsme v pocate¢nim
tseku této posloupnosti dosud nezminili”, a tedy vazand na sadu na-
Sich momentélnich, situa¢né podminénych jazykovych praktik, nikoli
predem dany svét ideji, empirickych objektii ¢i vadgné vymezené nazi-
rani, jeveni se apod. V duchu pozdniho Wittgensteina a mozna i La-
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katosovy logiky matematického objevu? zde pro Cantortv argument
predvedeme podrobnéji to, co nejprve nazna¢ime pro Bolzaniiv dikaz
véty o mezihodnoté, totiz Ze se nejedna o dikaz v obvyklém smyslu
,volby” mezi dvéma zdkladnimi alternativami ,pravdivy”, ,neprav-
divy”, ale spiSe o rozhodnuti pokracovat jistym, specifickym smérem,
jenz je jednim z mnoha smért nepredvidatelnych pfedem. To by mélo
narusit pfedstavu poznani jako odkryvani pfedem dané pravdy, nebo
i sméfovani k predem dané pravdé (jako v Popperové konceptu ve-
risimilitude), na niz my a nase rozliSeni nemaji nejmensi vliv. Takova
rozhodnuti, kterd, jak uvidime, budou v uvazovanych pfipadech vzdy
néjak souviset s pojmem funkce, musi pfedchazet redlnym diikazim
realnych faktd, a ja chci ukazat, Ze existuji ontologicky jistéjsi zptiso-
by, jak rozvinout diagonalni argument do plnohodnotné teorie konti-
nua, nezli Cantorav vlastni ndvrh. Nehodlame pfitom posuzovat, zda
se z hlediska matematického praktika jedna o alternativy schtidné ¢i
v tom ¢i onom (teoretickém ¢i praktickém) smyslu rovnocenné. Z filo-
sofického hlediska, které sledujeme, nas zajim4 jiz jejich prosté existen-
ce, stejné jako by nas v jiném kontextu zajimala existence alternativnich
geometrii ¢i aritmetik.

Pfedem je tfeba zdlraznit, Ze nepopirame existenci matematickych
jsoucen, ani nezamitame ideu, Ze by mohly byt odhaleny analogicky
k objevu nového ostrova ¢i zivoc¢isného druhu, jak Frege slavné argu-
mentoval ve svych Grundlagen.* Naopak, nasim vychodiskem je tvrze-
ni, ze kazdy zptsob dokazovani ¢i objevovani, véetné téch, na nichz
stavi pfirodni védy a nds$ kazdodenni zivot, pfedpokladaji netrividlni
pojem pravdy, pojem toho, co mé byt odhaleno a dokdzano. Navic vSak
tvrdime, Ze pojmy pravdivosti a skutecnosti nam nejsou bezprostied-
né dany, jak maji védci a vétsina lidi sklony pfedpokladat, nybrz jsou
podminény kognitivnimi schopnostmi naseho rozumu, jak nés to na-
ucil Kant. Toto pozorovéni je bazi Kantova kopernikovského obratu,
jenz byl ve Fregové obratu k jazyku dale ukotven v intersubjektivnich
strukturéch lidskeé feci.

Findlnim produktem celé expozice bude obecny zptisob feSeni sé-
mantickych paradoxt(i, modelovany na piipadé Wittgensteinova fese-
ni paradoxu Russellova, pro specialni pfipady paradox(i tzce souvi-

2 Lakatos (1976).
®  Frege (1884, §96).
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sejicimi s diagonalnim argumentem a Cantorovou koncepci kontinua,
jmenovité paradoxy Konigova a Richardova typu. Toto feSeni spociva
v zakladnim filosofickém posttehu, ze jazyk nabyva sémantického ob-
sahu teprve smysluplnym pouzitim, které nelze nahradit teoretickym
vyjadfenim, protoZe to ho uz coby jazykovy akt predpoklada. Jméno
se tak ukéaze byt vice nezli jen pouha syntakticka kategorie, definovana
skrze sviij oznacujici vztah k pfedem dané ontologické tfidé predmétd,
jak tvrdi ontologicky platonismus, pfipadné rigidnosti takového ozna-
¢ovani viici podobné predzhotovené tiidé vsech moznych svétt, jak
tvrdi analyticka metafyzika.

1 Obrat k jazyku

Zacnéme struénym zasazenim celého problému do historického
kontextu. Brouwerovi je pravem pfipisovana zasluha za jeho divoky,
ale odvéazny ttok na zaklady klasické matematiky, véetné mnoha adaj-
né nezpochybnitelnych ,védeckych faktd”, jako je vylouceny tfeti.*
Byl to pravé jeho diiraz na konvenéni povahu téchto ,faktt” ¢i, jinymi
slovy, moznost délat staré véci jinak, co, jak zndmo, ucinilo mimorad-
ny dojem na Wittgensteina, jenz se pak po Brouwerové prednasce ve
Vidni roku 1928 opét vratil k filosofii. Ne nepodoben Napoleonovi se
Brouwer po nékolika letech pfislibt nové revoluce prohlasil nakonec
cisafem, kdyz nahradil staré, ,evidentni” fakty, novymi, ,intuitivni-
mi”. Tento nepfijemny zvrat, tvrdim, byl désledkem jeho neochoty
brat vazné obrat k jazyku, jak ho zapocal Frege a rozpracoval Wittgen-
stein paradoxné také pod Brouwerovym vlivem.

Brouwerovo prvni selhani 1ze pfitom zpétné stopovat az k dilematu
francouzskych preintuicionist®,” ktef{ na jednu stranu dokézali sami
sebe presvédcit, ze kontinuum jako vsechno ve svété (matematiky)
musi byt jazykové zavislé, a tedy spocetné, na druhou se ho zoufale
snazili udrzet nespocetnym, aby zajistili jeho pifjemné topologické
a metrické vlastnosti. Brouwer tim, ze nahradil jazyk jako médium vse-

4 Viz Brouwer (1908).

Termin , francouzsti preintuicionisti” obvykle odkazuje k Borelovi, Bairovi
a Lebesgueovi, ktefi v oblasti zdklad matematiky sdileli nékteré konstruk-
tivistické ideje, aniz by je ovSem rozpracovali do néjakého koherentniho
filosofického systému. K preintuicionistickému dilematu a vztahu preintui-
cionist k Brouwerovi srov. van Dalen (1999, 235 nn) a Hesseling (2003, 16).
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ho poznani bazalni intuici, toto dilema nejen nevyfesil, ale fakticky ho
jesté prohloubil zavedenim dvou oddélenych typt kontinua, totiz prak-
tického, jez je spocetné, v protikladu ke kontinuu plnému, nespocetnému,
jez podle ného nezévisi na jazyce.® V disledku toho pfisel zcela vnive¢
konstruktivni naboj jeho ptivodniho pfistupu, v tom smyslu, Ze se jeho
pojmy zacaly pomalu, ale jisté vymykat intersubjektivni kontrole.

Hilbert, na druhou stranu, pfes svou fanatickou a politicky motivo-
vanou reakci na Brouwertv ,pu¢” a Weylovu ,,zradu”,” mize byt (pfi
trose dobré vile) oznacen za autora opravdové zmény paradigmatu,
ktera skrze jeho ptivodni axiomatickou metodu vedla k tezi, ze v8ech-
no pozndni spoc¢iva na inferen¢nich zékladech. V Hilbertovych spisech
tento argument postupné nabyl pozoruhodnou podobu transcenden-
talni dedukce sui generis, za¢inajici slovy: ,na pocéatku byl znak” ®

Zatim v8im jsou v podstaté kantovské motivy, koneénost (finite
Einstellung)® je specialni forma nézoru, zajistujici izomorfii mysleni
a svéta (oba jsou podle Hilberta kone¢né), a tedy i principialni pozna-
telnost vseho." To, ze matematika jedna o nekone¢nu, musi mit finitis-
tické zdvodnéni: jediny prostiedek jak zvladnout nekonec¢no je konec-
nymi prostfedky induktivni definice a ohodnocujicich pravidel, ktera
mohou a musi mit pravé podobu axiomatického systému.

Na tomto (feknéme) holistickém pozadi se zda byt nevyhnutelné,
Ze jsme i v teorii mnozin a analyze vzdy povinni zacinat zdanlivé sa-
moziejmymi otdzkami jako ,co je kontinuum?” a ,co znamena, Ze je
vétsi nez mnozina piirozenych ¢isel?” Pak vidime, Ze neni zptisob, jak
je zodpovédét (v jazyce), aniz bychom redlna ¢isla nebo mnoziny neu-
¢inili jazykové zavislymi, coz obnasi popis:

(1) jejich jazykovych reprezentaci, napf. lim(a,),.y Pro (a,)nen

Cauchyho posloupnost raciondlnich ¢isel,

¢ Brouwer (1930).

Viz Hilbert (1922). Uziti revolu¢ni terminologie v souvislosti s Brouwero-
vym intuicionismem ma zajimavy vyvoj: Prvni podnét je Weylovo oznaceni
Brouwerovych aktivit jako revolu¢nich (,Brouwer - das ist die Revoluti-
on”). Na zékladé toho hovoii Ramsey (1925) o Brouwerovi a Weylovi jako
o bolsevické hrozbé (, Bolshevik menace”), coz mu zase na oplatku vyneslo
od Wittgensteina (1984, dil 8, 473) oznaceni burzoazni filosof.

8 Hilbert (1930).
°  Viz Hilbert (1931, 486).
10 Viz Hilbert (1930).
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(2)  pftislusného kontextu vyrokovych forem, napt. x +y =z, x <y
atd., v nichz mohou byt tyto reprezentace intersubstituovany
salva veritate vzhledem ke

(38)  kritériim identity, zvolenym pfedem, napf. lim(a,),.n =
lim(b,),.\ tehdy a jen tehdy, kdyz lim(a, - b,),.,= 0, kde vyraz
,lim” reprezentuje racionalni konvergenci.

To je ve zkratce obsah Fregovych Grundlagen, adaptovany z pfiroze-
nych na reélna ¢isla. V technickém smyslu, vlivné hjeném predevsim
Quinem, jsou praveé kritéria identity mechanismem zodpovédnym za
proménu jména ve jméno néceho, tj. za fenomén reference. Tak tfeba
referenéni rozdil <2,4> a 1/2 neni dén fyzickou odlisnosti, ale odlisnos-
ti pouziti, explicitné vyjaddfenou pravé rovnostmi a nerovnostmi.

Jelikoz od Weierstrasse chapeme reédlna ¢isla jako posloupnosti ¢isel
raciondlnich, znamena to, Ze musime nejprve vysvétlit pojem funkce.
Pozoruhodné je, Ze nas druhy problém, totiz kolik je redlnych ¢isel, nas
vraci k téze zakladni otazce, v dtsledku Cantorova rozhodnuti porov-
navat velikosti mnozin prostfednictvim jedno-jednoznac¢né korespon-
dence jejich prvkii. Zadné z téchto rozhodnuti p¥itom nenf nijak ptiro-
zené nebo po ruce. Naopak, je vSeobecné zndmo, Ze Cantor@iv napad
byl zprvu odmitnuty jako kontraintuitivni, v rozporu s Euklidovym,
rovnéz intuitivnim, obecnym poznatkem, ze celek je vétsi nez ¢ast, jenz
u nekone¢nych mnozin neplati. Kontinuum zase proslo velmi delikat-
nim pojmovym vyvojem, jenz zacal pythagorejskou definici proporce
pomoci stiidavého od¢itani (anthyfairésis), pieSel v definici eudoxov-
skou, pracujici s veli¢inami specifikovatelnymi pomoci pravitka a kru-
zitka, v novovéku byl nahrazen kartézskou ideou ¢isla coby kofenu po-
lynomu a dnes obvykle pracujeme s teoriemi posloupnosti (nebo mno-
zin) racionalnich ¢isel, at jiz vazanych zakonem nebo zcela volnych."

Jelikoz je niterna relativita ¢i teoretickd zavislost pojmu realného
¢isla (a pojmit obecné) dtilezita pro nés cil vysvétleni vyznamu Canto-
rovy véty, dovolim si nyni udélat mensi odbocku, v niz osvétlim tuto
tezi dvéma ptiklady slavnych a tdajné sebevysvétlujicim teorémd.

2 Dukaz a ,,dikaz“

Prvnim piikladem je Bolzantv analyticky dtkaz véty o mezihodnoté,
podle niZ spojita funkce s hodnotami opa¢nych znamének nékde naby-

1t Dalsi detaily viz ma kniha Kolman (2008).
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va hodnoty 0, tj. protind osu x. S timto diikazem je spjata legenda, podle
niz Bolzano tuto mimofadné evidentni vétu, kterou by podle dfivéj-
$ich (dejme tomu Kantovych) kritérii nebylo nutné, ba ani mozné do-
kazovat, dokazal analytickym (¢isté verbalnim) zptsobem proto, aby
zpevnil metodu, coZ obnasi piedevsim eliminaci nejistého (snad i sub-
jektivniho) ndzoru prostoru a demonstraci toho, Ze na ném v rozporu
s Kantovou filosofii matematika nezavisi. Ac¢koli by Bolzano s timto
vykladem svych cilil nejspis souhlasil, ja ho povazuji za nestastny a za-
vadéjici zejména proto, Ze Bolzano systematicky pracoval s verbalni-
mi, nendzornymi definicemi Cauchyho stfihu. UZ jeho znamy piiklad
spojité funkce nederivovatelné v zadném bodé piitom ukazal, Ze tyto
definice mohou mit zna¢né neintuitivni, nendzorné dasledky a véta
o mezihodnoté je vlastné jen dal$im takovym ptikladem, tj. za danych
okolnosti nejenom Ze neni nazornd, ale nemusi ani platit: V souladu
s dobfe znamou epsilon-delta definici je napt. funkce

1 kdyz x*<2vx<0
i f
-1 kdyz x*>2Ax>0

spojita na racionalni pfimce, ackoli tam evidentné nespliiuje vétu o me-
zihodnoté, protoZze - feceno neoficialné - na ni chybi odmocnina ze 2.
Podobny argument plati i pro ostatni ne-cantorovskd kontinua, kdyz
je, napf., druha odmocnina ze dvou nahrazena odmocninou tteti v p¥i-
padé kontinua eudoxovského a ¢islem n v p¥ipadé kontinua kartéz-
ského. Podstatou naseho ¢teni Bolzanova dtikazu je proto nasledujici
jazykoveé-pragmaticky obrat: neni to tak, Ze by vlastnosti naseho kon-
tinua (svét) urc¢ovaly platnost véty o mezihodnoté (teorii), ale naopak,
tato véta patfi k principtim, které urcuji, jak musi vypadat kontinuum
(svét), v némz muize platit. Namisto dtikazu mame tedy rozhodnuti, jak
definovat reélna ¢isla jistym holistickym zptisobem.

K tomu se navic poji jeden velmi subtilni detail: Diky Tarskému
vime, Ze teorie redlnych ¢isel, tedy tplného usporadaného télesa, je
(deduktivné) tplna a rozhodnutelnd, jakmile nahradime druhotadovy
axiom dplnosti prvofadovym schématem.’? Avsak rovnéz diky Tarské-
mu vime, Ze tutéz teorii ziskame z axiom uspofadaného télesa spolu
s vétou o mezihodnoté formulovanou jako schéma pro polynomy:

(F)(P() <0) A (FX)(P(x) 2 0) = (3x)(p(x) = 0).

12 Tarski (1948).
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Diky Lowenheimové-Skolemové vété ma tato teorie spocetny model
a nejmensi takovym modelem je ve skute¢nosti téleso redlnych alge-
braickych ¢isel, tj. kartézské kontinuum. K tomu, abychom mohli de-
finovat kontinuum, musime takto ucinit dal$i rozhodnuti, totiZ co je
(pripustnd) funkce.

Podobné pozorovani se nyni tyka tzv. rekurzivniho teorému, jenz byl
poprvé dokazan Dedekindem a pozdéji Fregem, a zdanlivé tvrdi stej-
nou samozfejmost jako véta o mezihodnoté, totiz Ze funkce definovana
obvyklym rekurzivnim zptsobem, tj. fixovanim hodnoty pro 0 a spe-
cifikaci toho, jak z hodnoty pro x vypocitat hodnotu pro x + 1, existuje
a je nanejuys jedna. Rovnéz toto tvrzeni se zdalo byt evidentni a zby-
te¢né dokazovat, protoze indukce je ,intuitivné” tim nejjednodussim
zplisobem, jak definovat a dokazovat v aritmetice, a jakykoli dtkaz
toho, ze funguje, musi byt redundantni nebo skoncit kruhem. Opét se
tedy zda byt nasnadé tvrdit, Ze podobné, jako se chtél Bolzano vyhnout
v geometrii a analyze nadzoru prostoru, chtéli Frege a Dedekind vyloudit
z aritmetiky ndzor casu, totiz nahrazenim rekurzivnich definic, evokuji-
cich konstrukce (v ¢ase), prostfednictvim sofistikovanych expresivnich
a deduktivnich prosttedkt, konkrétné tedy prostfedkii explicitni defi-
nice, které jsou pojmové statické.

To je také do zna¢né miry pravda, zaroven to ale odkazuje na zpa-
sob ¢teni, ktery povazujeme za adekvétnéjsi: Dtlikaz rekurzivniho
teorému neni v prvni fadé pokusem, jak postavit Kantovu koncepci
aritmetiky na pevny zéklad, ale pfedevsim rozhodnutim péstovat arit-
metiku jistym velmi abstraktnim zptisobem, v némz se urcité zpiiso-
by pojmotvorby, totiz explicitni definice, prohlasi za kanonické, majici
charakter vlastnich jmen, a jiné, konkrétné definice rekurzivni, za odvo-
zené, jejichz sémantickou spravnost je podobné jako u urcitych deskrip-
ci teprve tfeba prokdzat. Rekurzivni teorém se pfitom pojmem funkce
nezabyva p¥imo, ale odvozené, skrze problém opravnénosti urcité de-
finice funkce, coz nam ale v néjakém ohledu splyva, tj. nemyslime si, ze
by $lo tplné oddélit problém toho, co funkce jsou a jak je pojmenovivd-
me. Specifikem Fregova pojeti funkce, vychazejicim pravé z jeho obratu
k jazyku, ovsem bylo, Ze ackoli funkce sama nemusi mit efektivni, ¢isté
algoritmicky charakter, jeji pfedpis musi byt efektivné, schematicky
zadan, coz se pravé s ohledem na Cantortiv argument ukazalo jako po-
tencialné problematické.
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3 Co nam rika diagonalni argument?

Minimalistické ¢teni Cantorova diagonalnitho argumentu, tak,
jak bylo dale rozvinuto v ramci nejlepsi konstruktivistické tradice
Brouwerovy, Weylovy a Lorenzenovy, lze popsat takto: Mame-li né-
jaky jednoduchy systém S k pojmenovavani funkci nad pfirozenymi
¢isly (4. jména a identity mezi nimi), jako nap#. primitivné rekurziv-
ni aritmetiku, 1ze sestrojit vycerpavajici seznam jejich jmen £, f,, f;, ...
a vytvorfit jméno diag(x) = f.(x) + 1 funkce, kterda mezi nimi z definice
neni. Tedy, ke kazdé schematicky dané, a proto vy¢islitelné (enumerova-
telné) totalité funkci existuje funkce, ktera v jejich seznamu neni.” To-
hle je ovsem vSechno, co mame, tj. specidlné nejsme opravnéni fici, ze
totalita v8ech funkci je ne-spocetnd, protoze (1) , vSechny funkce” zna-
mend ,, véechny extenze jmen, ktera bereme v avahu”. V souladu s nasi
interni definici neni tedy diag funkci, pfinejmensim ne téhoz typu, a (2)
i kdybychom se z né€jakého externiho dtivodu rozhodli ji funkci nazyvat,
pak argument ukazuje (nikoli dokazuje) cosi v tom smyslu, ze vyraz
diag transcenduje expresivni moznosti systému S, tedy Ze je ptivodni
definice funkce (pro jisté acely) pfilis tizkd. V nejvstiicnéjsim ¢teni se
takto Cantorova diagondlni konstrukce ukazuje jako preteoretické zd -
vodnéni liberdlnéjsiho uchopeni pojmu funkce.

V teorii rekurze vedlo toto pozorovani k zavedeni pojmu obecné,
resp. Castecné rekurzivni funkce. Cantor ale, jako kazdy metafyzik
myslel jednodimenzionalnég, tj. zacal tim, co mélo byt vysledkem de-
finujiciho procesu, a proces samotny, tedy uzité jazykové prostiedky,
povazoval za podruzné. Tim, Ze uchopil pojem funkce v tom nejliberal-
néj$im vymezeni néjaké korespondence, ktera je jednoznac¢na vpravo,
se navic domnival vyhrat celou hru na upfestiovani pojmu kontinua
jednoduchym ,fiat”. Pozdéji aplikoval tutéz strategii na pojem mno-
ziny, kdyZ ji popsal jakozto nejobecnéjsi produkt shromazdovéani ob-
jekttl, bud'to prostfednictvim né&jaké vlastnosti, nebo skrze proces zo-
becnéného vycisleni (mnozina je to, co Ize dobfe uspofadat). V tomto
pripadé ale slabina jeho pfistupu vyplula rychle napovrch, kdyz se ob-
jevily Russellv a jiné paradoxy. Jedina reakce, jiz byl Cantor schopen,
bylo oznaceni problematickych mnozin za nekonzistentni, coz se jako
u kazdé platonistické teorie rovna tvrzeni, Ze existuje to, co existuje,
a neni to, co neni. My ale v dané situaci pfirozené nehledame tautolo-

13 Takovouto formulaci Cantorova argumentu lze najit tfeba in Lorenzen
(1965, 34 - 35).
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gie, nybrz netrivialni kritéria, upfestujici, které vyrazy (mozna jména)
se pocitaji za jména skute¢nd. A to se pravé rovna tvrzeni, ze musime
zacit jazykem.

Tém, kdo stéle citi afinitu ke Cantorovu zptisobu mysleni, by mohl
otevtit o¢i nasledujici pfimér. Stejné jako definoval Cantor realné ¢islo
jako libovolnou (Cauchyho) posloupnost, mohli Rekové definovat re-
alné ¢islo™ jako bod pfimky konstruovatelny libovolnymi prostredky
nebo jako Godel fici, ze dokazatelné je vSe, co je pravdivé. Tim by ale
slavné problémy jako kvadratura kruhu, tplna axiomatizovatelnost
aritmetiky nebo , Entscheidungsproblem” jednoduse zmizely. Jiz Ar-
chimédes byl totiz schopen ke kruhu daného priméru zkonstruovat
tsecku odpovidajici jeho obvodu, a jsem presvédéen, ze kdyZz vam dam
formuli predikatové logiky prvniho fddu, budete - pfi odpovidajicim
vzdélani - v kone¢né mnoha krocich schopni rozhodnout, zda se jedna
o tautologii nebo ne. To, co nebudete schopni udélat, bude vyfesit uve-
dené problémy kanonickou metodou popsanou predem, tj. pravitkem
a kruzitkem v pfipadé prvnim a Turingovym strojem v pfipadé dru-
hém. Ze stejného pozorovani prameni i HilbertGv optimizmus v otazce
fesitelnosti kazdého matematického problému, ktery trval i po objevu
Godelovych vét, tj. urcité jimi nebyl znehodnocen, ale upfesnén: axio-
matizovat aritmetiku se ndm nepodafi v rdmci axiomatickych systémi
s piili§ azkym (rekurzivnim) pojetim efektivity.

Pointa tohoto vykladu je, Ze nejlepsi prosttedky, jimiz disponujeme
v danou chvili (pravitko a kruzitko, deduktivni diikazové systémy, Tu-
ringav stroj a dalsi) spolurozhoduji o tom, co je a co neni. A jelikoZz jsou
tyto metody tim nejlep$im, co mdme po ruce v dany moment, jsou také
omezené, a tedy (vyhledové) nahraditelné. To ale plyne jiz z jednodu-
chého faktu, ze vysvétleni musi byt v néjakém smyslu jednodussi nez
to, co s jeho pomoci vysvétlujeme.

Co se tyc¢e diagondlniho argumentu, obecny zavér, piedvedeny
jiz Wittgensteinem," je relativné pfimy: Je nevhodné a matouci fikat,
Ze existuje vice redlnych ¢isel nez ptirozenych, kdyz jediné, co de fac-
to mame v ruce, je postieh, Ze jsou jejich jména uzivéna rtzné. Tento
vhled se bezesporu nejspis skryva i za Brouwerovym ranym rozhod-

4 Rekové piirozené nedisponovali pojmem realného ¢isla, ani neztotoznovali

proporce, tj. poméry veli¢in, s body na pfimce, coz je teprve zasluha Descar-
tova, pro nase tcely je ale tato ahistoricka mluva uspokojiva.

15 Wittgenstein (1956, 132).
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nutim specifikovat kontinuum jako spocetné nedokoncené'® v tom smyslu,
ze pod hrozbou paradoxu nemtze tvofit uzavienou, schematicky da-
nou totalitu. Neni statické, ale svobodné rozvinutelné mnoha sméry,
jez zavisi na fazich definovanych dfive. Jelikoz kazda z téchto fazi je
evidentné spocetnd, je spocetny i cely systém, tentokrate ale v jiném,
nedokonceném smyslu. Opustén Brouwerem tento koncept kontinua
rozpracoval Lorenzen v jeho operativni matematice.” Vyhoda tohoto
pristupu je, Ze necini kontinuum nezavislé na jazyku obecné, ale jen na
jazycich vymezenych piilis tizce, jako napt. ve Fregovych Grundgesetze'
¢i v teorii rekurze.

4 Rekurzivni analyza

Pozoruhodné je, Ze i v pfipadé téchto omezenych jazykt je mozné
zavést smysluplnou koncepci kontinua, kterd je v souladu se ,zdra-
vou” ¢asti Cantorova argumentu. Staci jen vyuzit skutecnosti, Ze i sche-
maticky dané nekone¢no nemusi byt efektivné kontrolovatelné. To je
ve skute¢nosti rovnéz Brouwer@v postfeh, na némz zalozil sviij ttok
na principy klasické logiky: i kdyz se omezime na posloupnosti dané
zakonem, nemusime byt jesté schopni efektivné rozhodnout, zda jsou
dva réizné zakony jménem ,téze” funkce, nebo ne, jednoduse proto, ze
jsou piislusné priibéhy hodnot nekonec¢né. Jestlize jej tedy interpretuje-
me efektivné, pak princip vylouceného ttetiho pada.

Brouwer sam ovsem tuto moZnost pIné nevyuzil a zdhy vynalezl
kontinuum vlastniho stfihu, ovladané principem ,volného vybéru”.
Jeho vybérové posloupnosti, napt. ta, generovand hazenim kostky,
jsou z definice nejen nekontrolovatelné efektivné, ale nekontrolovatel-
né vibec.” Tento tah vysledné pfiblizuje Brouwertv zdkladni postoj
postoji Cantorovu vice, nez by si kdokoli z nich byl ochoten pfiznat,
a naznacuje, ze v dusledku mohou byt intuicionismus a platonismus
dvé strany téze mince, lisici se jen na verbalni roviné. V kontrastu s tim
je vychozi bod tzv. rekurzivni analyzy podstatné skromnéjsi a také nos-
néjsi, co se plauzibility a transparentnosti vysledka tyce.

16 Viz tfeba Brouwer (1907, 149).

7 Lorenzen (1955).

8 Frege (1893/1903).

¥ K tomuto tématu srov. Wittgenstein (1964, §179).
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Totalita vSech ddstecné rekurzivnich funkci je schematicky dana v tom
smyslu, Ze mtze byt generovana strojem stejnym zptisobem jako pfiro-
zena Cisla nebo spravné utvorené formule predikatové logiky. Abych
byl konkrétnéjsi: Nejprve mame néjakd (jména) pocate¢nich funkci, totiz

(O) konstantni funkce O(x) =0,

(S)  naslednické funkce S(x) =x +1, a

(P)  projektivnich funkci f(x,, ..., x,) = x; pro kazdé j takové, ze
1<j<n.

Tim méame induktivni bazi. Pak nésleduje troji induktivni krok: Mame-
-li jiz néjaka (jména) cdstecné rekurzivnich funkci, mtizeme z nich dalsi
ziskat

(1)  skladanim f(x,, ..., x,) = h(g,(X;, ..., X)r-- s Gu(X1s ---r X)),

(2)  primitivni rekurzi f(x,, ..., x,, 0) = g(xy, ..., X,), f(Xy, ..., X,

y+1)=h(x, ..., x, v, f(x;, ..., X, ¥)), a
(3)  minimalizaci f(x,, ..., X,) = py(g(xy, ..., X, y) = 0).

Notace py znamena, ze funkce f ma jako hodnotu nejmensi y takové,
ze g(x,, ..., X,, y) = 0; neexistuje-li takové y, ziistava funkce f nedefino-
vana v (x,, ..., X,). Tatdz definice bez minimalizace vede ke tfidé vsech
primitivné rekurzivnich funkci. Ty jsou ocividné totélni, ale nevycerpavaji
,prirozenou” mnozinu vech algoritmicky pocitatelnych funkci, jak Ize
demonstrovat napt. na tzv. Ackermannoveé funkci nebo vyse uvedenou
diagonalizaci seznamu p,, p,, ... vSech primitivné rekurzivnich funkci.
Vyse podana definice, tj. véetné minimalizace, pokryva také irsi po-
jem efektivni funkce, a to ¢isté schematickym zptisobem, tj. o tom, zda
je vyraz nazvem takovéto funkce, miize rozhodnout stroj. Negativnim
vysledkem této schematizace je ¢astecnost. Z tfidy vSech caste¢né re-
kurzivnich funkci jsou vydéleny tzv. (obecné) rekurzivni funkce jako ty,
které jsou totdlni, tj. dodate¢nou sémantickou podminkou.

Diky jejich schematické ¢i syntaktické charakterizaci lze ,vytvorit”
seznam vsech ¢aste¢né rekurzivnich funkci. Tato praktickd ¢i preteo-
retickd vycislitelnost je déle identifikovana s tzv. rekurzivni spocetnos-
ti ¢i spocetnosti prostiednictvim rekurzivni funkce, kdy neprazdnou
mnozinu nazveme rekurzivné spocetnou tehdy, tvoti-li obor hodnot néja-
ké obecné rekurzivni funkce. Ve vy¢isleni v8ech ¢astecné rekurzivnich
funkci jsou ¢isté z definice obsazeny vSechny obecné rekurzivni funkce,
a tvofi tedy rovnéz totalitu spocetnou v Cantorové smyslu, v némz je
podmnozina spocetné mnoziny spocetna. Ale v naSem algoritmickém,
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vypocitatelném smyslu, je tato vydislitelnost jenom fiktivni, protoze
neexistuje efektivni zptsob, jak oddélit totalni funkce od netotalnich,
presnéji feceno: rekurzivni funkce jsou (rekurzivné) nespocetné.

Zkoumame-li jadro tohoto teoretického zvratu - promény absolutni
nespocetnosti v nespocetnost rekurzivni -, vidime, Ze spo¢ivéa v tom,
Ze usporadani kardinalit je definovdno negativné jako neexistence jisté
funkce:

Card(A) < Card(B) tehdy a jen tehdy, kdyz existuje jedno-jedno-
zna¢na funkce z A do B, ale ne z A na B.

Na prvni pohled se tedy jedna o jakousi verzi Skolemova paradoxu,
jenz pfestane byt paradoxem, uvédomime-li si, Ze to, co je a co neni
funkci, neni pfirodnim faktem, ale né¢im, co zavisi na nasi definici.
Omezeni na rekurzivni funkce navic dava jisty pfirozeny smysl, jenz
jde zpét k ptivodnimu vyznamu funkce coby algoritmické procedury:
nejsem-li néco schopen provést, tak to skuteéné neexistuje.

V ramci rekurzivni analyzy mtizeme nyni simulovat fadu Canto-
rovych a Brouwerovych vysledki na pevném, neontologickém zakla-
dé. (Rekurzivni) nespocetnost kontinua nemaé tentokrate nic do ¢inéni
s jeho ,velikosti”, ktera je zjevné spocetnd v Cantorové smyslu, diky
¢emuz pak nemizeme zopakovat jeho argument pro existenci vétsich
a vétsich kardinalit. Nedostdvame se tak nikdy mimo sféru pojmenova-
telnych entit.

Co se tyce Brouwerovych vysledk®, mame zde zcela uvértitelny pro-
téjsek k jeho origindlnim, i kdyz mirné ,$ilenym” ditkaztim vét typu
,kazda totdlni funkce na kontinuu je (lokalné) stejnomérné spojita”
nebo jeho korolaru, ze

kontinuum je nerozdélitelné, tj. nemtize byt (efektivné) rozdéleno
na dvé neprazdné casti.
Rekurzivni alternativou k nému je, mozna piekvapivé, jedna ze zé-
kladnich vét teorie rekurze, tzv. Riceova véta, ohlasujici, ze
kazda neprazdna vlastni podmnozina mnoziny vsech ¢astecné re-
kurzivnich funkci (minéno sjednoceni vsech ekvivalen¢nich tfid je-
jich jmen) je nerozhodnutelna.
Té klasicky odpovida tvrzeni, ze

kontinuum je souvislé, tj. neni to sjednoceni dvou disjunktnich ne-
prazdnych otevienych mnozin,
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které se obvykle povazuje za teoretickou aproximaci Aristotelova
slavného popisu spojitosti jako koincidence hranic dvou véci, které se
dotykaji.*® Na pozadi variability pojm, jimiz dnes disponujeme - jako
hustota, souvislost, kompaktnost, tplnost (vici usporadéani a metrice)
atd. - to ale nedava zadny smysl. Vidime jen, Ze kontinuum ¢i spojitost
nejsou né¢im bezprostfedné danym, v intuici ¢i ¢isté praxi (jak by fek-
li nasledovnici Wittgensteina), ale ztélestiuji mix rznych teoretickych
a praktickych ohled® a omezeni, nepfedvidatelnych pfedem.

5 Richardlv paradox

Na zavér aplikuji nékterd z pozorovani, ktera jsem zde o redlnych
¢islech udinil, v 8ir$im ramci filosofie jazyka a filosofie viibec, a to ve
vztahu k tzv. sémantickym paradoxtim, zvlasté tém, které jsou spja-
ty s redlnymi ¢isly a Cantorovym diagonalnim argumentem. Jde mi
pfitom o obecny vztah vyrazu a jeho vyznamu, v nasem piipadé tedy
jména k pfedmétu, ktery pojmenovava ¢i denotuje, a zptsobtim, jimiz
je tato denotace, obdafeni vyrazu vyznamem zjednana. V tento oka-
mzik nemam ani tak v tmyslu rozvijet Wittgensteinovo tvrzeni, zZe je
Fregovo ztotozilovani vyznamu jména s (abstraktnimi) objekty - zvlas-
té v oblasti matematiky - zavadéjici a nepfipadné, i kdyZz s nim ramco-
vé souhlasim, ale jde mi spiSe o postieh, ze vztah vyrazu a vyznamu
nemftize byt modelovan ¢isté staticky, po vzoru oznac¢ovani muzejnich
exponatt stitky, nebo knih katalogiza¢nimi signaturami, na jejichz syn-
taktické formé samotné v né&jakém ohledu pozname, zda denotuji ¢i
nikoli. Vychodiskem mi k tomu bude tzv. Richardiiv paradox:

Uvazme mnozinu E v8ech kone¢né definovatelnych redlnych ¢isel
a vytvofme jméno diag aplikaci Cantorovy diagonalni konstrukce
na ¢leny E. Cislo pojmenované diag by nyni mélo byt v E, protoze
diag je konec¢né, ale na druhou stranu by tam byt nemélo, s ohledem
na to, jak bylo zkonstruovano.

Ma teze je, Ze kofen téchto antinomii nelezi v jejich autoreferenc¢ni struk-
tufe nebo né¢em podobném, ale pravé ve zplisobu, jakym se v nich za-
chézi s nevyslovenymi pfedpoklady o pojmenovavani ¢isel ¢i pojmeno-
vavani obecné, jak to Wittgenstein rozvedl jiz ve svém Tractatu,* podle
néhoz napt. Russelltiv paradox v ptivodni verzi aplikace néjakého pre-

2 Viz tfeba Gericke (1984, 107 - 108).
2 Viz Wittgenstein (1922, §3.323).
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dikdtu na sebe sama opomiji, ze vyskyt téhoZz typografického znaku
jesté neznamend tentyz vyznam. Ten se projevuje az v réiznosti uziti,
napf. pravé znaku uzitého v odkazu k néjakému subjektu a v prediko-
vani néjaké vlastnosti. Zdéanlivé paradoxni véta

Cerny neni ¢erny

muze byt takto rozkédovéna jako smysluplné upfeni vlastnosti tmavé
pleti osob& jmenujici se , Cerny”.

V aplikaci na Richardiv paradox nejprve cely argument pomocné
rozdélim do ¢étyt krok:

1) Mame jazyk nad néjakou fixni sadou znakti, feknéme vsech zna-
k@ néjakého konkrétniho psaciho stroje.

2) Fixujeme néjaké , abecedni” poradi téchto znaki, coZ ndm umoz-
ni usporadat v fadu vSechny jejich mozné kone¢né posloupnosti.

3) Prochazime tento seznam a vyskrtavdme vsechny vyrazy, které
nedefinuji nebo nepopisuji redlné ¢islo.

4) Nakonec dostaneme vy¢isleni (d,),.y vSech jmen redlnych ¢isel,
kterd jsou k dispozici v daném jazyce, a tim padem i vycisleni
(d)nen VSech redlnych cisel definovatelnych timto zptsobem,
kdy d, (tedy znak tistény tucné) je to, co je oznacovano vyra-
zem d,. Jméno diag:=,diagonalni ¢islo vytvofené k (d,),.\” ale
neoznacuje, z definice, Zddné z ¢isel (d,),.., @ nemize byt tedy
v (d,),cns kam ale, na druhou stranu, patii.

Body 1), 2) se mohou zdat zcela neskodné a neproblematicky akcepto-
vatelné v pfipadé jednoduchych ¢ umélych jazyki. Paradox nicméné
svoji silu ¢erpa pravé z aplikace na jazyk pfirozeny. Zde si je ale tie-
ba uvédomit, zaprvé, Ze existuje mnoho pfirozenych jazyk s mnoha
riznymi abecedami, kdy o zddné z nich nejsme s to fici, Ze je nejza-
zcela svobodné a neomezené rozsifovat o dalsi znaky, napt. @, $, # atd.
Tohle neni ovSem nijak origindlni pozorovani: Zermelo nap¥. oznacil za
pri¢inu paradoxu pravé myslenku, Ze Ize kazdy (matematicky) pojem
reprezentovat prostfednictvim pevné sady znakt. Podle ného se pra-
vé tato teze skryva za fenoménem skolemismu, tedy preferovanim pr-
voradovych jazykt, jak se to od Skolema, ale pfedevsim Godela, stalo
zvykem.” Predpokladejme ale, Ze ndm toto omezeni nevadyi, tj. Ze psaci
stroj pro nase ucely postacuje a piejdéme k bodu 3.

2 Viz Zermelo (1932, 85 - 88).
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Pak je zfejmé, ze pfi prichodu nasim seznamem, pfi némz skrtame
vsechny nevhodné vyrazy, dfive ¢i pozdéji narazime na vyraz diag,
neboli diagonalni ¢islo vytvorené k (d,),.x-

Paradox vznikd pravé proto, ze diag vypada jako jméno ¢isla de-
finovaného skrze referenci k posloupnosti (d,),.n. A tak tomu také je,
jakmile je tato posloupnost vytvorena, tj. poté, co byly vSechny nepat-
Ficné vyrazy vyskrtany. Pointa naseho vykladu spociva v tom, Ze po-
dobné jako v pfipadé vyrazu ,tato kocka” zavisi to, zda je vyraz diag
skute¢nym jménem, tj. jménem néceho, na kontextu uziti, tedy na pre-
supozici, ze se v piislusném (logickém) prostoru nachazi néjaké po-
sloupnost (nebo kocka). Jelikoz pii vytvareni posloupnosti (d,), .y tato
posloupnost pfirozené jesté neexistuje, vyraz diag musi byt vyskrtnut,
coz fesi paradox. Obecnost tohoto feseni, specidlné tedy jeho nezavis-
lost na néjakém jednoduchém vzorci (napf. vytvoreni néjaké hierar-
chie jazyk) se stane oc¢ividnéj$i, uvédomime-li si, Ze nap¥. vyrazy jako
,padesaty ¢len posloupnosti (d,),.\", které také referuji k posloupnosti
(d,),cny mohou stile néco znamenat v zavislosti na své pozici v pa-
vodnim vy¢isleni, tedy pfedtim nebo poté, co byl nalezen padesaty (¢i
m-ty) ¢len (d,),.y. DGvodem samoziejmé je, Ze neodkazuji k celé po-
sloupnosti (d,),.\, ale jen k jejimu koneénému fragmentu.

V nasem ¢teni tedy paradox prameni z toho, Ze o jménech a smyslu-
plnych vyrazech uvazujeme pfili$ zjednodusené, na bazi jednoduchych
syntaktickych kritérii. Ale jméno neni v prvni fadé syntaktickd, nybrz sé-
mantickd kategorie, je to jméno néceho, a diagonalni argument ukazuje
tolik, Ze otazka existence pfislusné reference neni casto zalezitosti ¢isté
povrchovych gramatickych kritérii, tedy néc¢im, co mize nap¥. ovéfit
stroj.

6 Zaver

N&$ zavéreény argument je prirozené velmi podobny tomu pro
(rekurzivni) nespocetnost rekurzivnich funkci. Tentokrate ale nezpo-
chybriujeme nasi (kone¢nou) schopnost rozpoznat vyraz jakozto jméno
néceho (nekonecného co do povahy), ale zpochybriujeme nezéavislost
reference (vyznamu) vyrazu na kontextu, uréeném tim, co jiz bylo a co
jesté nebylo definovano. Této indexické kvalité slov jsme si lehce pfi-
vykli v pfirozeném jazyce ¢i svété, ale jesté ne ve svété matematiky,
jenz je obvykle povazovan za totalné nezavisly na prostoru a ¢ase coby
formami ndzoru svéta prvniho.
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V rozporu s touto atraktivni, i kdyz povrchni predstavou jsme uké-
zali, Ze mlizeme mit zcela plauzibilni teorii kontinua, které ve své for-
mé vzdy zavisi na tom, co bylo zcela libovolné zkonstruovano dosud,
tj. k danému ¢asovému okamziku. Aby ale nedoslo k nedorozuméni, to,
co ted’ fikdm, nema byt nic kontroverzniho, typu, Ze matematika spoci-
va na nazoru ¢asu nebo je do ni zapotiebi zakomponovat néjakou dy-
namiku. Pravé aby toto podezfeni nevzniklo, a také pro jisty kontrast,
jsme zminili i konceptualné statické metody rekurzivni analyzy. Pro
to, co jsme se snazili ukazat, je kazdopadné vyznamné, Ze v plynoucim
svété nasi zkusSenosti neexistuje nic absolutné stabilniho, tj. kazda sta-
bilita je vzdy jen relativni k nasim schopnostem rozpoznani rtiznych
véci jakozto stejnych v néjakém ohledu. To, co vola po zodpovézeni,
je ptirozené otdzka, v jakém smyslu jsou véty matematiky stabilnéjsi
nezli véty jinych disciplin. Tady ndm ale docela dobie poslouzi stara
dobra odpovéd: matematika je produktem naseho rozumu, a tedy pod
jeho vylu¢nou kontrolou.

Zaroven by mélo byt zfejmé, Zze nemame nic proti Cantorovu ar-
gumentu pro nespocetnost kontinua, ani jeho zobecnéni, v némz se
argumentuje pro existenci vyssich mohutnosti. Jen je odmitame pova-
Zovat za nutnosti nebo fakta rozumu, s argumentem, ze nic takového
v absolutnim slova smyslu neexistuje. Existuji pfirozené relativni nebo
transcendentédlni nutnosti, jako jsou pravdy matematiky vaci pravdam
fyziky v Kantové systému, nebo pravdy logiky vii¢i pravdam matema-
tiky v systému Fregové. Cantorovu teorii mnozin $lo v jeji ptivodni,
rudimentarni podobé topologie redlné osy povazovat za apriori Weier-
strassovy analyzy. Ve formé obecné teorie mnozin se z ni ale stal jisty
druh fikce, zvlasté proto, ze ztistal nevysvétlen klicovy pojem mnoZi-
ny, tj. neni jasné, pres co v ni vlastné kvantifikujeme, na rozdil napf.
od (neaxiomatické) aritmetiky, v niz je kvantifikovany obor vymezen
¢isté schematicky skrze posloupnost 1, 2, 3, ..., ¢i (neaxiomatické) ana-
Iyzy, v niz néjakym (ne nutné schematickym) zptisobem popiseme, co
je redlné cislo. Teorie mnozin tak ve vysledku, na rozdil od aritmetiky
a (rekurzivni) analyzy, nedisponuje jasnym preaxiomatickym pojmem
pravdivosti, a je tedy zcela zavisla na pfislusnych axiomatizacich. Tim
padem je dost pravdépodobné, Ze problémy, jako je hypotéza konti-
nua, nejsou nerozhodnuté jen k danému okamziku (jako napt. Goldba-
chova domnénka), ale nerozhodnutelné viibec, a to nikoli proto, Ze by
toto jejich feseni prekracovalo schopnosti lidského rozumu, ale ze jsme
jednoduse do celé véci neinvestovali tolik, abychom mohli dostat zpét
vse, co chceme.
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