LOGICISMUS A MODERNI LOGIKA
Vojtéch KOLMAN

Reviewing the beginnings and the further development of logicistic
idea I am mainly focusing on the tradition of Frege and Russell, 1. e.
the traditton which was 1 the closest relationship with the enterprise
of modern logic. I am trying to assess its connections to other
wlogistic™ programs such as Dedekind’s structuralism or Peano‘s
axiomatism, to underline its specific features and the share in the
success of modern logical semantics, including both its substantial
contribution and limitations.

Stewart Shapiro ve své knize o logikdch vyssich fada' prehledng schematizo-
val déjiny vzniku moderni logiky, kdyZ v ni rozlisil étyfi tradice, z nichZ
vzesla, a to (1) algebraickou, zaloZenou Boolem, rozvinutou De Morganem
a Jevonsem, ve svém zenitu pak spjatou se jmény Peirce a Schrodera, (2)
axiomatickou, kterd — s kofeny sahajicimi aZ k Euklidovi — byla znovuoZivena
Dedekindem a Peanem, aby se posléze v Hilbertovych rukou stala samostat-
nym programem, ddle (3) tradici logicistickou, redukujici matematiku na
logiku, tradici Frega a Russella, k niZ moZna patii i ranny Wittgenstein,’
a konetn€ (4) reorii mnozin, od pocitku usilujici o to stit se ontologickou
bdzi celé matematiky.

K tomuto rozliSeni je ovSem tfeba pfipojit rozli¢nd addenda, kterd zatim
jen letmo naértnuté hranice zjemni. Zadnéme prvni z tradic, tj. algebraickou
Skolou. Ta jako jedind a nejstar$i nebyla reakci na krizi matematickych
zakladd, ale vznikla jako rozvinuti Leibnizem anticipované analogie ,,zdkonil
mysleni* a ,,zdkoni poditani“,® dstici v konstrukei kalkuld, poétd, které apli-
kovdny na urcité formule matematického & nematematického diskurzu dovoli
tyto po vzoru aritmetickych algoritmi transformovat na véty jiné a slouZi tedy
jako ndstroj mechanického vyvozovani dsudkid. Diraz na symbolické metody,
tedy védomi vyznamu funkénf notace, sdili algebraici s ostatnimi tradicemt,
s vyjimkou teorie mnoZin, jejiz zakladatel choval vidi ,,znakové feci logic-
kého kalkulu* znaény despekt.*

! Viz Shapiro (1991), s 175.

* Viz tfeba §6.2, Wittgenstein (1921)
? Srv. Boole (1854), kap. 1, §10.

* Viz Grattan-Guinness (2000), s 175
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Rozlidit je zde oviem nutno dvé ¢asti symbolického projektu, (i) expre-
sivni, usilujici o sémanticky plodné zachyceni obsahu uvaZovanych vét, pri-
marné vét matematiky, a (ii) dedukrivné-algoritmickou, soustfedici se na
,efektivni* feSeni tloh jistého typu. Ob& z nich byly nazyvéany logickymi,
a jak tradice boolovskd, rozvijejici druhou, tak peanovskd, rozvijejici prvni,
tihly ob&as k plantim, na jejichZ konci se méla matematika ukézat jako pouhd
&ast logiky.”

Jak ale Frege pfi srovnini vlastniho logicistického pldnu s vyse uvede-
nymi poukdzal, o logice - pfinejmensim v modernim smyslu slova — 1ze ho-
vofit aZ tam, kde jsou v soucinnosti ob¢ slozky,® a nepiitomnost explicitnich
inferen&nich pravidel v pfispévcich Peana a Dedekinda na strané jedné, a mél-
kost sémantické analyzy algebraikd, tradi¢né nerozlifujicich napf. mezi sub-
sumpci (2 je prvodislo) a podfazenim (prvoéisla jsou lichd), na strané druhé,
problematizuje jejich ,Jogické" programy, aniZ by tim samozfejmé doglo ke
znehodnoceni nespornych — a leckdy ekvivalentnich — logickych vysledkt
napfi¢ tradicemi, napf. soub&Zného objevu kvantifikace Fregem (1879),
Peircem (1883) a Peanem (1888).

V nisledujicich odstavcich bych se chtél struéng zamyslet nad tim, (i) jakd
byla vychodiska a specifika logicistické tradice raZené Fregem a Russellem,
tedy proudu, ktery byl v nejuz§im vztahu s objevem moderni vyrokové a pre-
dikdtové logiky, (ii) v ¢em souvisel s ,.logickymi* pldny ostatnich tradic a (iii)
jak velky byl jeho podil na utvafeni moderni logické sémantiky, tj. v em k ni
zdsadné pfispél a v Eem se ukazaly byt jeho limity.

Leibniz

Leibnizova povést prvniho pfedstavitele logicismu je stejné jako u jeho al-
gebraickych nésledovnikl z vétsi ¢asti zaloZena na divéfe, kterou vkladal do
symbolickych metod, jeZ jako jeden z prvnich presvédcivé hdjil vaci
kartezianské tradici ,,jasného a zietelného* coby subjektivniho, psychologic-
kého kritéria pravdy a spravnosti dsudku. Ke kazdé pravdé musi podle Leib-
nize existovat objektivni diivod, pro¢ je pravdivd. a timto diivodem, tvrdi,

® Viz Dedekindiiv Gvod k eseji Dedekind (1888) a mutatis mutandis Schroderiv ¢linek Schroder
(1898), s. 149, ovlivnény nejspfS prdvé Dedekindem. Pro podrobnosti srv. Grattan-Guinness
(2000). s. 249. Viz také Jevonsovo: ,,Tvrdim, Ze algebra je jen vysoce rozvinuti logika a €islo jen
logické rozliSeni. In Jevons (1879),s. 156

¢, Leibnizovskymi vyrazy miZeme fici: Boolova logika je calculus ratiocinator, ale Zidna lingua
characterica, peanovskd matematickd logika je predeviim lingua characterica, a mimoto také
calculus ratiocinator, zatimco mé pojmové pismo by mélo byt rovnocennym spojenim obou ™
Viz Frege (1897), s. 371.
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bude nakonec — po fad¢ syntaktickych transformaci — logicky princip identity,
tj. identity predikdtu s jednim ze znak® subjektu (gro$ik, tj. strakaty ki je
k). Hlasi-li se Frege v Begriffsschrift’ a posléze v Grundlagen® k Leibni-
zovi pravem jako ke svému pfedchtdci, ktery ,,rozpoznal pfednosti vhodného
zplisobu notace*’ a ktery analogicky tvrdil, ze u pravd matematiky je mozZné
jejich ptevedeni na logické pravdy,'® ¢inil tak vidy s vyhradou toho, Ze
Leibnizv plan byl piili§ fantastick§ a nepodloZeny Z4dnym zdafilym névr-
hem funkéniho kalkulu, aby mohl byt povaZovan za néco vic neZli jen
inspiraci, ¢ehoZ ndzornym dokladem je pravé Leibniziiv obasny skion
povaZovat viechny — nejen nutné — pravdy za dokazatelné z identit."

Fregova podoba logicismu je vyjadiena tvrzenim, Ze (zdkladni) véty arit-
metiky jsou analytické."” Ve tedy zavisi na vymezeni analytického. Kant, od
néhoZ rozdéleni vét na analytické a syntetické pochézi, definoval analyticky
soud jako ten, jehoZ predikit je obsaZen v subjektu, tedy jako Leibnizovu
logickou identitu (resp. zdkon sporu). Narozdil od Leibnize, pro né&jZ nutné
pravdy, pravdy z rozumu, pravdy pfedzkuSenostni — apriori — s pravdami
analytickymi splyvaji, a plati tedy rovnice

analytické = apriori,

v3ak Kant odmitl vyCerpat viechny nutné pravdy pravdami logiky a vedle
analytického apriori rozli§il i apriori syntetické, za jehoZ typicky a nezpo-
chybnitelny piiklad povaZoval pravé véty matematiky. Jako jeden z cild
svého logicko-matematického dila si Frege zvolil vyvriceni této Kantovy
klasifikace.

Je otdzka, zda takto formulovin je tento problém dnes jesté hoden néjaké

e

13 Y3

se nezvrhid spie jen ve hru s obsahem termint ,logicky®, ,.analyticky®,
»apriori® apod. — Jedinou a nejsofistikovangjsi logikou Kantovy doby byla
sylogistika, k matematickym dikazim zcela nevhodnd, a pfipocteme-li
k tomu historicky fakt, Ze ani nejvétsi logik po Aristotelovi — Leibniz — nedo-
kazal pfes Cetné verbdlni proklamace reformovat stivajici formalismus tak,
aby byl na matematiku aplikovatelny, lze pfedpoklad syntetiCnosti matema-

" Frege (1879).

® Frege (1884).

° Frege (1879),s. V

" Resp Ze je mozné pievést viechny nutné pravdy na identity. Viz Frege (1884), §15
1 Leibniz (1960), s. 204 Dile viz citit in Frege (1884).

2 Frege (1884), §4.
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tiky povaZovat za dostatecné ospravedinény. S Fregovym objevem nového,
neskonale silngjsiho apardtu, se situace pochopitelné zménila, a ve by mohlo
kon¢it $fastnym porozuménim ve stylu zavéreénych slov Grundlagen: ,.Kant
zjevn¢ podcenil hodnotu analytickych soudl — bezpochyby v disledku piilis
tzkého urceni tohoto pojmu, ackoli se zd4, Ze mu tanul na mysli zde pouZi-
vany Sirs{ pojem.“13

K pochopeni toho, Ze se za Fregovou logickou redukei skryva vic neZli
pouhd redefinice analytického — totiZ déle neZ sto let trvajici zapas o nepsy-
chologickou sémantiku — ndm poslouZ{ pravé jeho zafazeni do kontextu cild
a vykont ostatnich tradic, jak to ve své kmize o sémantické tradici davtipné
naértl Alberto Coffa.'

Cistj nazor

Podstatné pro pochopeni Kantovy filosofie je, Ze v jejim zdklad€ nestoji ani
tak novovéké (Leibnizovo) rozliSeni nutnych pravd rozumu oproti kontin-
gentnim pravddm empirickym,"® nybr mnohem star$i rozdil (1) nazorného,
konstruktivniho oproti (2) ¢isté pojmovému, diskurzivnimu.

V antice tento rozdil pfibliZn€ zachycovaly dva dikazové typy, totiZ (1)
epagoge, terminologicky pfedchiidce dneSni indukce (doslova pfedvedeni),
spo€ivajici v ndzorné demonstraci, jak ji zndme z Thalétovy metody dukazu
prekryvanim obrazct ¢i vyuky otroka v Platénové Mendnovi, a (2') apagoge,
dnedni dedukce, dfive uZivand ve vyznamu nepfimého ~ a tedy nendzorného
diikazu. Nebylo tomu vsak tak, Ze by prvni byl vyhradni doménou matema-
tiky, zatimco druhy logiky — objev nesouméfitelnosti byl napt. zndm jak ve
své podobé epagogické (na pentagramu), tak v apagogické varianté (necht’ lze
uhlopficku jednotkového <&tverce vyjadfit pomérem dvou nesoudélnych
celych &isel),'® z Geho? lze piedevsim seznat, Ze davno pied Aristotelem exis-
tovala na logice nezdvisld praxe matematického — neschematického —~ dikazu.

Schematické usuzovéni nebylo také plvodné nédstrojem matematiki, ale
sofistll, ktefi logickych pravidel vyuZivali k vyvozovdni zavéri nesmysl-

3 Frege (1884), §88
" Viz Coffa (1991)

¥ U Leibnize jsou to vérués de raisonnement contra vérités de Sfait, w Huma relations of ideas
a matters of fact

' K rozboru antického uZiti terminit ,apagoge" a .epagoge’ a jeho porovnani s modernimi
metodam indukce, dedukce a pfimého ¢i nepiimého dikazu srv Fritz (1971).
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nych'” & néjak odporujicich b&Zné zkuSenosti (typickymi byly argumenty
eleatské Skoly, napf. Xenofantv ,,dikaz" véEnosti boha, Parmenidem zobec-
nény v prosluly argument pro neexistenci zmén.) JiZ tehdy byl tedy anticipo-
vin Brouwerem exponovany konflikt mezi matematikou jakoZzto Cinnosti per
se, Zijici ptedeviim z konstrukci, a logikou, operujici vyhradné na drovni
pojmil, bez jakéhokoli vztahu ke zkufenosti. V sile dirazu, ktery na tento
rozdil kladl, je Brouwer Kantovym dédicem.

Kant, jak zndmo, rozdélil objektivni reprezentace na pojem a ndzor, s ro-
zumem resp. smysly jakoZto jejich zdroji. Jak jsme jiZ fekli, narozdil od Leib-
nize viak nenechal pravdy rozumu, pravdy nutné vyerpat t€émi, které se za-
kl4daly na logice, konkrétné na principu identity (pojmu), jenz nazval princi-
pem analytickych soudil, od nichZ pak odlidil na logiku neredukovatelné véty
matematiky, které se tak vedle toho, Ze jsou nutné (apriori), automaticky staly
syntetickymi. K zdsadnimu obratu, upozoriiuje Coffa,' ale doglo az v dal¥f
fazi, totiz v hled4ni a kone¢ném nalezeni jednoticiho principu syntetickych
soudu.

U empirickych souddl, o néZ resp. o podminky jejichZz mozZnosti $lo Kan-
tovi pfedevidim, nejprve osvicen& usoudil, Ze mohou vzniknout aZ spojenim
obou typi reprezentaci — tedy pojmu a nazoru.' Tim piekonal jak radikdlni
empirismus, jenZ chce vie pojmové odvodit z konkrétni zkudenosti, tak racio-
nalismus, postupujici opaénym smérem. Poté vSak pfikrocil k ndsledujicimu
zobecnéni: jsou-li analytické soudy zaloZeny na pouhém srovnini — analyze -
pojmil v souladu s principem identity (princip analytickych soudi), musi
u soudil syntetickych piistoupit k pojmu (subjektu) jesté néco jiného (X), na
gem se ukdze, Ze predikét, aé v subjektu neobsaZen, pfece mu ndlez{.”* Tuto
tezi prohldsil Kant za onen kyZeny ,.nejvy3§i princip syntetickych soudd™
s tim, Ze tilohu nezndmé X bude hrét ndzor. U soudd empirickych, tj. syntetic-
kych aposteriori, nevznikl problém, byly tu viak prdvé ,objevené” soudy
syntetické apriori, u nichZ je vyloueno, aby ono bezpodminetné X bylo
empirické povahy. — Jako fefeni této podivné rovnice Kant postuloval tzv.
cCisty ndzor (reine Anschauung, pure intuition).

17 Treba: Tento pes je miij. Tento pes je otec. Ergo. Tento pes je mij otec ; Cos neztratil, mas.
Neztratils rohy. Ergo: Mas rohy.

8 Coffa (1991),s 17-19
¥ Kant (1992), ASO/B74
0 Kant (1992), AS.
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Formalni a materialni pojmové pravdy

Vyvrécen{ toho, Ze néco jako &isty ndzor, intuice hraje a hrdla kdy ve véds
vilbec né&jakou roli, bylo podle Coffy od pogitku vice &i méné zietelnym
cilem tzv. sémantické tradice a tim i vech jmenovanych proudt, které se po-
dilely na vzniku moderni logiky. Chyba, které se v jejich o¢ich Kant dopustil,
spoCivala v tom, Ze za pojmové (analytické) pravdy, pravdy ze znalosti
(analyzy) pojmi, povaZoval jen véty stavéjici na znalosti n&kolika milo
pojmti logickych, jako je napf. spojka ,.a“ ve vété

Jje-li néco strakaté a je-1i to ki, pak je to strakaté,

a zbytek zaloZil na intuici. Je-li ale jednou strankou logickych pravd to, Ze se
opiraji o logické pojmy, ptd se vymluvng Coffa, nenf druhou, komplementarni
a v otdzce Cist€ pojmovych pravd tou relevantngjsi, Ze obsah pojm@ dalSich —
a vlastn€ jejich vétsiny (kaii, strakaty, ...) — ignoruji? Nevylou¢il Kant moZ-
nost, Ze by i ostatni nutné pravdy mohly byt pravdy pojmové, byt ne zaloZené
na logickych pravidlech a definicich, nybrZ na onom velkém zlstatku pojmo-
vych zdrojd, aZ p#ili§ rychle? UvaZzme motivaéni piiklad:

Pravdivost véty

viichni grosaci jsou strakati
je zaloZena pouze na definici
x je groSak iff x je strakaty a x je ki,

tj. nenf diivod ji empiricky verifikovat, vlastng ani znit obsah uZitych vyrazi
(strakaty, kiift) — je pouhym diisledkem jazykové konvence, notaéni zkratky.
Oproti tomu véta

lvi ne§tékaji, ale fvou

neni disledkem zcela libovolné jazykové konvence, zku$enosti ji viak jedno-

duSe takeé falsifikovat nelze — fev urgitého lva se v mnoha pifpadech mize

Stékotu uritého psa podobat vice, neZli fvu jinych 1v{, presto tvrzeni véty:
tento lev nefve, ale §t&k4

neddvé spiSe dobry smysl, neZ aby bylo hned nepravdivé. Diivodem pravdi-

vosti takovychto vét je totiZ norma, pravidlo uZitf jistych (empiricky zavede-

nych) pojmil, které se — narozdil od prosté definice — nejprve néjak osvédéilo

Vv (napasovalo na) praxi jazykového zvladani svéta. kterou lze samozfejmé
podle potieb zménit.
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Vybizi se nyni oba typy pojmovych vét terminologicky odlisit; ndsledu-
jice Lorenzena nazyvejme prvni z nich analytickou formdiné, druhou ana-
Iytickou materidlné' Za lepsi pfiklad druhé z nich nim mohly poslouZit
napf. véty

Jje-li Praha zdpadné& od Pardubic, jsou Pardubice vychodné od Prahy,
¢i Je-li tento mi€ Cerveny, nemiZe byt zeleny.

RovnéZ zde by piisobil absurdné ten, kdo by jel tyto ,,skuteénosti“ ovéfovat
na trat’ Praha-Pardubice ¢i ndv§tdvou obchodu s malifskymi potiebami.
K uchopeni jejich pravdivosti viak nestaéi pouze znalost pojmi logickych &
definic, vztahujicich se k jazyku, ale pravidla uZiti (gramatika) t&ch pojma,
které slouZi k spolecné orientaci v prostoru a k popisu toho, jak vypada.

Toto vie samoziejmé neslouzi jako argument proti Kantovi, ktery by mohl
snadno oponovat, Ze ve viech vySe uvedenych materidlnich soudech je néjakd
intuice skryta: podstatné bude ukazat, Ze tam, kde Kant vidél intuici jako
nezbytnou a nepochybnou, ji bylo moZné nahradit vhodnym pojmovym rdm-
cem, zvlast€ kdyZ sama nedokdzala byt spolehlivim a jednoznaénym arbit-
rem pravdy. Mistem, kde ,,Cisty ndzor selhal zvl4§té markantné a kde byla
pojmovd strategie poprvé Uspésné aplikovana, byla matematickd analyza.

Konceptualismus

Kalkulus, jedna z nejispé$néjsich matematickych disciplin nového véku, byl
produktem dvou tradic — ostrovni, zaloZené Newtonem a protkané kinematic-
kymi prvky, a kontinentdlni, Leibnizovy, vyuZivajici pojmu nekonetné ma-
l1ého a geometrickych pffmérﬁ.22 V dobg, kdy Kant objevil €isty ndzor ¢asu
a prostoru, na nichZ jako na skdle méla byt zaloZena kontrukce aritmetickych
a geometrickych predmétd, se jiZ ale zaCaly objevovat prvni pfiznaky krize —
totiZ rozliéné paradoxy® — a také prvni pokusy o reformu. Tak jako Rekové
pfi prvni matematické krizi, totiZ objevu iracionalit, utekli od aritmetiky

! Lorenzen (1984), s. 61.: ddle Stegmiiller (1968), s 292

¥ Napt. diferencidl, tedy to co dnes chdpeme jako odhad piirtstku, definoval Newton jako
samotny pfiristek proménné veliiny v ¢ase tak malém, jak je to jen moZné; Leibniziv zdpis
integrdlu [ydx byl minén doslovné jako suma (/ = s) nekoneéns malych obdélnika pod kfivkou
apod
* Nap# v soudtech nekoneénych fad jako

A-D+(1-D+(1-1)- . =0 = 1+(-1+D+(-1+1+ =1

a s nekoneénem viibec.




250 Vojtéch KOLMAN

ke geometrii. vyhlasil koncem stoleti Lagrange postup zcela opacny — algeb-
raizaci analyzy. V dvodu k jeho Méchanique analitique také nachizime
slavnou vétu: ,,V této knize nenajdete 74dné obrazce.“* Skuteény krok vpred
na cesté k rigoréznimu kalkulu pfineslo s sebou aZ dilo Bernarda Bolzana.
Ten se odpocétku netajil pochybnostmi, zda je pojem ,.Cistého ndzoru® viibec
konzistentni, a brzy zasadil jeho zastdncim v analyze té€Zkou rinu, kdyZ po-
psal spojitou funkci nederivovatelnou v Zddném bod€. Tim nejpodstatnéj$im
ale bylo, Ze dikladnymi definicemi (limity, konvergence, ...) dokédzal vytvofit
dostate¢né bohaty pojmovy rdmec pro bezpecné odvozovani teorémi, a to i
takovych jako je véta o mezihodnots,” které by Kant povaZoval za nedokaza-
telné — protoZe bezprostiedné evidentni.

Vytésnéni geometrie prostfedky vysoce rozvinuté aritmetiky, na némz se
postupné€ podileli Cauchy, Weierstrass, Dedekind a Cantor, mé€lo z hlediska
proti-intuicionistické koncepce analyzy jeden nedostatek ~ a tim byla aritme-
tika sama. Zbyvalo ukizat, Ze ani ona nepotfebuje jinou neZli pojmovou
oporu. V této Coffou navrZené perspektivé se nyni postava Gottloba Frega,
a s ni i celd logicistickd tradice, ukazuje byt pfedevsim dalsim, i kdyZ zdaleka
ne poslednim krokem na cesté ke konceptualizaci matematiky, ¢i jesté
obecnéji — na cesté k nepsychologistické sémantice.?

Pojmové pismo

Ackoli Kantova pfedstava o tloze prostorové intuice v dikazu geometrickych
vét (Euklidovské geometrie) byva tu a tam akceptovdna jesté v dnes$ni dobé,
nelze totéZ fici o jeho ndzorech na postaveni ¢asu v aritmetice. V matematice
bylo ddvno pfed Kantem zvykem hovofit o algebraickych metodach jako
analytickych (Descartova analytickd geometrie), zatimco metody geometrické
byly oznadovany jako syntetické. Byl tu vSak stale vliv britské (kinematické)
tradice, od niZ se Kant kalkulu naucil, a my$lenka posloupnosti pfirozenych
¢isel jakozto konstrukce v €ase.

Je tedy zvlaste vymluvné — a potvrzujici ndmi sledovany vyklad — , nalé-
zame-li hned v tivodu Fregovy Begriffsschrift problém logické charakterizace
pojmu (obecné) posloupnosti v fadé jakoZto prubiisky kdmen a vlastni déivod
konstrukce nové logiky, zahrnujici plné kalkulizovany systém predikdtové

2 Viz Grattan-Guinness (2000), s. 16.
* Ta Hk4, ze Je-1i funkce f spojitd na intervalu [a, b], a fla) a f{b) maji opa¢nd znaménka, pak
existuje ¢ z [a, b] takové, Ze f{c) = 0. Viz Bolzano (1817)

% Coffovo ligeni vyvoje moderni sémantiky ma oviem také svoje limity, jimZ se viak budeme
vénovat aZ v néjakém dal$im piispévku
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logiky prvniho fadu a fragment logiky fadd vysSich. (Proti)kantovsky pivod
Fregovy motivace je zfejmy: ,,KdyZ jsem si tedy polozZil otdzku, ke kterému
z téchto [tj. analytickych ¢i syntetickych] dvou druht aritmetické soudy patii,
musel jsem nejprve zkusit, jak daleko se v aritmetice 1ze dostat pomoci tsud-
ki samych, pouze s oporou v zdkonech mysleni, jeZ jsou nadfazeny viemu
ojedinélému. Postupoval jsem tak, Ze jsem se nejprve pokusil odvodit pojem
uspofaddni v fadé logickou cestou, abych odtud mohl pokracovat k pojmu
¢isla. Aby se pfi tom nemohlo nepozorované vetfit nic z ndzoru, zileZelo vie
nutn& na spojitosti dsudkového fetdzce.*?’

Konkrétni problém, ktery zde Frege li¢i, vypada takto: Mame-li néjakou
dvojmfistnou relaci R, dejme tomu relaci genetického rodice, 1ze na pfedméty,
které poradd, nahliZet jako na objekty resp. vysledky aplikace (Anwendung)
dané relace, tj. véta ,N je rodi¢em M popisuje N jako vysledek aplikace
relace ,rodi¢“ na M. UvaZme nyni relaci R*, v niZ stoj{ dva pfedméty x, y
tehdy a jen tehdy, kdyZ lze od y dospét k x kone€nou iteraci relace R na
postupné ,.generované’ mezivysledky. Té se nékdy fikd ancestral relace R,
totiZ podle jedné z instanci, v niZ od relace (genetického) ,,rodice’* dospivime
k obecné relaci ,pfedka“ (ancestor), nebot’ Clovék N se nazyvd pfedkem
clovéka M, existuje-li koneéna posloupnost lidi xi, ..., x, (n = 2) takova, Ze
kazdi dva jeji sousedici Clenové x;, x,,y jsou spojeni aktem podeti ve smyslu
x.Rx;,1, a plati, Ze x; = N, x, = M. Formuli to lze zapsat jako:

X, ey XX R A o AXp IR g AX =N A X = M),

oviem s pozndmkou, Ze tim N nebyl zachycen jako libovolny piedek M,
nybrZ jen jako konkrétni pra®piedek, tj. pfedek s konkrétnim m (= n-2)
poctem ,,pra“. To, Ze je ,.N pfedkem M“, nelze zachytit jednou takovouto
formuli, ale viemi pro libovolné n, nebot’ N je oc€ividné predkem M pravé
tehdy kdyz

(N je rodicem M) nebo (N je rodi¢em rodiCe M) nebo (N je rodicem rodice
rodic¢e M) nebo ... .

Fregova otdzka — a tim i popisovany problém — nyn{ zni:
Lze pro danou relaci R definovat R* jedinou logickou formuli?

Prostfedky modern{ logiky, konkrétné Tarského teorie modeld (kterd je mj.
prvnim kvalitativnim krokem, jenZ logika uinila od doby, kdy ji Frege
zaloZil), lze dokdzat, Ze to moZné neni, tedy omezime-li se na jeji prvorddovy

7 Frege (1879),s. IV
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fragment. To oviem Frege neuéinil, a definici podal s vyuZitim logiky dru-
hého fadu, zplisobem, kterym se v ekvivalentni mnoZinové terminologit defi-
nuje tzv. minimdlni uzdvér. NeobyCejna sila Fregova apardtu se tedy zjevila
zaroven s jeho zrozenim.

Ancestral

Racionale druhofddové definice ancestralni relace neni obtiZné nahlédnout:
Piedek osoby M je v souladu s vySe uvedenym rozpisem libovolny vysledek
aplikace relace ,rodi€e” na osobu M a osoby (pfedky) takto ziskané, jinymi
slovy: je to prvek mnoZiny, kterd (1) obsahuje viechny rodice M, (2) je uzav-
fena na relaci ,rodice”, tj. s kazdym prvkem, ktery ji ndleZi, obsahuje i jeho
rodi¢e a (3) je nejmensi takovd, tj. neobsahuje Z4dné prvky, které by nebyly
ziskdny opakovanou aplikac{ relace ,rodice” na M. Pravé této mnoZiné se iikd
minimalnf uzdvér — v tomto konkrétnim pfipadé minimélni uzdvér mnoZiny
rodi¢l osoby M na relaci ,rodide’. Obecné definujeme:

(&)  aR*b iff VX(Vx(xRb — Xx) A Vx,y(Xy A xRy — Xx)) — Xa).

Ackoli je konecny vysledek tentyZ, Frege pfislu$nou legendu podava ,.inten-
ziondlné* — tj. nehovoii o mnoZinich, ale vlastnostech, které tyto mnoZiny
teprve indukuji, a také misto terminu pfedchidce (ptedek) pouZiva inverzniho
terminu ndslednika (potomka). Vyslednou definici pak formuluje ve stylu:
b je nislednik a v R-fad¢ tehdy a jen tehdy, kdyZ md vSechny dé&di¢né
vlastnosti X v R-fadé, které maji déti osoby a (pfimi ndslednici a, tj. x takova,
Ze aRx), piiCemZ vlastnost X je dédi¢nd v R-fadé jestliZe plati Vx,y(Xx A xRy
- Xy).

S definici ancestralu jakoZto zdkladnim pojmem teorie fad je Frege nyni
schopen dokdzat fadu rozliénych ,nedokazatelnych®, protoZe zdkladnich
principd, jako je napf. matematickd indukce. Sdm na zadvér Grundlagen uvad{
pii rekapitulaci vysledkl svého analytického programu jako piiklad takové
»logicky neodvoditelné* véty, u niZ se zdal byt odkaz k intuici nezbytny,
formuli 133 z Begriffsschrift:

je-li R jednoznacna relace (tj. Vx,y,z(xRy A xRz — y = 7) a m, n nésleduji
v fadé R za a (tj. aR*m A aR*n), pak plati mR*n nebo nR*m nebo m = n.

V konkrétni aplikaci na piirozend &isla, kterd je Fregovym cilem, stadi
vyjit (z jinde definovanych) relace bezprostfedniho &iselného néslednika S
a nuly 0, pfejit k relaci $* (obecného) &iselného nédslednika, kterou lze zapiso-
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vat také divérnym ,.<" &i . (x < y iff xS*y v x = y), a odtud pak piimo
k definici pfirozenych ¢isel N:

Nxiff 0 <x

coby tzv. nevlastnich naslednikdl O v S-fadé (tj. naslednikd, kteff zahrnuji O
samotnou). Princip indukce, totiZ

X(0) A Vx,y(Xx A xSy — Xy) = Vz(Nz — Xz),

je pak, jak jiz bylo fe€eno, snadnym disledkem definice ancestralu; a prislus-
n4 instance formule 133 tvrdi, Ze je fada p¥irozenych &isel relact ,,<* linedrné
uspotddéna, nebot § pfifazuje kazdému z Cisel nejvyse jedno.

Tyto a mnohé dal§i definice (ancestral) a véty (indukce) jsou obsaZeny
také v dile pfedstavitele druhé z tradic, Richarda Dedekinda, ovSem bez ono-
ho 4dného — spojitého a tim i ndzoru prostého ~ pOJmoplsneho rozvedenti, jak
jej Frege prezentuje ve svych Grundgesetze der Arithmetik.*® Teprve tam se
z nich stava aritmeticky pendant Bolzanovy véty o mezihodnoté, tj. eliminace
&asového ndzoru na misto eliminace prostorového.

Pojmovy obsah

K interpretaci Frega jakoZto piedstavitele konceptualismu, tj. $irStho hnuti
oponujiciho Kantovu ,,nejvy$§imu principu syntetickych soudd®, nahravéa jiz
samotny ndzev jeho pionyrského spisu — Begriffsschrift, pojmové pismo.
O ném se hned v jeho ivodu dozvidame, Ze by ,,mélo pfedné slouZit k tomu,
aby mohla byt platnost dsudkového fetézce prezkoumdna tim nejjistéj$im
zptisobem a aby kaZdy predpoklad, jenZ se chce nepozorované vetfit, mohl
byt piedveden, a tim i prozkoumin co do svého plivodu. Proto jsem také
rezignoval na vyjddfen{ vieho, co nemd pro sled dsudki Zadny vyznam. To,
na ¢em mi jediné zdleZ{, jsem v §3 nazval pojmovym obsahem.*?

Jiz podle diive uvedeného mélo byt umélé pismo prostiedkem vyjadfent
obsahu; ten je v ném opatien piivlastkem pojmovy a vécné charakterizovan
jako to, co hraje n&jakou roli pifi usuzovéni, ¢j. jako inferencné relevantni.
Z obecné-logického hlediska to miiZzeme chépat dvéma zplsoby, totiZ (i) Ze je
to (spravna) inference, ¢ehoZ prostfednictvim je pojmovy obsah uchopen,
identifikovan a (ii) Ze je to pojmovy obsah, na em se zaklddd (spravnad)
inference.

* Frege (1893).
» Frege (1879),s IV.




254 Vojtéch KOLMAN

V §3 md Frege, zd4 se, na mysli prvni z moZnosti, kdyZ totiZ odmité tradiéni
rozliSeni subjektu a predikatu pravé jako cosi inferenéné irelevantniho: véty

Rekové zvitézili u Platajf nad Persany,
PerSané byli poraZeni u Plataji Reky

jsou — pfedpoklddd Frege — v rdmci premis & zdvéru libovolného tdsudku
zaménitelné pfi zachovani jeho spravnosti, pfestoZe se jejich subjekty resp.
predikaty 1iS{; ze stejnych divodd ale maji tytéZ pojmové obsahy, jinymi
slovy: takto popsana inferenéni substituovatelnost vét je kritériem identity
pojmovych obsaht, které vyjadiuji.

Kazdy, kdo Cetl Begriffsschrift jen trochu pozorng, nebo zn4 na ni zaloZe-
nou logiku, oviem vi, Ze Frege myslenku inferen&ni artikulovatelnosti vyz-
namu v této radikalni podobé nesledoval ani o krok za uvedeny citdt resp. Ze
v jeho logice jsou véty (resp. vyrazy) rozliSovany jen potud, li§i-li se v prav-
divostni hodnoté (resp. extenzi), a jemn&j3i rozlifenf (Freghv smysl) se uplat-
ni nanejvys v logicko-filosofické propedeutice. V tisudcich, pro nézZ je pfenos
pravdivosti nejen nutnym, ale i postacujicim kritériem spravnosti, jsou véty
stejné pravdivostni hodnoty samoziejmé intersubstituovatelné, nutno viak
upozornit, Ze to pokazdé nejsou dsudky, o které by Fregovi $lo, totiZ usudky
spravné logicky. Ze tfi pfechodii

(1) Hannibal pfekrocil Alpy / Brutus zabil Caesara

(2) Rekové zvitézili u Plataji nad PerSany / Per§ané byli poraZeni u Plataji

Reky
(3) jestlize Kroisos pfekrogil feku Halys, znigil velikou ¥isi; Kroisos pie-
krotil feku Halys / Kroisos zniéil velikou #igi
je ve vSech pfendSena pravda, jen posledni dva si zaslouZ{ ndzev tsudku
apouze ten posledni nizev tsudku logického. Zbyva vyjasnit na zdkladé&
Ceho, resp. jak a zda viibec jeho platnost souvisi s pojmovym obsahem. Tim
se dostdvame k druhému zpiisobu chdpani vztahu inference a pojmu.

Substituce

Jak jiz bylo zminéno, byl to Bernard Bolzano, kdo jako prvni poukézal na to,
Ze prominentni pfipady Gist& pojmovych vét a tsudkd, tedy vét a Gsudkd
logickych, jsou pravdivé resp. platné na ziklad® toho, e vétiinu pojmi igno-
ruji. Kli€em k tomu mu byla rovné substituovatelnost.
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To, Ze jsou véty pravdivé & nepravdivé, uvazuje ve své Wissenschaf-
tslehre, je v logice ptedpokladano a z hlediska jejich logické platnosti ¢i
logickych vztahti nezajimavé. (§147, s. 77) TotéZ se oviem ned4 fici o tom,
co déld s pravdivosti véty zména nékterych jejich ¢dsti. Nenechdme-li jejich
vybér libovilli (s. 81), zjistime v mnoha piipadech, Ze je takovito véta obecné
platnd relativné k nahrazeni Casti i, j, ..., rozuméj: stejné jako ona jsou
pravdivé i vechny véty vzniklé nahrazenim €4sti i, j, ... libovolnymi vyrazy
tého? gramatického typu (s. 82). Podobng definoval Bolzano pojem odvo-
ditelnosti (Ableitbarkeir) (§155, s. 114) a sluditelnosti (Vertriglichkeit) vét
(§154, s. 100) relativng k ¢dstem i, j, ..., tak, jak to odpovidd moderni (Tar-
ského) sémantice, zaloZené na teorii modeld, s odpovidajicimi pojmy séman-
tického dasledku (vyplyvani) a splnitelnosti. Véta

(B) Kroisos zni€il velikou fiSi

je tedy odvoditelnd z vét

Mo

(A—B) jestlize Kroisos piekrodil feku Halys, znicil velikou fiSi,
(A) Kroisos piekrocil Halys

nejen proto, Ze byl ignorovén pojmovy obsah vét A a B, ale proto, Ze byly
tyto véty ignorovdny (Gplng, tj. véetnd jejich skuteCnych pravdivostnich
hodnot. To ostatné odpovidé tomu, co je vtloukdno do hlavy viem adeptim
studia logiky v zdkladnich kurzech, totiz Ze je to formdlni véda, kterd od
obsahu zcela odhliZf. Jak je to tedy s Fregovym pojmovym pismem a jeho
snahou o artikulaci obsahu — nejednd se n&jaky omyl? Nikoli, a dlivody na-
hlédneme pravé v tom, pro¢ Bolzano pfes svoji genidln{ anticipaci Tarského
nemdZe byt povaZovan za zakladatele modern{ logiky.

K tomu, Ze je pojem obecné platnosti tieba relativizovat k ur€ité fixni sadé
vyrazi, vedl Bolzana postfeh, Ze jinak by néco jako obecnd platnost véty
viibec nemohlo vzniknout, nebot’ variacf rliznych &isti bychom vZdy mohli
z libovolné véty pravdivé ziskat nepravdivou a vice versa. To md ovSem svou
druhou stranu, totiZ otazku specifikace téch &asti, jejichZ gramatické typy byt
nahrazeny maji, resp. téch, které ne. Bolzano si byl védom, Ze logické dsudky
jako je na§ vyse uvedeny, jsou platné nejen proto. Ze jisté obsahy nechdvaji
proménnymi, ale i proto, Ze jiné fixuji — totiZ obsahy pojml logickych (§143,
s. 84) jako je napf. vyrokové-logicka spojka ,jestlize-pak* ve vySe uvedeném
tsudku. Vlastni vymezeni logickych pojmd oviem nakonec vzdal, protoZe
rozdil mezi nimi a pojmy jinymi ,.neni tak ostie ohraniCen, aby se o tom jiZ

3 pouzivam Kambarteliv vybér s odkazy na piivodn{ paginaci, tj knthu Bolzano (1963).
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nedal vésti spor.” (s. 84) Nov4 logika — zahrnujici stanoveni pevné sady
logickych konstant a kategorizaci syntaxe, tedy typl vyrazi, které mohou byt
variovény, 4. k jejichZ obsahu se nebude piihlizet — musela proto se svym
zrodem pockat aZ na Fregovu Begriffsschrift.

Formalni vs. pojmové

Bolzano — podobné jako Leibniz veden spfse védoslovnymi nezli reformnimi
zdjmy — navrhl oviem obejit relativizujici prvek obecné platnosti svoji verzi
definice analytické véty jako takové, v niZ ,existuje alespoii jedna jedind
pfedstava [Eést, obsah], kterou Ize libovolné variovat, aniZ by tim byla poru-
Sena jeji pravdivost €i nepravdivost. To na jednu stranu vyhovuje nami jiz
zminénému SirSimu pojeti (materidlni) analyti¢nosti, takto obsdhnuvii i véty
(a tsudky) jako

jestliZe f{gkové zvitézili u Plataji nad PerSany, pak byli Per$ané u Plataji
poraZeni Reky

je-li Praha zdpadné od Pardubic, jsou Pardubice vychodné od Prahy,

£4c

pro variabilni , Rekové®, ,PerSané“ resp. .Praha®, ,Pardubice”; na druhou
stranu se zdd byt aZ pfiliS Siroké, nebot mu dostanou i ,kontingentn&*
(empiricky) pravdivé obecné vyroky jako

mé-li Kvak Zabry, neumi miuvit,

zistane-li proménlivy jen ,Kvak*. MoZnd, Ze z jistého tihlu pohledu lze i ta-
kovéto véty povaZovat za nutné (ve vztahu k biologickym zdkonistostem),
sotva vSak za platné z pouhé znalosti pojmi ,.Zébry* a ,,mluvit*. Svoji definici
se tedy v kaZdém pifpadé ,.Cesky Leibniz* nebezpeéné piibliZil svému némec-
kému vzoru, vé€domé& & nevédomé stirajicimu rozdilu mezi pravdou
pojmovou a pravdou prostou.

Stejn€ jako Bolzano, vyuZil i Frege k zavedeni svych nejplodnéjsich
rozliSenf a pojmil techniku substituce, a to hned nékolika zptisoby. (1) Prvni
z nich jsme jiZ kratce nahlédli, totiZ jakoZto definujici pojmovy obsah vyrazu
via jeho substituovatelnost pfi zachovani (salva) uréité podminky, jmenovité
podminky dobrého tdsudku. Tu, jak jsme zminili, v této konkrétni podobé
Frege nakonec nezuZitkoval, jeji varianta salva veritate se viak (v explicitni
podob€ tzv. Leibnizova prinicipu) stala regulativem jeho obecné-holistického
projektu sémantické konstituce, jak jsem jej jiz podrobné popsal jinde.!

*' V1z m4 kniha Kolman (2002a), piip. Cldnek Kolman (2002b).
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(2) Druhy zpisob odpovidd Bolzanové koncepct ,,obecné platnosti jako va-
riovatelnosti nékterych &dsti véty. Frege si rovnéZ uvédomil, Ze tzv. formalni
védy netéZi ve zdivodnéni pravdivosti svych vét z pouhé abstrakce, zamé-
mtelnosti obsahu, ale i z toho, Ze urity obsah ponechdvaji zachovén, a
v jistém smyslu je tedy jejich ,,formdlnost™ relativni: ,,Stejné jako md geomet-
rie pojem bodu, mi i logika své vlastni pojmy a relace a ty také tvoii jeji
obsah. V& témto se nechova formalng. Z4dna véda neni zcela formalni; ale
do jisté miry je i1 gravitatni mechanika formdlni, pokud jsou ji vSechny
optické a chemické vlastnosti Thostejné. Télesa riizné hmotnosti pro ni zamé-
nitelnd nejsou; ale nic nestoji v cestd zamé&nitelnosti téles odlingch vlastnosti
chemickych.**

Védom{ této relativity mu v8ak nezabrdnilo v tom, aby zuZitkované lo-
gické pojmy popsal, a to radikdlné novym zplsobem, v némZ substituce hrila
také — tentokréte jiZ tfeti — stéZejni roli, totiZ p¥i (3) vyndlezu kvantifikace.

Kvantifikator a obecnost

Objev kvantifikace, jak jsem argumentoval jinde, vzeSel pravé z konfrontace
s vétami jako byla vySe uvedend, tj. v rdmci hypotetického soudu s konkrét-
nim ohniskem. Frege se na vyraz (Kvak) jisté kategorie (jméno) divé jako na
proménlivy,33 implicitn{ obecnost véty pak vyjadfuje jeho nahrazenim pro-
ménnou x a problémy s oborem obecnosti nakonec fesi piedepsdnim indexo-
vané cezury — kvantifikitoru jako

(1) Vx(x mé Zabry — x neumi mluvit).

v v

Takto vyjadfend obecnd pravdivost véty oviem neni nééim, co by charakte-
rizovalo analyti¢nost véty, jak se domnival Bolzano, jinymi slovy: nejednd se
o vétnou obecnost externi, ale interni, v tomto piipadé vyznam formotvor-
ného slova, které je pro novou logiku uréujici. Naopak tautologicka véta jako

s vz

(2) Kvak md Zdbry nebo Kvak nema Zabry

nenf obecnd v druhém, ale prvnim smyslu tohoto slova, a je velkou chybou
divat se na ni jako na logicky pravdivou diky tomu, Ze plati o vSech pfedmeé-
tech bez rozdilu, tj. jako na instanci véty

s vz

(3) Vx(x ma Zabry v x nemd Zdbry),

2 Frege (1906), s. 428.
* Frege (1879), §9.
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nebot’ pak by musela byt logicky pravdivd i véta (1).

Tohoto stirdni zdsadniho rozdilu interni a externi obecnosti se oviem stej-
né jako Bolzano dopousti i Frege, kdyZ totiZ pfes ¢etné proklamace o odli¥né,
normativni povaze logiky identifikuje nakonec rozdil mezi ni a ostatnimi
vé€dami pouze v odli§ném stupni obecnosti, jenZ ma byt u pravd logiky pfiro-
zen€ tim nejvy3$8im (jsou to ,,nejobecn&j’{ zdkony pravdivosti). Takovito
obecnost, zdd se, oviem u Z4dné z vét (1), (2), (3) nenastala, a proto si
oznaleni logické pravdy zaslouZ{ aZ jejich findlni ,,zobecnéni*:

(4) Vx,F(Fx v =Fx)

¢i dokonce

(5) Vp(p v —p).

A skutetng, viechny zdkladni zdkony pojmového pisma jsou v Begriffsschrift
a Grundgesetze uvidény v této plné kvantifikované formsé (resp. v ekvivalent-
nim tvaru bez generalizovanych proménnych), pfiCem# ve vété (5) se pro-
meénnd p stejné jako proménnd x z véty (4) vztahuje na viechny pfedméty,
mezi nimiZ jsou i hodnoty ,Pravda“ a ,Nepravda“. Pfisluind logika jiZ
z t€chto ,,ideovych* diivodli musi pracovat s kvantifikaci vy$8ich fadi a jedi-
nym, vieobjimajicim univerzem diskurzu.

Odklon, ktery od obou, a zvld§t¢ pak druhého z t&chto ryst Fregova
pojmopisu moderni logika ve svém dal$im vyvoji ulinila, lze vysvétlit pravé
pochopenim toho, Ze rozdil mezi vétami logiky a vétami ostatnich véd je
mnohem zisadn&j$i, kategoridlni povahy, neZli se Leibniz, Bolzano, Frege
a Russell domnivali. Prvni, kdo na to vyrazné upozornil, byl Ludwig Wittgen-
stein ve svém Tractaru.>* Od néj pak vede trnitd cesta aZ k Tarského a Carna-
pové syntakticko-sémantickému vzestupu, s urCujicimi podnéty ze strany
tradice algebraické, kterd ostatné pojem ,univerza diskurzu“ sama kdysi
uvedla v Zivot, a Hilbertovy metamatematiky, zabyvajici se moZnostmi riizné
interpretovatelnosti téhoZ (tj. téZe , teorie®).

** Wittgenstein (1921). K tématu vztahu kvanufikace a logické obecnosti tam mj. &teme:
.Znakem logické véty neni obecnost. Vidyt' obecny znamend pouze: platici ndhodou o viech
vécech. Nezobecnénd véta mitZze byt pfece zrovna tak tautologickd jako zobecnénd “ §6.1231
V denicich je vymluvnd poznimka. ,Vzpomefime si ale, Ze je to proménnd, a ne symbol
obecnosti. co charakterizuje logiku* Wittgenstein (1979), 11e.
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Napri¢ diskurzy

Véty zapsané v pojmovém pismu, jako tieba véta (1) z pfedchoziho oddilu,
jsou samoziejmé stejnymi souldstmi jazyka jako jejich neformalizované ekvi-
valenty — s pomoci umélé symboliky jsme se jen pokusili dat explicitng
najevo nds zdvazek k jisté sémantice, s t€mito symboly spjaté, a takto normo-
vat bé&Zny a Casto viceznaény Gzus. Podminky, pfedchdzejic tomu, aby mohla
byt véta jako (1) chipdna z pojmopisného pohledu jako smyslupln4, jsou ale
viechno jen ne trividlni: (i) od elementirnich vét typu ,,Kvak md Zibry*
a,Zblufik umi mluvit® odekiviame jednoznacnou dvojhodnotovost, a to i
(ii) pro viechna nahrazeni substituovatelnych vyrazt ,,Kvak* ¢i . Zblunk* vy-
razem stejného typu. Jen tak lze totiZ poZadavek dvojhodnotovosti vztdhnout
i na samotnou vétu (1). Otdzkou nyni z{stdvd, jak je specifikovina ona t¥ida
vyrazl stejného typu, tj. tfida substituovatelnych vyraza.

Frege si byl samoziejmé védom toho, Ze a¢koli se snad z logického hle-
diska chovajf vyrazy jako ,.Zblufik a &islovka ,,399 v ramci vét piisluinych
diskurzil stejné, nevznikd jejich vzdjemnym nahrazenim ze smysluplné véty
opét smysluplnd — a to ani v jeho izkém, idiosynkratickém pojeti smysluplné
véty coby vyrazu, pro ngjZ byly formulovany pravdivostni podminky, jimiZ je
mu jednoznalné pfidélena jedna ze dvou pravdivostnich hodnot. Rozhodl se
ale, Ze to je z pohledu konstrukce logického systému véc margindlni, nebot’
dodate¢né oSetfitelnd tak, Ze se vétim jako

Zbluik je prvogislo

pfifadi pravdivostni hodnota jednordzovou konvenci, podle niZ pfipis predi-
katd a relaci pfedmétdm mimo pfirozeny obor aplikace vyjde jako neprav-
divy. Toto opatfeni, tj. prohldeni vieho, co neni pravdivé, automaticky za
nepravdivé, je oviem ve vnitinim rozporu jiZ s jeho dal§imi, komplementér-
nimi pfedpoklady, napt. totalni definovatelnosti funkci: véta

Kvak + Zblufik = 7

musi byt totiZ nepravdiva pro libovolnou substituci za ,, 7%, coZ znamend, Ze
funkce + nenf definovdna na celém diskurzu, nebot’ dvojici Kvak a Zbluiik
nepfifazuje nic. Disledky této zdanlivé neSkodné konvence lze oviem sledo-
vat aZ k Russellovu paradoxu, coZ si ovem moment4lné usetfime.
OspravedIn&ni obecné platnosti vét jako ,,Vx(x = x)** &i ,,Vp(p v —p)” tim,
Ze plati pro viechny pfedméty, tj. pro pfedméty viech diskurzli, se navic
zvrhd spie v argument proti neZli pro jejich slouceni v jediny, nebot se pifmo
nabizi vzit tuto charakteristiku jako samu definici: véta je obecné¢ platnd,
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jestliZe plati ve vSech diskurzech. Tato okolnost je ddna uZ tim, Ze se zde, tj.
v pfipadé obecné platnosti véty, nejednd o Zadny pfirozeny fenomén, tj. vy-
sledek prostého pozorovini (deskriptivni, ,,ndhodnou nutnost), ale az dsle-
dek sémantickych konvenci (,,normativni** nutnost), za nichZ jsme véty jisté-
ho diskurzu oznacili jako logicky pi{pustné, konkrétné konvence vétné biva-
lence (dvohodnotovosti) v pfipadé ,,Vp(p v —p)* a definice rovnosti jako re-
lace, v niZ se pfedmét nachédzi pouze sim k sobé, u ,.Vx(x = x)“. Platnost
téchto vét, podobné jako tfeba véty .2 + 2 = 4, nenechdme jednoduse pad-
nout, najde-li se (jako Ze se najde) v indefinitni sféfe uZiti a aplikace jazyka
verohodny protipiiklad (,,pfisla obutd neobutd®, ,,2 kapky rosy a 2 kapky rosy
= 1 kapka rosy*, ,,,x" je jiny znak (#) neZ ,x‘* atd.).

V tomto pozorovani m také kofeny Wittgensteinovo vyloudenf tautologif
ze smysluplnych ~ néjaky rozdil artikulujicich — vét, identifikujici je spravné
JjakoZto ,,pouhé* odrazy jazykovych norem. I toto rozlifeni viak stile z{istava
— snad vlivem Russellova logického empirismu — jednou nohou v univerzalis-
tické tradici tim, Ze uzndvi jediny ,,pravy*, totiz empiricky diskurz, v némz
jsou nad pevnou bdzi ,jednoduchych pfedmétd“ distribuovdny vlastnosti a
relace, a to jak v moZnosti, tak aktudlng, se stavy véci resp. fakty jakoZto
vysledky. Zda-li se znalcim Wittgensteina toto vysvétleni piflis zjednodusu-
Jici, budiz, v této podobé jej ovSem (mnohem, mnohem pozdgji) vstfebal
a zuZitkoval Carnap ve své L-sémantice.

Véta a jeji forma

Jadro reformy toho, jak nové logika Fregova a Russellova chédpala logickou
platnost, spo¢iva vlastng v tom, Ze se tato ..nevysvétli“ platnosti pro viechny
piedméty, ale pro viechny diskurzy, disponujicimi vzdy specifickou sadou jim
vlastnich objektil, na néZ je omezena tzv. objektovd proménnd pifslusnych
Vet, a tim i jeji (interni) kvantifikace. Takto se vyhneme problému, co zname-
nd véta , Kvak je prvocislo®, nebot’ Kvak jiZ nebude v oboru tivahy proménné
x ve vetich jako ,,3x(x je prvodislo) apod. Zlstivd ovSem otizka, co zname-
na, Ze je tato €i véta jako

(1) Vx(x je prvoéislo v x neni prvoéislo)

platna ¢&i neplatnd ve vSech diskurzech (kontextech). Tato otdzka neni ale o
nic smyslupingjsi, nezli zkoumdni, zda vlastnost prvodiselnosti ndleZi jinym

¥ ws

pfedmétiim neZ &islim, nebot tato vlastnost se v diskurzech jinych ne? arit-
metickych prosté neaplikuje, tj. ne Ze se jim tam upird, ona tam viibec neni.
Nahrazenf vyrazu ,je prvoéislo“ a la Frege kvantifikovanou proménnou
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(druhého Fadu) napt. do podoby ,.VxVF(Fx v =Fx)“ véc oviem nefesi, nebot’
obé proménné — nechceme-li se vrétit znovu na zacitek — se nutné vztahuji
k né&jakému, kdyZ uZ ne k témuZ diskurzu jako véta (1).

Podstatné je, Ze véta jako (1) neni obecné platnd via svijj (veskery) obsah
ale via svoji formu, tj. (pouze) obsah tuto formu uréujicich slov, coZ zna-
men4, 7e v jednotlivych diskurzech neni pravdivd ona, ale véty réZe formy.
A ani to vlastn& neni pfesné, protoze fe¢ o totoZnosti formy je viceznalna.
Véta (1) napt. sdilf svoji formu jak s vétou

(2) Vx(x ma Zabry v x nemd Zabry),
tak s vétou
(3) Vx(x umi mluvit),

kterd oviem tautologick4 neni.

Tuto viceznagnost nyni odstranime tim. Ze formu véty zalneme repre-
zentovat vyrazy k tomuto G¢elu vytvofenymi, tzv. formulemi, v nichZ nahra-
dime viechny mimologické obsahuplné vyrazy zdstupnymi konstantami, a to
(i) vyrazy jmenné konstantami ci, ¢z, ... jmennymi, (ii) jedno- a vicemistné
predikaty (relace) P, P", ... konstantami predikdtovymi (kde n 2 1 je arita
predikitu), a kone¢né (iii) vyrazy funkéni konstantami %, f%, ... funktoro-
vymi (opét s n > 1). V feti o formulich budeme déle vyuZivat metajazyko-
vych proménnych X;, X,, ..., pfi¢emZ formuli X s volnou proménnou x, tzv.
formuli otevienou, budeme znaéit také jako X(x); v fedi o termech pouZijeme
metaproménné sj, Sz, ..., pro oteviené termy pak znaleni s(x). Toto vie
zuZitkujeme jiz pii induktivni definici formule resp. termu, kdy za (i)
elementdrni term vezmeme objektové proménné x;, x, ... a Viechny jmenné
konstanty a (ii) term sloZeny definujeme jako vyraz, jenZ vznikne zfetézenim

term@ s, .., s, a funktorové konstanty f% do f%(so, ..., sn). Podobnym
zptisobem budeme postupovat i pii definici formule, tj. (i) elemetdrni formuli
nazveme vyraz P'(sy, ..., s,) vznikly zfetézenim termd sy, ..., sa @ predikitové

konstanty P?, a (ii) za sloZené formule budeme povazovat vyrazy vzniklé
zfetézenim formul{ X;, X, se znaky vyrokové logickych spojek a kvantifikd-
toru, pfi¢em stadi uvazovat spojeni X, A X;, =X a VxX(x). V poslednim z nich
se volnd proménnd x stala vdzanou; formule, v nichZ nejsou Zadné volné
proménné, nazveme formulemi uzavienymi, nebo také sentencemi.

O vété jako je (2) nyni miiZeme Fici, Ze je piipadem (instanci) vétné formy
Vx(Pl,(x) v =P (x)), a jako takova je i tautologickd. V tomto uZiti se lze na
vétné formy divat jako na jisté tiidy vét, kdy jedna véta miZe néleZet vice
tfiddm (nejednd se tedy o tfidy ekvivalenéni). Tiida uréena formuli Vx(P'l(x)
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v —=P'(x)) zahrnuje napf. viechny véty vzniklé dosazenim elementirniho
jednomistného predikétu ,,Q* (napf. pravé predikdtu ,prvocislo™) na misto
predikdtové konstanty P',. Véta (2) Jje ovéem prvkem i mnohem obecngjsi
tiidy tautologii, totiZ tfidy uréené libovolnou formuli Vx(X(x) v =X(x)), jiz
ndleZi kazd4 véta ziskand uniformnim nahrazenim viech formalnich konstant
(tj. jmennych, predikdtovych, funktorovych), skladajicich pfislu$nou formuli
X(x), vyrazy odpovidajiciho typu (tj. jmény, elementdrnimi jedno- a vicemis-
tnymi predikéty, elementdrnimi funkénimi vyrazy). Podivame-li se tedy nyni
obratem na formuli jako na vyraz per se, tj. samostatny pfedmst studia, rysuje
se ndm tu onen zndmy proces logické interpretace, naplnéni bezobsaZného
symbolu obsahem.

Tarského definice pravdy

Tarského definice pravdy, tedy to, co se dnes vSichni adepti studia formdlni
logiky a teorie modeltt u¢f hned v prvnich lekcich tvodnich kurzd, byla
ovSem ve slavné prici Der Wahrheitsbegriff in den formalisierten Sprachen™
prezentovana pon€kud jinak, neZ moZnd indukuje mdj dosavadni vyklad.
Tarski ji, jak zndmo, zadal konfrontaci se sémantickymi paradoxy, naceZ se
pozastavil u véty

véta ,,snih je bily* je pravdiva tehdy a jen tehdy, kdyz je snih bily

coby pfipadu tzv. kritéra adekvétnosti, jemuZ by kazd4 definice pravdy méla
dostit. Nepouceny ¢tendf zde miZe byt a nejspi3 i bude zmaten z toho, proc€ je
takovato ekvivalence viibec spojovéna se slovem ,definice®, kdyZ, zd4d se,
kaZda z jejich stran pfedpokldd4 ke svému porozuméni tu druhou. Véc je ale
sloZit€j3i: UvaZme nejprve, Ze u vét komplexni formy, Jako ,jestlize m4 Kvak
zabry, neumi mluvit*, 1ze na frazi

véta ,jestliZe md Kvak Z4bry, pak neumi (Kvak) mluvit* je pravdiva tehdy
a jen tehdy, kdyZ? je pravdivd véta ,Kvak umi mluvit“ nebo kdyz je

4 Mz

nepravdivé véta , Kvak md Z4abry*

pohliZet jako na skute¢né vymezeni (definici) jejich pravdivostnich podmi-
nek, tj. v tomto pfipadé uchopenf spojky .jestlize-pak* coby tzv. materialntho
kondiciondlu, nevyZadujictho napf. Z4dnou vécnou souvislost spojovanych
vét apod.

% Tarski (1935), angl. verze oti§téna in Tarski (1983).
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U elementdrnich vé&t je situace odlind v tom, Ze tvoif pravou bdzi poten-
cialné nekoneéného pottu disciplin a oblasti lidské Einnosti, a stanoven{ glo-
balnich kritérif pravdy v této rozmanitosti je prosté nemoZzné. Formulace jako

véta , Kvak umi mluvit“ je pravdivd, kdyZ Kvak umi mluvit

véta , Kvak umf mluvit* je pravdivé, kdyZ pfedmétu Kvak néleZi vlastnost
(pojem) umeét mluvit

tuto situaci samoziejmé nefesi, druhd viak alesponn ddvd najevo, Ze se na
piislusnou elementérni vétu divdme jako na sémanticky Clen€nou, a Ze prvky
této formalni sémantiky, tj. metajazyka, v némZ chceme hovofit o pravdivosti
vét levé strany (v uvozovkach), jsou ,,pfedmét” a ,,pojem®.

Paradoxné je to ale pravé tato ,trivialita®, co — pfes jejich zddnlivou shodu
— odli$uje Tarského koncepci od Fregova monolingvistického pojeti, které
povaZuje explicitni definici pravdy za nemoZnou a klon{ se k redundancni
piip. performativni teorii pravdy. Tarski zistdvé v této otdzce zcela neutrdlni,
narozdil od Frega ale, ktery kritérium adekvitnosti chdpe nanejvys jako opis-
né, vysvétlujici vyjadieni, které neni soucdsti (teorémem) systému pojmového
pisma (odtud Wittgensteinova ,,nevyjadfitelnost sémantiky*), ¢ini z formulf
vyie uvedeného typu vlastni ndpli logiky moderntho stfihu — védy explicitné
zkoumajici a stanovujici obecné vztahy vyrazu a jeho vyznamu, roviny jazyka
a metajazyka.

Definuje-li nyni Tarski pojem modelu véty jako posloupnost objektd,
které tuto vétu po nahrazeni viech mimologickych vyrazil odpovidajicimi
typy proménnych uéini pravdivou, a na zdklad¢ toho pak i pojem tautologié-
nosti resp. vyplyvéni (,,logického disledku*) jakoZto platnost pro libovolny
model resp. libovolny model spliujici dsudkové premisy,36 je v jistém smyslu
pravda, Ze se od Bolzana odliSuje pouze proklamovanym pfekondnim zavis-
losti na jazyce, obsaZené v predpokladu, Ze .,se viechny mozné pfedméty vy-
skytuji v uvaZovaném jazyce“.37 Ve skutelnosti je toto pouze odliSnost
zdanliva: Tarski jen nahrazuje frzi ,jméno N* frazi ,pfedmét N v obratech
jako

predmét Kvak splituje vyrokovu funkci ,x méd Zabry*

% Viz jeho &lanek Tarski (1936). s 58-68. Anglicky preklad otistén in Tarski (1983).
*7 Tarski (1983). s. 412.
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apod. Tarski také zddraziuje, Ze svoji definici pravdy nechtél podavat pro
jazyky formélni, ale jen formalizované, tj. pro jazyky s explicitné vyjadfenou
(rekurzivng definovanou) formou, v nichZ ale — jako napf. v uvaZovaném kal-
kulu tfd ~ zfistdvaji mimologické (interpretované!) vyrazy, jim? je v meta-
Jjazyku pfifazovan nanejvys jakysi jejich preklad, podobné jako ve véts

véta ,.der Schnee ist weiss” je pravdivé, kdyZ je snth bily,

nebo jsou do tohoto metajazyka pfevzaty pfimo. Samoziejmé, Ze misto tohoto
»absolutniho* pojmu pravdy je moZné uvazovat také ,relativni®, vztazeny ke
konkrétni pfedmétné doméng, coz také Tarski naznaéuje,38 aniZ by dal oviem
dostate¢né najevo, Ze to pii vyse popsanych problémech se smyslem vét jako

posloupnost pfedmétii Kvak, Zblufik spliiuje vétu ,Klaus a Gross Jjsou
kamaradi‘

oy

predstavuje spiSe nutné neZli jen mozné, fakultativni rozsiteni pfedloZenych
tvah. Evidentni potfeba &4ste¢né ¢i jen uplné dematerializovanych vét (vyro-
kovych funkef) jako ,x md Zdbry*, ¢i ,x je Q“ celou zileZitost definitivng
pfesouvd smérem k teorii modeld coby nauce o rfizné interpretaci jistjch
posloupnost{ znakil — formuli — nevyjadfujicich obsah, ale formu véty.

Sémantika teorie modelt

Ptedpokldddme-li jako Tarski, Ze je nim n&jak dédn obor pfedmétil, tiidy
a funkce na nich a také jejich posloupnosti (funkce z pfirozenych &isel do
daného oboru), lze zv1sté elegantné ,,definovat” (relativni) pojem ,pravdy“
(v daném modelu) s vyuZitim jiZ zmindného pojmu ,spliovani*. Vychodis-
kem nidm oviem nebude véta ani vyrokova funkce, ale formule, a to oteviend
i uzaviend, pro dany formdlni jazyk L, jimZ rozumime néjakou podmnoZinu
vy3e uvedenych jmennych, funktorovych a predikdtorovych konstant, obsahu-
Jict alespoii jednu konstantu posledniho typu.

Nejprve definujeme pojem ,interpretace* jazyka L jakoito pfedmétny
obor G a ohodnoceni / piifazujici vyrazu ¢, z L pfedmét z G, vyrazu f%
(totdlni) funkci z kartézského soudinu GXGX... (n-krit) do G a vyrazu P"
podmnoZinu z téhoZ soutinu. (Pro n=1 je vysledkem soudinu samoziejmé
opét vychozi mnoZina; prvky n-tych soudind jsou uspofddané n-tice <gj, ...,
g.> pfedmétli z G, pfi¢emz pro n = 1 polozme <g> = g,.)

% Tarski (1983), s 199.
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Formule jazyka L, v nichZ se nevyskytuje ani proménn4, ani vyrokova
spojka ¢&i kvantifikdtor, tj. elementdrni sentence tvaru P*(sy, ..., 55), jsou nyni
piislusnou interpretaci definitivng ,,interpretovany*, nebot’ plati: (i) Kazdému
termu s; je pfifazen néjaky pfedmét I(s;) z G, a to termu tvaru ci predmét I(cy),
termu tvaru (¢, ..., tn) pfedmét IE™)(L(2)), ..., I(ty)), samoziejmé za induk-
tivniho pfedpokladu, Ze termy ¢y, ..., t jiZ néjaky pfifazen maji. (ii) Rekneme-
li nyni, Ze

uzaviené formuli P'(sy, ..., su) je v interpretaci (G, I) pfifazena hodnota

pravda tehdy a jen tehdy, kdyZ uspofddand n-tice pfedméth <I(sy), ...,

I(s,)> naleZi do mnoZiny /(P"),

pak z predpokladu, Ze nastdva pravé jedna ze dvou moZnosti naleZi/nendleZi,
vyplyvi, Ze jsou tak viechny elementdrni sentence L ohodnoceny v interpre-
taci (G, I) jednou z pravdivostnich hodnot. — Rozifeni ohodnoceni na sen-
tence komplexni formy nedosdhneme nyni piimo, ale tak, Ze jej definujeme
pro libovolnou, tedy i otevienou formuli, a to pravé pomoci pojmu ,,splitovani
formule posloupnosti pfedmét*.

Valuaci nekoneéné a pro viechny jazyky konstantni mnoZiny proménnych
X1, X2, ... v G nazveme posloupnost e pfedméti takovou, Ze pro kazdé n
pfirozené plati e(n) = g,, pro né&jaky pfedmét g, z G. Pro interpretaci (G, I)
nynf definujme pojem ,.denotace d. termu ¢ pii valuaci e tak, Ze pro ¢ = x,
plati d.(x,) = e(i), pro t = ¢, poloZime d.(c,) = I(c,) a nakonec pro ¢ = " .(t1s ..
1), kde termy 1y, ..., t, jiZ denotét maji, de(f" (11, ..., 1)) = I ) (de(21); ..., de(ta))-
O elementéarni formuli P*(sy, ..., 5y) nyni fekneme, Ze je pfi interpretaci (G, I)
splnéna valuaci e, symbolicky

(G, ) EP"(s1, ey 51) [€],

jestlize n-tice pfedmétd <dc(s1), ..., de(s,)> ndleZzi mnoZiné I(P"). Dile jiZ
postupujeme induktivné

(G, D E(=X)e] iff (G, I) fX [e],

G, DEXiAX)lel  iff (G, D EXi[ela(G, D FXslel,
(G, DE X v X)lel iff (G, D) EXi[el nebo (G, D) k X,le],
(G, D) E (X, = Xplel  iff (G. D EXile]l nebo (G, ) F X[el.

Valuaci k nazveme k-alternativni valuaci k valuaci e, zna¢ime ek, jestliZze se
od ni odli$uje nanejvy§ v hodnoté pro k, tj. pro kazdé n takové, Ze n # k, plati
e(n) = h(n). Nyni koneéné definujeme
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(G, D ]=(‘v’x,X(xl))[e] iff pro kazdou e (G, ) |=X(x;)[e‘],
(G, D E @xX(x)le] iff existuje ¢ (G, 1) F X(x)[e'].

Je ziejmé, Ze i neelementdrni sentence — pfestoZe byl pojem ,,valuace** vyuZit
k jejich ohodnoceni -~ ve své ,interpretaci“ nezdvisi na Z4dné konkrétni
valuaci e, jednoduse proto, Ze nemaji Zddné volné proménné. Proto se nabizi
nasledujici definice: o sentenci X (v jazyce L) fekneme, Ze je interpretace (G,
1) (pro jazyk L) jejim modelem tehdy a jen tehdy, jestliZe je v této interpretaci
spln€na néjakou valuaci e; jestliZe to nastane, je totiZ zdroveti spinéna viemi,
jejich symbol je proto moZno vynechat a psit jenom

(G, DEX.

Rozdil formule oteviené a sentence, jak se miZeme nékdy dodist, samoziejms
nespocivd v tom, Ze by prvni narozdil od druhé nebyla pravdivou: coby
formule neni pravdivé ani jedna z nich, nebot’ narozdil od véty nenese Zadny
»vyznam®. Druhd z nich je ale pravdivé jiZ via interpretaci mimologickych
konstant, zatfmco prvni aZ via valuaci proménnych. Teprve pak toti¥ plati
kyZené tertium non datur

(G, I) E X[e] nebo (G, I) fX[e]
které, vylozime-li (G, I) F X jako
(G.DEX  iff prokaidé e: (G, ) F X[el,
obecné, tj. bez pfipsaného e, samoziejmé nenastdva (tj. oteviend formule X
milZe byt v dané interpretaci n&kterymi valuacemi splfiovéna, jinymi zase ne).
Elementarni véty
Definice tautologie a sémantického diisledku jsou nyni zileZitosti dvou fadek:
Ex iff pro kazdé (G, I) a kazdé e: (G, 1) X [e]

ZEX  iff pro kazdé (G, I) a kazdé e:
jestlize (G, I) k Zle], pak (G, D) F X[e].

Prvni z nich definuje formuli X jako tautologickou (logicky pravdivou), je-li
splnéna kazdou valuaci ve viech interpretacich. V druhém pak zachycujeme
formuli X jakoZto sémanticky vyplyvajici z mnoZiny formuli Z, je-li splnéna
valuaci e v kazdé interpretaci, v niZ je touto valuaci splnéna kaZd4 formule ze
Z.
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Niamitka, e zde zachycujeme vyplyvéni mezi formulemi, zatimco naSim
pavodnim a pfirozenym cilem bylo jeho uchopeni vétné, je samoziejmeé
povrchni, a nejspis i pramenici z faktu, Ze jsme pfedmétnou feli o modelech
a valuacich ztratily zcela ze zfetele, co jsou zat. Reknu-li, e je formule
X < x splnénd valuaci e tehdy a jen tehdy, jestliZe je objekt e(1) mensi
nebo roven objektu e(2), zbyva vysvétlit, za jakych podminek néco takového
nastdv4, tedy pravé pravdivostni podminky této pravé, zdanlivé vysvétlujici
strany. Tarského definice ndm o nich jiZ nic daldtho nefika, nanejvys nas
donuti je znovu zopakovat, byt v n&jaké transformované podobé — skutenym
vysledkem je ale zas a zas nanejvy$ smysluplnd véta, jejiz podminky impli-
citné ovlddame, a proto miZeme fici, Ze je formule ,x; < x5 splnéna valuaci
e, vniz e(1) = 5 a e(2) = 23, protoZe je objekt 5 men3{ neZ objekt 23. V praxi
nejsou tedy viechny interpretace a modely nic jiného, neZli smyslupiné (ele-
mentérnf) véty resp. jejich obory (diskurzy), v nichZ je otdzka pravdy a ne-
pravdy bréna jako vyfeSend a vyrazy jako ,pfedmét e(i)” jen zastupuji ¢i
vybiraji nékteré jméno z oboru. Otdzka netrividlnich, tj. konstituujicich prav-
divostnich podminek toho kterého oboru ziistdvd proto stdle oteviena, a je
jasné, e ji, pfinejmen3fm pro véty elementérni, nezodpovi Zadnd ~definice®
typu

véta ,,A“ je pravdivd, kdyZ A,
ale nanejvys

véta ,,A" je pravdivd, kdyZ B,

kde B ptedstavuje pravdivostni podminky, opirajici se o véty z néjaké jiné,
momentalné neproblematické, tj. relativn€ stabilni praxe. Tou pro pfipad ele-
mentdrnich v&t aritmetiky m@Ze byt napi. Lorenzenova operativni matema-
tika, tj. praxe odvozovén{ v urgitych jednoduchych kalkulech.

Svidn4, alespoii v rimei matematiky, miZe byt ale i nisledujici mySlenka:
at’ jiZ je to s matematickou pravdou a pfedmétem matematiky jakkoli, pohy-
bujeme-li se v disledku pfi aritmetickych Gvahdch tak jako tak na jazykové
drovni symbolické transformace symbold a celych vét, neni mezi formuli
a vétou tieba rozliSovat. Postadi, kdyZ vyb&rem nékolika vhodnych, dostatec-
né obecnych a spolehlivych formuli — axiomil —, a pravidel jejich transforma-
ce — tsudkovych pravidel logiky —, definujeme pravdivost véty resp. formule
(A) jako jeji syntaktickou odvoditelnost v daném systému (S), symbolicky S I—-
A, a sémantickou fe¢ o modelech ponechdme pro jeji obskurnost stranou.
Toto je stanovisko tzv. formalismu, proslaveného Davidem Hilbertem.
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Kritérium konzistence

Bylo by chybou, jak se to tu a tam d&je, identifikovat Hilbertiiv formalisticky
program s ideou, Ze Ize matematiku redukovat na ,,pouhou védou o prazdnych
symbolech®. Pravy opak je pravdou: matematika je podle Hilberta védou
o struktufe, kterou jedinou lze také jejimi vétami zachytit — forma véty tak
s jejim obsahem splyva. Zkoumat vyznam slov ,,bod* & ,,pfimka“, jak vysvét-
loval Fregovi, je proto zbyteéné;* jediné, co lze tak jako tak zachytit, jsou
jejich vzdjemné vztahy, a pravé to uéinime volbou vhodnych axiomd,*
znichZ se ostatnf formule-véty (Fregovymi slovy) rozvinou jako kvétina ze
semene. To, jaké axiomy budou zvoleny, je z formalistova hlediska lhostejné;
dileZité jsou pravé jen jejich vztahy navzijem a také k celku odvoditelnych
vét. Minimum v tomto ohledu tvoif tzv. konzistence systému, tj. soucasnd
neodvoditelnost formule a jeji negace. V nekonzistentnim systému lze totiz
pomoci elementarni logiky odvodit libovolnou formuli.

Lakavost Hilbertova formalismu, kterd z ni ostatn& dodnes &ni ptevlada-
Jici, byt neoficidlnf filosofii pracujicich matematiki, spo&iva pravé v kombi-
naci ,,verbalni*“ skromnosti a -praktického® efektu tohoto zakladniho poZa-
davku: syntaktickd konzistence byla nepochybné cosi, co mnozi kapitdni
moderni matematiky a matematické logiky nepovaZovali vitbec za hodna kon-
troly, nebot’ se ve svych dvahdch domnivali dotykat néSeho tak zakladniho a
evidentniho, Ze se uZ pouhé pfedstava sporu zdila podryvat ten samy rozum,
ktery tyto tvahy vyprodukoval — vysledkem byl Russelliiv paradox. Axio-
matizace teorie mnoZin znamenala v této situaci nesporné zpevnéni metody.

Cteme-li nyni Hilbertovo zndmé »vyznini* Fregovi ohledné konzistence
coby prvnim a poslednim kritériu matematické existence a pravdy jako pou-
kaz na ofidnost sebeevidentnich sémantickych metod pravdivych, a proto
bezespornych vét, je to dojista zdsah do &erného, nebot’ to byla pravé nejistota
ohledn¢ povahy jeho ,,zdkladnich zdkond aritmetiky*, co stilo za Fregovou
bezradnosti tvaf{ v tvdi Russellové paradoxu a chybs v dikazu, ktery mél
systému bezespornost zarugit. Na druhou stranu sdm fakt, e se Frege o tako-
vy dikaz vibec pokusil. jej okamZit& zbavuje podezieni, ze by syntaktické
metody podceiioval - to by bylo ostatné absurdni s ohledem na jeho autorstvi
»pojmového pisma*, které také svou formou slouZilo Hilbertovu pozdgjsimu
zakladédni matematiky ,,axiomatickou metodou* jako velelispé¥né paradigma.

* Viz Fregova a Hilbertova korespondence in Frege (1976) Existuje také Sesky preklad Frege
(2000).

“ Yzhledem k Fregové znimé odmitavé reake je pozoruhodné, Ze ve svych Grundlagen jakousi
verzi ,strukturalistické" teorie sdm zastdval Viz Frege (1884), §26
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Ve skute€nosti to byl pravé Frege, kdo si povSiml, Ze skromnost forma-
listovych pfedpokladd je z velké casti fingovana, jednak kdyZ si v ditkazech
bezespornosti ¢i nezdvislosti axiomQ vypomdha existenci modeldl z jinych
obort (napf. aritmetického v geometrii), jednak kdyZ kdZe bezespornost, ale
redlné ji studuje jen na osvédcenych teoriich jako je algebra ¢i analyza, které
jsou co do existence ospravedinéné jiZz svym podilem na lidské praxi méfeni a
pocitdni, takZe se ndm okamZit¢ vybavi Wittgensteinovo: ,,Mam pocit: kdyby
se v axiomech néjakého systému objevil spor, nebylo by to zas tak velké
nestésti. Nic snazsfho, neZ ho ostranit.*!

Aplikace apardtu vyrokové logiky navic od formalistovy koncepce pravdi-
vosti véty jako jeji odvoditelnosti v deduktivnim systému vyZaduje, aby byl
tento systém vedle konzistence také Uplny, tj. aby pro kaZdou uzavienou
formuli bylo Ize odvodit budto ji nebo jeji negaci. Jeding tak lze totiZ uZit
zékladni dsudkovy princip pfechodu z nepravdivosti véty na pravdivost jeji
negace, zachyceny mj. v tzv. zdkonu vylouceného tfetiho, tedy alespoii defi-
nujeme-li nepravdivost véty jako jeji neodvoditelnost. Definujeme-li ji jako
pouhou odvoditelnost negace, vyhneme se sice u neidplného systému tomu,
aby byla véta a zdroven jeji negace soucasné prohlaSeny za nepravdivé,
ovSem za cenu, Ze nebudou mit pravdivostni hodnotu vibec. Vyraz ,,A v A"
bude pak v obecnosti prazdny, ¢ten v metajazyce nepravdivy. Odtud také
Brouwerova kritika Hilberta.

Z hlediska strukturalismu méa ovSem Uplnost pro formélné-deduktivni
systém ten zcela zdsadn{ vyznam, Ze je nutnou (nikoli v8ak postadujici) pod-
minkou jeho kategori€nosti, tj. interpretovatelnosti izomorfnimi — strukturdiné
identickymi — modely. Neuplny systém S lze totiZ z existence formule
A takové, Ze S |7‘A as |¥—-A, konzistentné roz&ifit jak na systém S {A}, tak
S w {-A}. Jeden i druhy ma potom z véty o dplnosti model, jenZ je i mode-
lem systému S; tyto dva modely ale nemohou byt izomorfni, nebot’ pak by
v jednom z nich nemohla platit formule, a v druhém jeji negace.

V této situaci tedy neni pfekvapivé, Ze to byly praveé Godelovy véty o netipl-
nosti, dokazujici existenci pravdivé, aviak syntakticky nedokazatelné, a tedy
nezévislé aritmetické véty (resp. formule pravdivé ve standardnim modelu
aritmetiky, av8ak neodvoditelné v Zadném konzistentnim efektivné popsaném
deduktivnim systému formuli pravdivych tamtéz), co odkrylo marnost Hilber-
tova finitistického programu, co Carnapa odradilo od jeho pldnu logické syn-
taxe jazyka a co teprve z Tarského dila u€inilo definitivni triumf sémantiky

1 Wittgenstein (1984a), s 303. Srv. ,Je-li spor tak dobfe skryt, Ze si ho nikdo neviimi, prog
bychom nemohh to. co nyni déldme, nazyvat vlastnim pocitinim?* Wittgenstein (1984b), s 375
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coby samostatné logické discipliny. Dal$i osud logicismu nejen tvafi v tvaf
Godelovym vétdm, ale pfedeviim Russellovu paradoxu, bych chtél podro-
bnéji sledovat v samostatné stati.
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