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Donald GILLIES: Frege, Dedekind, and Peano on the
Foundations of Arithmetic
Assen, The Netherlands, Van Gorcum 1982, 103 s.

a. Vieobecna charakterizacia

Kniha sympatického rozsahu 103 stran predstavuje tvod do filozofie matematiky.
Autor si zvolil pomerne tzku oblast zakladov aritmetiky a relativne kratke, zhruba
dvadsatrocné obdobie medzi rokmi 1880 a 1903, aby Citatel'a uviedol do jadra filozofickej
problematiky, ktord je dodnes Ziva a aktudlna. Zdé sa, Ze jeho volba bola $tastna.
Standardné Givody zacinaji zhruba tam, kde Gillies kon¢i - Russellovymi paradoxmi, kedy
uz zdkladné filozofické pozicie s zastreté pomerne naroénym technickym aparitom,
nepristupnym vicSine Citatel'ov. Naproti tomu oblast’ a obdobie zvolené autorom maju ti
vyhodu, Ze sa tu objavuje vicsina fundamentalnych otazok filozofie matematiky, avsak
pouzity technicky aparat je men3i neZ inde. To umoziuje sledovat diskusiu spolu so
vietkymi technickymi jemnostami.

Ustrednou postavou knihy je Gottlob Frege. Vykladu jeho nazorov je venovanych
6 z celkového poctu 12 kapitol. Prezentécia Fregeho nie osobitne, ako sa to beZne robi, ale
spolu s Dedekindom a Peanom mé viaceré vyhody. Umoziuje lepSie pochopit, v ¢om
spocivala Fregeho originalita, a sii¢asne ¢o bolo $tandardné v jeho obdobi. Dedekind,
rovnako ako Frege, bol zastancom logicizmu, t.j. veril Ze aritmetiku moZno redukovat’ na
logiku, ale na rozdiel od Fregeho povazoval pojem mnoziny (v jeho terminoldgii systém)
za pojem patriaci do logiky. Naproti tomu Peano popieral, Ze by bolo moZné aritmetiku
redukovat’ na logiku. Podl'a Peana aritmetika obsahuje nickolko jednoduchych pojmov,
ktoré nie je mozné definovat, ale moZno ich iba axiomaticky charakterizovat. Frege
redukciu aritmetiky na logiku pripustal, no podla jeho nazoru pojem mnoZiny nebol
logickym pojmom. Za zéklad redukcie si preto zvolil pojem pojmu.

Okrem tohto synchrénnecho kontrastu st postavy Fregeho, Dedekinda a Peana
dolezité aj z diachronneho hladiska. Dedekindove prace mali bezprostredny vplyv na
Zermela, a tym aj na cely prud axiomatickej tedrie mnozin. V Peanovi zas moZno vidiet
predstavitel'a formalistického programu vo filozofii matematiky a Frege svojou tedriou
pojmu je predchodcom logiky vy3sich radov. Napriek tomu, Ze objavy uskutoénené v
dvadsiatom storo¢i, ako Russellov paradox, Godelova veta o netiplnosti a Skolemove
neStandardné modely aritmetiky ukazali neudrzatelnost’ pévodnych nézorov Fregeho,
Dedekinda a Peana, ticto stanoviskd neboli zavrhnuté, ale po radikalnej reformulécii
dodnes ziju v modernej teérii mnozin, teérii dokazov ¢&i intenziondlnej logike. Preto ich
rozbor poméha lep3ie pochopit niektoré zo zakladnych hybnych motivov modernej
matematiky.

b. Obsah diela

V davode autor zaClenuje vyskum zdkladov aritmetiky do 3irSicho kontextu

aritmetizacie analyzy, z ktorych vzisli.
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Aritmetizéacia analyzy je vyvrcholenim prudu, ktory, po¢inajic Cauchym na zaciatku 19.
storotia, usiloval o zavedenie vii¢3ej presnosti do rozvoja matematickej analyzy. Dedekind
v praci Spojitost' a iraciondlne cisla (1872) predloZzil svoju teériu rezov, pomocou ktorej
sa mu podarilo redukovat’ celit matematickt analyzu na vahy o prirodzenych &islach a ich
aritmetike, a tak Gspe$ne zavidit program aritmetizicie analyzy. Daldim krokom vo
vystavbe pevnych zékladov matematiky bolo vytvorenie spolahlivych zikladov tedrie
prirodzenych €isel. Existuje teda plynuly prechod od aritmetizacie analyzy v 70-tych
rokoch 19. storotia k diskusii o zakladoch aritmetiky v jeho 80-tych rokoch. Ked’ Frege a
Dedekind za€inali svoje vyskumy o zakladoch aritmetiky, muselo sa im zdat, Ze zavrSuja
posledny krok v kone¢nom a definitivnom spresneni matematickej analyzy. Vysledky ich
analyz boli v§ak podstatne iné, nez ako ocakavali. Miesto utvorenia pevnych a trvalych
zakladov analyzy ich préaca vyustila do objavu logickych paradoxov. Nechtiac pomohli
vrhnut' zdklady matematiky do krizy, z ktorej sa dodnes Gplne nezotavili. Predmetom
Gilliesovej knihy je prave tento prechod od istoty a optimizmu osemdesiatych rokov
minulého storo¢ia ku krize na zaciatku nasho storocia.

Prvé Styri kapitoly knihy st venované Fregeho kritike jeho predchodcov - Kanta a
Milla.

Autor najskor struéne prezentuje Kantove nézory na filozofiu matematiky a potom
sa venuje Fregeho kritike Kanta uvedenej v Grundlagen der Arithmetik (1884). Frege
podava novu definiciu Kantovho pojmu analyticky, ktord analytickost’ sudu neuchopuje
ako obsiahnutost subjektu v predikate, ako to robil Kant, ale ako odvoditel'nost sidu bez
pouzitia mimologickych principov. Frege tu sformuloval svoju zakladni tézu, Ze
aritmetické vety si v tomto zmysle analytické, a teda apriori. Potom vyvracia Kantov
nazor, 7e¢ sudy aritmetiky s syntetické. Zakladny Fregeho argument Gillies nazyva
Argumentom velkych Cisel. Spociva v tom, Ze Kantov priklad 5 + 7 = 12 Frege nahradi
135664 + 37863 = 173527, aby ukazal, ze tu ziadna intuicia pomocou prstov ¢i bodov
nepomdze. Na zvladnutie takychto ¢isel musime pouzit teoretické schémy, ktoré st za
hranicami bezprostredne vnimatelné¢ho. Svoj argument velkych Cisel Frege uspesne
pouziva aj proti Millovi, ktory sa usiloval aritmetiku zdévodnit’ empiricky. Platnost’ vyssie
uvedeného tvrdenia o sacte velkych €isel sotva moZno odvodit’ z opakovania v skisenosti.
ESte problematickejsie je to s €¢islom nula.

Dalsie tri kapitoly (3, 6 a 7) st venované vykladu Fregeho definicii Gisla, Fregeho
platonizmu a logicizmu. Ako je zname, Frege zhrnul svoje nazory na povahu ¢isel do
pomerne osobitého tvrdenia Ze "obsahom vyroku o &isle je tvrdenie o pojme". Gillies
venuje sedem stran knihy objasneniu tohto tvrdenia a jeho porovnaniu s Dedekindovym
nazorom, Ze ¢isla st vlastnosti mnozin. Zvoleny pristup je vhodny najmé pre matematikov,
ktori s vychovani v mnoZinovej tradicii, a tak porovnanie s mnozinovym pristupom moze
im byt mostom k pomerne nezvycajnej Fregeho formulacii. Prizndavam sa, Ze v mojom
pripade to tak bolo. Po vyklade Fregeho nézoru na pojem ¢isla vedie uz priama cesta k jeho
platonizmu. Platonizmus vyklada v konfrontacii s psychologizmom, ktorého reprezentantmi
si Dedekind a Brouwer a fyzikalistickvm redukcionizmom, ktory sa usiluje aritmetické
vyrazy eliminovat, a tak redukovat jazyk len na fyzikdlne definovatel'né terminy. Oproti
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tymto tedriam ma Frege pomerne presved¢ivé argumenty zaloZené na analyze viet, ktoré
pouzivaji vseobecny kvantifikator. Pri tychto vetéach je fyzikalisticka redukcia nemozna,
lebo vypovedaji o vietkych ¢islach, teda aj takych velkych, Ze im vo vesmire ur€ite ni¢
nezodpoveda. Psychologické zddvodnenie takychto tvrdeni je tieZ nepresvedCivé. Preto
neostava ina moznost, nez uznat’ nezavisli a objektivnu existenciu abstraktnych entit. Po
vyklade Fregeho chdpania pojmu &isla a Fregeho platonizmu je uz pochopitelny jeho
logicizmus, ktorého ciel'om je ukazat Ze vSetky dokazy v aritmetike moZno redukovat’
na Cisto logické vyplyvanie. Takto formulovany logicizmus je programom, ktorému Frege
zasvetil znanu Cast’ svojho zivota. Aby mohol svoj program uskuto¢nit, vymyslel aj
zvlastnu logicki notaciu, tzv. pojmové pismo. No prv neZ Gillies prejde k vykladu Fregeho
logickej notécie, ako aj realizacii logicistického programu v dvojdielnych Zdkladnych
zakonoch aritmetiky, prezentuje najprv dobovy kontext Fregeho vyskumov.

Tri nasledujiice kapitoly (8, 9 a 10) st venované vykladu nazorov Dedekinda, Peana
a ich porovnaniu s nazormi Fregeho. Dedekind bol, podobne ako Frege, zdstancom
logicizmu, ked' v $tadii Was sind und was sollen die Zahlen sein? piSe: "Hovorenim o arit-
metike (algebre, analyze) ako Casti logiky, mienim to, Ze povazujem pojem &isla za tiplne
nezavisly od pojmov alebo intuicii priestoru a ¢asu, a povazujem ho za bezprostredny
ddsledok zakonov myslenia." Na rozdiel od Fregeho v3ak svoj program vystavby zakladov
aritmetiky zaloZil na pojme systému, ¢im sa stal predchodcom teérie mnoZzin. Medzi osobi-
tosti Dedekindovej teorie patri, Ze nerozliSoval medzi relaciou byt prvkom a byt podmno-
Zinou. Obe oznacuje terminom cast. (Tieto terminy jasne odliSil ako prvy aZ Peano.) Preto
Dedekind explicitne vylucuje prazdnu mnozinu (lebo v dosledku nerozliSenia dvoch
vyznamov terminu ¢ast, by pripustenie existencie prazdnej mnoZiny viedlo ku sporu).
Dedekind v spominanej praci podal aj definiciu nekoneénej mnoziny (ako mnoZiny, ktord
je podobna ako jej Cast)) ako pomerne neobvykly dokaz existencie nekone¢nej mnoZiny.
V implicitnom tvare pouzil aj axiomu vyberu. Dedekindova préca je zdakladnym zdrojom
Zermelovho Skumania o zdkladoch teérie mnoZin (1908). Zermelo sa na Dedekinda ¢asto
odvolava a Gillies podrobnym porovnanim Dedekindovych a Zermelovych formulécii
ukazuje, Ze pit zo siedmich Zermelovych axiém mé povod u Dedekinda. Samozrejme,
Zermelo rozliSuje medzi prvkom a podmnoZinou, ¢o mu umoZiuje prijat’ prazdnu mnoZzinu.
Na rozdiel od Dedekinda sa viak nepokusa existenciu nekoneénej mnoziny dokazat, ale
Jju explicitne postuluje. Odhliadnuc od tychto detailov moZno Dedekinda pravom oznacit’
za predchodcu teérie mnozin. Po vyklade teoreticko-mnoZzinového ramca Dedekindovho
systému Gillies vysvetluje vystavbu aritmetiky na tomto, podl'a Dedekinda do logiky
patriacom zdklade. Prvym krokom je dokaz principu matematickej indukeie. Takto
ukdzal, Ze to nie je nezavisly princip, ale moZno ho odvodit’ z teoreticko-mnoZinového
ramca. Potom definuje pojem prirodzeného &isla, relaciu usporiadania a operacie séitania,
nasobenia a umocnenia. Pre tento ciel’ vymyslel novii metédu tzv. induktivnej definicie,
ktora sa odvtedy stala sucast'ou Standardného technického arzenalu matematiky. Dedekino-
vo odvodenie zakladov aritmetiky z logiky, aj ked’ svojmu tvorcovi mohlo pripadat
Gspedné, a rozhodne obsahovalo mnoho origindlnych myslienok, sa opiera o pojem
mnoZziny €i systému, ktoré si, ako sa ukézalo, rovnako problematické, ako aritmetika sama.
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Peano, na rozdiel od Fregeho a Dedekinda nebol logicistom. PodFa neho aritmetika
obsahuje mnoho primitivhych pojmov, ktoré nemozno definovat, ale ktoré treba cha-
akterizovat axiomaticky. Na formulédciu svojej tedrie vyvinul $pecialnu logick( notaciu,
ktord sice nie je taka aplnd, ako Fregeho pojmové pismo, ale je omnoho jednoduchSia, a
preto moderna logicka symbolika nadvizuje viac na Peana ako na Fregeho. Peana mozno
povazovat za predchodcu formalistickej filozofie matematiky. Jeho Arithmetices principia
z 1. 1889 s len prvym krokom projektu vybudovat’ celi matematiku ako formalny systém,
ktory bol uskutotneny Peanom a jeho Ziakmi v osemzviizkovom diele Formulaire de
Mathématiques (18935 az 1908). Toto dielo je napisané skoro vyluéne pomocou formal.
Hilbert bol bezpochyby ovplyvneny Peanom, avSak s Hilbertom a jeho $kolou nastava
zasadny posun od budovania formalnych systémov ku skiimaniu ich metamatematickych
vlastnosti. V Peanovych Arithmetices principia (1889) nie si metamatematické uvahy, ale
v jeho Sul concetto di numero z roku 1891 s uz obsiahnuté Gvahy o nezavislosti jeho
deviatich axiom. Nezavislost” axiom dokazuje prostrednictvom modelov. Na formulacii
otazky neprotire¢ivosti a na jej podrobnom sktmani mé zasluhu az Hilbert.

Dve zavere¢né kapitoly (11 a 12) s venované vykladu Fregeho pojmového pisma,
jeho realizicii logicistického programu a Russellovym paradoxom. Fregeho Begriffsschrift
(1879) predstavuje deduktivne vybudovany systém logiky. Jeho prvych Sest” axiom spolu
s pravidlom substiticie a modus ponens predstavuje Gplny systém vyrokového poctu. Pri
d'alSom rozvijani svojho systému sa Frege odchylil od dnes Standardného predikatového
poctu prvého radu, lebo svoj systém zamyslal ako systém logiky vysSieho radu. Preto
pripasta kvantifikaciu cez predikaty a skutocne takato kvantifikaciu v diele Begriffsschrift
aj viackrat uplatiuje. Napriek tomu v3ak fragment jeho systému mozno interpretovat ako
predikatovy pocet prvého radu s identitou a takto interpretovany je Gplny. Takze Fregeho
systém niet ¢im doplnit. Aby sme pochopili, v ¢om je Fregeho systém zasadne novy,
Gillies ho porovnava s Booleovou Matematickou analyzou logiky z r. 1847. Bool patril k
slavnej britskej algebraickej Skole, ktora prekvitala v 19. storo&i. Booleovou ideou bolo
redukovat’ metody tradicnej logiky na algebraicky kalkulus. Pritom vSak vobec nepre-
kraCuje hranice klasickej aristotelovskej logiky. ale iba ukazuje, ako ju moZno previest na
algebraické operacie so symbolmi. Naproti tomu Fregeho ciel'om bolo uskuto¢nit svoj
logicisticky program. Pre tento ciel’ musel premenit vietky formy argumentécie implicitne
pouzivané v aritmetike na plne explicitné. Potreboval teda odkryt’ implicitni logiku,
pouzivanii v matematike, a ako sa ukdzalo, td je omnoho bohatSia nez logika aristotelovska.
Zasadny rozdiel je jednak v Struktare viet, ktoré sa nie vzdy daju zapisat’ v subjekt-
-predikatovom tvare. Napriklad nie je jasné. o je subjektom a ¢o je predikatom v pripade
rovnice 3 + 5 = 8. ESte dolezitejsi je rozdiel tykajuci sa kvantifikacie. V aritmetike sa casto
stretavame s tvrdeniami, ktoré maji dva aj viac kvantifikatorov, ¢o opit’ nezapada do
aristotelovskej schémy. Teda rozdiel medzi Booleom a Fregem by sa dal zhrnat slovami,
Ze Boole sa usiloval redukovat’ logiku na aritmetiku, kym Frege zasa redukovat aritmetiku
na logiku. Kvoli tejto redukeii bol Frege niteny obohatit’ logiku.

Po objasneni Fregeho systému z diela Begriffsschrift Gillies pristupuje k vykladu
jeho Zakladnych zakonov aritmetiky (1893 a 1903). Zdkladny posun spociva v zndmom
rozliSeni zmyslu a vyznamu. Rovnicu a = b Frege chape ako tvrdenie, Ze "zmysel a" a
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"zmysel 4" maju rovnaky vyznam. Tak napriklad vyrazy 2+2 a 3+/ v rovnici 2+2 = 3+/
maji odliSny zmysel, ale rovnaky vyznam, menovite ¢islo 4. Zmysel oznacujuceho vyrazu
Frege charakterizuje ako spdsob danosti objektu, v nasom pripade sposob, akym je dané
Eislo 4. Je zrejmé, Ze vo vyraze 2+2 je &islo 4 dané inak ako v 3+ /. Dalsi rozdiel oproti
stanovisku vyjadrenom v diele Begriffsschrift je, Ze tu je logika explicitnejsie vysSicho
radu. Napriklad v zakladnom zékone IIb priamo kvantifikuje funkcionalny symbol. Aby
mohol explicitne definovat’ pojem &isla, ked’Ze ¢isla povazuje v istom zmysle za vlastnosti
pojmov, musi vyjadrit’ extenziu pojmov. Preto zavadza svoj zakladny zakon &islo 5. Ked’
Frege v lete roku 1902 dokonéil druhy diel Zakladnych zdkonov aritmetiky, muselo sa mu
© zdat’, Ze Gspe$ne zavfsil projekt, na ktorom pracoval po cely Zivot. Ale 16. jina 1902 mu
Russell poslal list, v ktorom ukézal, Ze jeho systém obsahuje logicky spor. Russellov list
zastihol Fregeho prili§ neskoro na to, aby mohol svoju knihu, zadant do tlace eSte
prepracovat’. Pridal k nej viak dodatok, v ktorom pise, Ze spor sa netyka len jeho metody,
ale kazd¢ho, kto vo svojom systéme pouZiva triedy alebo mnoZiny. Explicitne uvadza meno
Dedekinda. Gillies ukazuje ako moZno Russellov paradox odvodit z Dedekindovho
systému, a ukazuje tieZ, Ze takéto odvodenie je moZné aj v Peanovom systéme. Preto je
uplne opravnena Fregeho otazka, ¢i je vobec mozné uréit’ zéklady aritmetiky. Jasnym
dokazom, Ze paradoxy nie st Specifikom Fregeho pristupu, ale vyskytuji sa v oboch jeho
historickych alternativach, Gillies svoju knihu kon¢i. Ukazal v nej prechod od
sebavedomych programov logicizmu &i formalizmu k hlbokej krize zékladov.

c. Zaveretné poznamky

Prednostou Gilliesovej knihy je mnoZzstvo citacii. Zhruba tretinu rozsahu knihy
tvoria vybraté pasaZe z origindlnych prac, po¢inajic Kantom, Millom, Fregem, Peanom,
Dedekindom a konéiac Zermelom a Russellom. Pritom autor uvadza nielen pasaze, ktoré
sam vysvetluje, ale dal si th ndamahu a vyhladal aj relevantné pasaze, na ktoré sa autori v
citovanych pasazach odvolavaju. Napriklad vyhl'adal pasaZze z Kanta ¢i Milla, ku ktorym
sa Frege kriticky vyjadruje. Tak sa ukazalo, ze ked’ Frege vyc¢ita Millovi, Ze nemdZe
priradit’ ¢islo nefyzickému objektu, ako napriklad trom chutiam, tak sa jednoducho myli,
lebo Mill explicitne takéto priradenie uvadza. TakZe dokonca aj Frege bojuje miestami s
duchmi.

Dalsou prednostou knihy je systematické zabudovévanie vykladanych diel do
kontextu. Fregeho porovnava niclen s Peanom a Dedekindom, ¢o uz samo osebe nie je
aplne Standardné, ale pri komentovani diela Begriffsschrift nevéhal siahnut’ po Booleovi
a Schroderovi. Vel'mi zaujimavé je aj porovnanie Dedekinda s Zermelom alebo Peana s
Hilbertom.

Kniha predstavuje asi optimalne rieSenie tlohy, ktord méze hrat filozofia v univer-
zitnej priprave odbornikov. Ukazuje, Ze namiesto nanucovania svojich tém &i Gsilia upttat
pozornost’ mozno urcit’ témy, ktoré tvoria zaklady odbornych disciplin a tieto zabudovat
do kontextu. Kol'ko peknych knih o pojme priestoru, pohybu, zakona ¢i chemického prvku
este len ¢akd na podobné spracovanie.

Ladislav Kvasz



