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Carnapova modalni logika C
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Abstract: In this paper, we present Carnap’s modal logic C, which is
one of the first attempts to use the concept of possible world (that of
state description in the Carnapian original terminology) in shaping the
semantics for modalities. Some older technical results, which concern
the logic C, are summarized, namely two different kinds of axiomati-
zation of C, one unusual characterization of C as the only set of formu-
lae having one special property, and semantical and syntactical relati-
ons of C to S5. The fact that C is not closed under the universal substi-
tution is shortly discussed. Finally, the predicate version of C, which is
not axiomatizable, is defined.

Keywords: Carnap, modal logic, logic C, logic S5, possible worlds,
substitution.

1 Uvod

KdyZ Rudolf Carnap pracoval na své teorii vyznamu, kterou pre-
zentoval pfedevsim v Carnap (1946), potieboval pro tento tcel expli-
kovat pojem logické pravdivosti. Protoze mu tento pojem splyval s
Kantovym pojmem analytické pravdivosti, mohl se pfi explikaci Fidit
kritériem analyti¢nosti, které mél k dispozici. Toto kritérium mtizeme
rekonstruovat takto: Véta V je logicky pravdivad v sémantickém sys-
tému S pravé tehdy, kdyz V je v S analyticky pravdiva, tj. kdyz V je
zde pravdiva a jeji pravdivost je zaloZena ¢isté na sémantickych pra-
vidlech systému S bez jakéhokoli odkazu k mimojazykovym faktam.

' Tento ¢lanek vznikl s podporou grantu ¢. 401/09/H007 ,Logické zéklady sémanti-
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Kazd4 dobra explikace logické pravdivosti by dle Carnapa méla
byt v souladu s timto kritériem. A zda se, Ze je moZné toto kritérium
ekvivalentné vyjadfit zptisobem, ktery jiz pfimo vede k presnéjsi de-
finici. Postaci, kdyZz sémanticka pravidla jazykového systému vymezi
fixné urcitou tfidu interpretaci ¢i modeld. Tyto interpretace pfedsta-
vuji vechny mozné situace ¢i stavy véci, na které se jazyk potencialné
vztahuje. Pak plati, Ze pokud je néco pravdivé jiz na zdkladé séman-
tickych pravidel daného jazyka, musi to byt pravdivé za kazdé situa-
ce, kterou tento jazyk pripousti. A pfedpoklddame-li, Ze o tom, které
situace jazyk pfipousti, rozhoduji pravé pravidla tohoto jazyka, pak
plati-li néco ve v8ech pi¥ipustnych situacich, je to pravdivé ¢isté na za-
kladé jazykovych pravidel. Ekvivalentnim kritériem tedy je: Véta V je
logicky pravdiva v sémantickém systému S pravé tehdy, kdyz V je
pravdiva ve vSech moznych situacich ¢i stavech, na které se tento sys-
tém vztahuje.

Zbyva tedy pro dany systém pfesné uchopit, co je to mozna situ-
ace. Carnap si pfal, aby stavy byly reprezentovany svym udplnym
popisem. Definoval popisy stavli jako mnoziny literalti (tj. atomic-
kych vét a jejich negaci) takové, Ze pro kazdou atomickou vétu je v
kazdém popisu stavu obsaZena bud’ ona sama, nebo jeji negace (ale
ne oboji). Mnozina téchto popisti stavil tedy koresponduje s mnozi-
nou ohodnoceni atomt. Pro vyrokovou logiku je toto uchopeni sta-
vu pomoci jeho deskripce neproblematické. Carnap vSak uziva toho-
to postupu i pro jazyk, ktery odpovida logice predikdtové. Zde na-
stavaji znamé komplikace s tim, Ze kazdy objekt musi mit své jméno,
aby atomické véty mohly skutecné vérné a kompletné zachytit popi-
sovanou strukturu ¢i stav. Tyto potize v8ak mGZeme nechat stranou,
protoze se zamétime pfedevsim na logiku vyrokovou. Pouze v zaveé-
ru se kratce zminime o logice predikdtové a budeme se drzet mo-
dernéjsiho piistupu.

Pro vyrokovou logiku jsme ziskali kritérium logické pravdivosti,
které je dnes zcela bézné. Formule je logicky pravdiva pravé tehdy,
kdyz je pravdiva v kazdém popisu stavii, to znamend, kdyz je pravdi-
va pti kazdém ohodnoceni svych atomi.

Pojem logické pravdivosti je pro Carnapovu teorii velmi dtlezity.
Je v ném fundovéna celd intenzionalni vrstva vyznamu. Pomoci logic-
ké pravdivosti je totiz definovana logickd ekvivalence designatorti
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stejného typu.2 A logickd ekvivalence designatort je kritériem identity
jejich intenzi.

Pro nés je nyni podstatné, Ze logicka pravdivost je metajazykovy
pojem, jehoz piimocarym pievedenim do objektového jazyka ziskal
Carnap operator (logické) nutnosti. Miizeme tedy fici, Ze tento autor
jako jeden z prvnich modernich logikt zalozil formalni sémantiku
modalni vyrokové logiky na leibnizovské ideji moznych svétt. Car-
napovo jednoduché rozsifeni klasické logiky na modalni, prezentova-
né v ¢lanku Carnap (1946) a v knize Carnap (1947), vypada tak, ze
pfiddme do jazyka operator nutnosti (0) a zavedeme pro néj séman-
tické pravidlo: Formule 06 je pravdiva v daném popisu stavu praveé
tehdy, kdyz 0 je logicky pravdivd, tj. pravé tehdy, kdyz 6 je pravdiva
ve v8ech popisech stavli. Na zakladé toho ziskame pravidlo pro odvo-
zeny operator moznosti (0): Formule 08 je pravdivd v daném popisu
stavli pravé tehdy, kdyz 0 je pravdiva v néjakém popisu stavil.

V divéjsi syntaktické fazi vyvoje moderni modalni logiky nebylo k
dispozici zadné piesné vymezené kritérium tohoto typu. Logici se
preli v otazkéch, ktery axiom je intuitivné pfijatelny a ktery nikoli.
Avsak nebyla tu Zddnd spolec¢na béaze, na zakladé které by tyto otazky
mohly byt rozhodnuty. Carnap podéva kritérium a zaklad pro preciz-
ni zddvodnéni pfijeti ¢i zamitnuti né&jaké logické formule. Jak napf.
rozhodnout otdzku, Ze axiom (4), tj. schéma 08 — oo6, ma byt uznan
jako korektni? Jeho dfivéjsi zavedeni bylo motivovano ¢isté technicky.
Lewis v Lewis (1932) zavedl systém S4 (obsahujici tento axiom) na za-
kladé toho, ze Becker v Becker (1930) ukazal, jak v ném redukovat fe-
tézce modalit. Carnap v ramci své sémantiky podal filosoficky zaji-
maveéjsi zdavodnéni: Predpokladame-li, ze véta (¢i formule) of je
pravdivd, znamena to, Ze véta 6 je logicky pravdivé, tj. pravdiva cisté
na zédkladé sémantickych pravidel, bez ohledu na mimojazykovou
skutecnost. Ale to, Ze je véta 6 logicky pravdiva, je uréeno také pouze
na zakladé sémantickych pravidel. Tedy véta o je nejen pravdiva, ale
dokonce logicky pravdiva. To znamen4, ze véta oo je pravdiva. Jed-
na se o jedno z prvnich sémantickych zdvodnéni axiomu (4).

2 Designatory jsou jazykové vyrazy, u nichz pfedpokladame néjaky vyznam, tj. na
néz ma byt aplikovédna analyza vyznamu. Jsou to napt. individuové vyrazy, predi-
katy, funktory, véty.
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Podobné 1ze v Carnapové logice, kterd dnes byva oznacovana pis-
menem C, zd@vodnit platnost vSech formuli dokazatelnych v Lewiso-
vé kalkulu S5. Stac¢i ovéfit platnost jeho axiomt (resp. axiomd jeho
moderni verze), tj. vSech formuli, které maji tvar klasické tautologie a
dale schémat:

(K)  0(0— ) — (06 — oY),
(T) 06—,
b)) 00— o0o.

A také to, Ze pravidla tohoto kalkulu - necesitace (tj. 8 / 06) a modus
ponens - jsou korektnimi odvozovacimi pravidly. Logika S5 je casto
pouzivéna pro filosofické tcely,® protoZze se ma za to, Ze je nejpfimo-
Cafeji spojena s pojetim ontologické nutnosti jako platnosti ve vsech
moznych svétech.

Jak z&dhy uvidime, neni tomu tak, ze by logiky C a S5 byly zcela
ekvivalentni. AvSak nékteff autofi upozortiuji na to, Ze jejich odlisnost
byva v literatufe velmi ¢asto opomijena (viz napt. Hendry - Pokriefka
1985, 111 ¢i Schurz 2000, 1 a 4). Poukazuji pfedevsim na expozici Car-
napovy modalni logiky, jejimz autorem je Robert Feys (Feys 1963). V
tomto c¢lanku Feys chybné zcela ztotoZznuje C s S5 (viz 1963, 286).
V nasi literatute lze podobné ztotoznéni také dohledat (viz B€hounek
2005, 62). Rozdil neni patrny napf. ani v moderni ucebnici modalni
logiky (Blackburn - de Rijke - Venema 2001, 40).

Zda se tedy, Ze existuje obecny sklon povazovat Carnapovu mo-
dalni logiku za logiku S5. K tomu jisté pfispél sam Carnap, ktery v
(1946, 40 a 41) sam ¢ini necekané urcity krok, kterym obé logiky
v jistém smyslu ztotoznuje. Tento krok v8ak nechava bez komentére a
nijak vyslovné neupozormiuje na to, Ze se tim zac¢inad rozchazet se svym
dfive vymezenym pojmem logické pravdivosti. K tomu se vyjadiime
podrobnéji v komentafi k paté vété.

Z pravé uvedenych dtivodd, a také proto, Ze v naSem prosttedi je
logika C prakticky neznama, povazuji za vhodné srovnat nékolik star-
sich vysledkt vyjadiujicich silny vztah C k S5 a na jejich zakladé pou-
kazat také na podstatné rozdily, které mezi témito logikami existuji.
To je jednim zcilti tohoto ¢lanku. P¥i té piilezitosti také predlozim

3 Napt. Godeltv ditkaz boZi existence je proveden v S5.
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vlastni epistemickou interpretaci logiky S5, ktera je v kontrastu s jejim
béZznym ontologickym pojetim.

Vedle zminénych nejasnosti obvykle byva Carnaptv pfistup pova-
Zovan spiSe za pouhou anticipaci. Teprve kripkovska sémantika je
chépéna jako adekvatni modelové teoretické zalozeni logiky modalit.
Dal$im cilem ¢lanku je naopak prezentovat C jako plnohodnotnou lo-
giku, ktera je sice v rozporu s nékterymi tradiénimi pozadavky jako je
uzavfenost na substituci (definovano nize), ale ktera také splnuje urci-
ta zédkladni ocekavani. Protoze je tato logika velmi jednoducha a kon-
troverzni zaroven, mutze byt dobrym podnétem k zvaZeni nékterych
filosofickych otazek tykajicich se logiky viibec.

2  Axiomatizace C a sémanticky vztah C k S5

Pti vykladu a dokazovani budeme nejprve postupovat podle ¢lan-
ku (1985) autortt Hendryho a Pokriefky, kde se pfipravuje ptida pro
pfedvedeni jednoho ze vztahii k logice S5 tim, Ze se definuje sémanti-
ka modalit obecnéjsim zptisobem, nez jak to ptivodné ucinil Carnap.

Pracujeme tedy s jazykem modalni vyrokové logiky. Mame k dis-
pozici spofetnou mnozinu atomt At = {p1,p»,...}. Zakladni spojky jsou
-, &, g, ostatni jsou definované béznym zptisobem. Mnozinu vsech
formuli v tomto jazyce oznac¢ime Fle(MVL). Pouzijeme alternativni de-
finici popisu stavu: Popis stavu je libovolnd mnozina atomd. Induk-
tivné definujeme relaci f. Necht 4 je neprazdna mnozina popist sta-
vlias €A

4, sEpiffp €s, prokazdé p € At,

A sEO&Yiffa, sEOad sky,

A,s |=—'Giff neplati 4, s |= 0,

4, s EoBiff prokazdé t € A plati 4, t 6.

Rekneme, e 6 je A-platna, kdyz pro kazdé t € A plati 4, t | 6. Sémanti-
ku Carnapovy modalni vyrokové logiky C ziskdme tak, Ze za 4 polo-
Zime mnozinu vSech popist stavi. Tuto mnozinu oznaéime 4(C).
Ihned poukédzeme na jednu zvlastnost A-logik. Definujeme nésle-
dujici pojem. Substituce je kazda funkce sub: At — Fle(MVL). Sub je
mnozina vSech takovychto substituci. Kazdou sub € Sub mtizeme roz-
§ifit ptirozenym zptisobem tak, Ze sub: Fle(MVL) — Fle(MVL), pficemz
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pro libovolnou 8 € Fle(MVL) neobsahujici jiné atomy nez py,...,p, do-
definujeme sub(0) = O(p1/sub(pi), ..., pu/sub(pn)), tj. sub(6) je formule,
kterou ziskame soucasnym nahrazenim vsech atomt formulemi, které
jim pfifazuje funkce sub. O mnoziné formuli X fekneme, Ze je uzavie-
na na univerzalni substituci, kdyz pro kazdou formuli 6 € X a pro
kazdou substituci sub € Sub plati, ze sub(9) € X. Také logiky miizeme
chéapat jako mnoziny formuli. Uzavienost na substituci byva nékdy
povazovéna za zakladni podminku, kterou by méla mnozina formuli
spliiovat, pokud ji chceme nazyvat logikou.

My jsme vsak definovali 22" A-logik a Zaddna z nich tuto podmin-
ku nespliiuje. To lze dolozit zcela snadno. Pokud 4 obsahuje alespon
jeden popis stavu, ktery je neprazdny, vybereme z néj néjaky atom p.
Pak formule 0p je A-platna. Pfitom formule 0(p & —p) neni 4-platna.
Tudiz formule Op a substituce sub, pro kterou plati sub(p) = p & —p jsou
spole¢né protipfikladem doklddajicim, Ze tato A-logika neni uzavfena
na substituci. Pokud A obsahuje pouze prazdny popis stavu, avahu
I1ze lehce upravit. Protoze C je specialni A-logika, také ona neni uza-
viena na substituci. Z toho jiZ je jasné, Ze to neni logika odpovidajici
logice S5, nebot S5 na substituci uzavfena je. To je patrné z toho, ze
vjejim axiomatickém vymezeni jsou pouze univerzilni schémata a
tudiz je-li néjaka formule dokazatelnd v S5, musi zde byt dokazatelné
i v8echny jeji substitu¢ni instance. K problematice uzavienosti na sub-
stituci se jeSté vratime.

Je-li n 2 1 pfirozené ¢islo a s € 4, pak formuli {*(s) definujeme jako
I1 & ... &I, kde I; (1 £i < n) je atom p;, pokud p; € s, jinak [; je formule
—pi. Déle pro kazdé 4 definujeme mnoziny formuli:

Hr = {¢n(s); s € 4(Q)},
Hr(4) = {{ € H"; existuje t € A: 4, t F (),
Hn(-4) = H™-Hn(4).

Pro kazdé ptirozené ¢islo n jsme tedy definovali tfi kone¢né mnoziny
formuli.

Pfejdeme k axiomatizaci 4-logik. Pro kazdou A4-logiku vezmeme
kalkul logiky S5 a obohatime ho o nasledujici schémata:

(A1) 0x(s),je-linzTas€A4,
(42) —=0(s), pokud 0{"(s) neni instance (41).
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ks 6 znamens, ze formule 6 je dokazatelnd v tomto kalkulu.

Kazda z takto ziskanych logik je tedy silné&jsi nez S5. Nejednd se o
logické kalkuly v bézném smyslu. V nékterych pfipadech neni mnozi-
na axiomt rozhodnutelnd. V piipadé 4(C) se vsak jedna o rozhodnu-
telnou mnozinu - zde dokonce vystacime pouze se schématem
(4(0)1), protoze kazda formule tvaru ¢{"(s) spliiuje uvedenou pod-
minku. Dokazeme, ze ke kazdé A-logice je odpovidajici A-kalkul ade-
kvatni. Fixujeme tedy libovolné 4.

Lemma 1: Pro libovolné 6, i, x € Fle(MVL) plati:

a) Jestlize Fa(OV ) a fs =00, pak fa .
b) Jestlize fs0(61V ...V 6y) a |a 6; — x pro kaZdé i (1 <i < n), pak

I-A ox.
c) Jestlize |‘A 0 — , pak |‘A 00 — 0.
d 008 — 6.

Diikaz: Jde o metateorémy pravdivé jiz pro logiku S5. Jejich prav-
divost se jednoduse pfenasi do vsech 4-kalkult. Q.E.D.

V nasledujicich dvou lemmatech budeme predpokladat, ze H*(4) =
{a1, .. .,a'k} a H”(-A) = {ﬁl, .. .,ﬁm}v

Lemma2: fao(aV ... V ).

Diikaz: Formule a; V ... V ax V B1 V ... V S je klasicka tautologie a
tedy dokazatelna v A-kalkulu. Diky pravidlu necesitace pak plati
|—A o(@V..VaVpiV..V . Avsak pro kazdou formuli f§ €
Hr(-4) plati diky schématu (42), ze fs ~0B. Tudiz diky bodu a) z
piedchoziho lemmatu ziskdvame |4 o(a; V ... V ar). Q.E.D.

Lemma 3: Necht 6 € Fle(MVL), n je maximdlni index atomii vysky-
tujicich se ve 8 a s € A. Pak plati |4 {"(s) — 0 iff 4, s E 6.

Diikaz: Indukci podle slozitosti . P¥ipad atomickych formuli a spo-
jek konjunkce a negace je pfimocary. Ukazeme indukéni krok pro o.

Necht tedy 0 = o a tvrzeni plati pro formuli 1 a pro kazdé t € A.
Necht 4, s k oyp. Pak dle indukéniho predpokladu plati f4 a; — i,
ey s ax — . Tedy diky druhému lemmatu a bodu b) prvniho
lemmatu plati |4 0. Tedy také |fa {7(s) — o
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Necht |4 ¢"(s) — op. Podle bodu c) prvniho lemmatu |4 03%(s)
— 0oy. Podle schématu (41) je 0{"(s) axiom, tedy |4 00y. Z bodu d)
prvniho lemmatu dostavame |—A Y. Necht t € A. Pak |-A () — .
Diky indukénimu piedpokladu plati 4, t F 1. Protoze t bylo libo-
volné, plati 4, s |= oy. Q.E.D.

Véta 1: Necht 6 € Fle(MVL). Plati, Ze 0 je A-platnd iff |4 6.

Diikaz: Necht nejprve |4 8. Ovétenim korektnosti viech schémat a
odvozovacich pravidel ziskdvame také, Ze 6 je A-platna.

Necht 6 je A-platna. Tedy pro kazdé t € A plati 4, t | 6. Tedy podle
tfetiho lemmatu |-A a — 0, ..., |-A ar — 6. Tedy podle druhého
lemmatu a bodu b) prvniho lemmatu |4 06, tedy i |4 6. Q.E.D.

Mame nyni axiomaticky systém pro kazdou 4-logiku. Specidlné
mame axiomatizaci logiky C. Za pomoci 4-logik je v ¢lanku (1985) vy-
tvofena sémantika pro logiku S5. NeZ vylozime, jak autofi postupova-
li, doplnime jedno pomocné tvrzeni, které v (1985) neni explicitné
zminéno, ale které je v postupu pfesto pouzito. Domnivame se, Ze je
vhodné uvést jeho ditkaz, protoze tento bod mtize byt matouci. Mohlo
by se totiz zdat, Ze autofi pfedpokladaji vétu o dedukci pro logiku S5,
ktera zde vSak ve své obecné podobé neplati. Pravdou je, Ze jim pro
acely dtikazu stadi pouze urditd omezena varianta véty o dedukci,
ktera jiz plati a kterou zformulujeme v nasledujicim lemmatu.

Lemma 4: Necht A je dino, 6 € Fle(MVL) a plati |4 6. Nechf xi,....xu
jsou jediné instance schémat (A1) a (42), které se vyskytuji v néjakém A-
ditkazu formule 6. Pak plati Fss (x1 & ... & xu) — 0.

Diikaz: Tvrzeni 1ze dokédzat podobné jako vétu o dedukci v klasické
vyrokové logice. Necht posloupnost ¥,..., ¥ = 0 je uvedeny di-
kaz. Dokéazeme indukci, Ze pro kazdé i (1<i < m) plati }ss (x1 & ...
& xu) — .. Mohou nastat ¢tyti pripady:

i) i je axiom logiky S5.

if)  ije instance schématu (41) nebo (42).

iif) i je odvozena z pfedchozich ¢lenti pomoci pravidla mo-
dus ponens.
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iv)  1: je odvozena z nékterého piedchoziho ¢lenu pomoci
necesitace.

V piipadech i) a iii) l1ze postupovat stejné jako v tradi¢nim dtika-
zu véty o dedukci pro kalkul klasické vyrokové logiky - tj. vyuzi-
je se toho, Ze mezi axiomy jsou vSechny formule tvaru a — (f—
@) a také vSechny formule tvaru (a — (8 — y)) = (@ = f) = (a —
Y)). V piipadé ii) lze vyuzit faktu, zZe ¢; € {x1,....x»}. Zbyva zda-
vodnit pfipad iv). Zde vyuzijeme faktu, ze pro kazdou instanci y
schémat (41) a (42) plati fss x—ox. Tedy Fss (1 & ... & xu) — (Ox1
& ... & Oy,). Pritom v S5 plati, Ze vzhledem ke konjunkci lze nut-
nost vytknout, tj. |ss (ox1 & ... & oxx) — O(x1 & ... & xu). Dohro-
mady tedy |fss (1 & ... & xu) — 0(x1 & ... & xu). Necht ¥; = oy
pro néjaké j < i. Pak na zédkladé indukéniho piedpokladu plati }ss
(x1 & ... & xu) — ;. Aplikaci necesitace, schématu (K) a pravidla
modus ponens ziskavame |ss 0(x1 & ... & xx) — O A z vyse
uvedeného jiz plyne, ze Fss (11 & ... & x») — Op;. Tim je dikaz
dokoncen. Q.E.D.

Nyni jiz mizeme uvést sémantickou souvislost logik C a S5 tak, jak
je predloZena v (1985). Jedna se o velmi znamy vysledek. Netradi¢ni je
vsak jeho dtikaz pomoci 4-logik. Analogicky vysledek (pro predikato-
vou verzi logiky S5) pfedvedl poprvé Saul Kripke (1959). Tvrzeni Ize
neformélné interpretovat takto: S5 1ze chapat jako logiku, v niz (stejné
jako v C) je nutnost interpretovana jako platnost ve vSech moznych
svétech (reprezentovanych popisy stavl). Avsak podstatny rozdil je
v tom, Ze zatimco logika C operuje s jednou fixné danou sadou vsech
logicky moznyjch svétt, logika S5 vnasi do hry dalsi rozliSeni. P¥ipousti
situace, v nichz néjaké logicky mozné situace nejsou mozné , materi-
alné”. V protikladu k stanovisku, které zastaval rany Wittgenstein, te-
dy S5 pfipousti, Ze atomické vyroky nemusi byt na sobé nezavislé -
néjaka kombinace jejich ohodnoceni mtize byt nemozna. Predem (4.
na arovni logiky) vSak nelze fici, které popisy stavil reprezentujf
»skutecné” mozné stavy a které nikoli. Proto kazda mnoZzina popisit
stavli urcuje jeden model logiky S5, ktera je logikou pravé této tiidy
modelt.

Véta 2: Necht 6 € Fle(MVL). Pak |ss 0 iff pro kazdé A je 6 A-platna.
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Diikaz: Jestlize |ss 6, pak pro kazdé 4 plati |4 6, tedy také pro
kazdé 4 je 6 A-platna.

Necht pro kazdé 4 je 6 A-platna. Pak podle pfedchozi véty pro
kazdé A plati |4 6. Z predchoziho postupu je ziejmé, ze v dikazu
formule 6 v odpovidajicim 4-kalkulu neni potieba pouzit zadny
atom, jehoZ index by byl vétsi nez jakykoli index atom vyskytu-
jicich se ve formuli 6. Necht tedy 7 je maximalni index atomt vy-
skytujicich se ve 6. Pro dané A4 existuje pfesné 2" formuli urce-
nych schématy (41),(42). Necht Oay, ..., Oa; (1 <1< 27) jsou ty axi-
omy, které jsou urceny schématem (41) a ~0Bs, ..., =0B; (j = 2"-i)
jsou ty axiomy, které jsou uréeny schématem (42). P¥i dikazu
formule 6 v A-kalkulu nebyly tedy zapotfebi dalsi axiomy nez
pravé uvedené. Tedy plati (dle piedchoziho lemmatu), ze Fss (Oa:
& ... & 0a; & 0f1 & ... & 0Bj) — 6. Uvazujeme-li vSechny mno-

ziny popisti stavi, existuje pfesné m = 22" formuli typu Oa; & ...
& Oa; & =01 & ... & —0f;. Necht to jsou formule 1y, ..., 1P, Plati
tedy pro kazdé I (1 <1<m), ze }ss ¥ — 6. Ptitom také |ss 1V ...
V . Tedy |ss 6. QE.D.

Jak jiz bylo feceno, logika S5 je ¢asto chapana jako logika ontolo-
gické nutnosti. Struéné naznacime, Ze bychom ji mohli konstruovat
jako logiku s pfirozenou epistemickou interpretaci. Misto jednoho
univerza v8ech moznych interpretaci (¢i popisti stav) logiky C, vez-
méme jedno univerzum epistemickych stavt sestavajici z dvojic, kde
prvni ¢len tvoii interpretace (ontologicka slozka epistemického stavu)
a druhy ¢len tvofi libovolnd mnozina nemodalnich formuli pravdi-
vych v dané interpretaci (slozka predstavujici znalost v epistemickém
stavu). Mnozina vSech takovychto dvojic tvoii jedno epistemické uni-
verzum. Pokud by v ném byla nutnost interpretovana jako platnost ve
vSech moznych svétech, ziskali bychom opét logiku C (druhé slozky
svét by byly irelevantni). Pokud bychom si v8ak pomohli relaci do-
sazitelnosti a definovali bychom, Ze vzajemné dosazitelné jsou praveé
takové stavy, jejichz druhé slozky se shoduji, a nutnost definovali jako
platnost ve vSech dosazitelnych stavech, ziskali bychom logiku S5 (jak
1ze lehce dok&zat). Pfitom jeji sémantika by byla ideové zcela analo-
gickd sémantice logiky C, pouze obohacena o epistemicky rozmér. Re-
lace dosazitelnosti je definovana pfirozenym zptisobem: Z epistemic-
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kého hlediska je pro nds mozny kazdy takovy stav, v némz je pravda
prave to, co o situaci vime.

3 Alternativni charakterizace C a syntakticky vztah
CkS5

Steven H. Thomason (1973) podal pro logiku C alternativni a jed-
nodussi kalkul nez ten, s kterym jsme dosud pracovali. Mezi axiomy
jsou pouze vSechny formule tvaru klasickych tautologii a dale vsech-
ny instance schématu (4(C)1). Odvozovaci pravidla jsou modus po-
nens, necesitace a déle je pfidano nasledujici pravidlo:*

(ct) 66—y /ob—oy.

Je-li 6 dokazatelna v tomto kalkulu, piSeme |—c 0. Pro tento kalkul ma-
zeme ihned dokazat analogii tfettho lemmatu. VyuZzijeme také nésledu-
jici tvahy. O popisu stavu fekneme, Ze je n-popisem, kdyZz neobsahuje
zadny atom s vétsim indexem neZ n. Pokud 7 je maximalni index ve 6,
pak se 1ze pfi vyhodnocovani formule 6 v logice C omezit pouze na
vsechny n-popisy. Formule 0 plati ve vSech n-popisech pravé tehdy,
kdyz je v C logicky platna, z ¢ehoz plyne také rozhodnutelnost této lo-
giky.

Reknéme, Ze A7(C) je mnozina viech n-popist. Pro nasledujici dé-
kaz bude vhodné, vyjadfime-li analogii tfettho lemmatu pomoci na-
sledujiciho znageni. Necht s € 47(C). Definujeme, Ze je-li 4%(C), s | 6,
pak je 65 = 0. Jinak je 6° = —6. Plati nasledujici tvrzeni.

Lemma 5: Necht 8 € Fle(MVL), n je maximalni index atomii vyskytuji-
cich se ve 8 a s € An(C). Pak |c ¢'(s) — 6.

Diikaz: Indukci podle slozitosti formule 6. Ukdzeme pouze induk¢-
ni krok pro operator o. Necht tedy 8 = oy.

Jestlize 4%(C), s k oy, tak pro kazdé t € 47(C) je 4%(C), t [ 1. Dle
indukéniho piedpokladu e ¢7(f) — 1 pro kazdé takovéto t. P¥itom
disjunkce v8ech {(t) (t € 47(C)) je klasicka tautologie. Pak ale plati

Fcy. Tedy i fcoy. A tedy také | ¢'(s) — oy

¢ Toto pravidlo je ekvivalentni s podminkou vyjadfenou v bodu c) prvniho lemmatu.
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Jestlize neplati 47(C), s f oy, pak existuje ¢ € 47(C) tak, e neplati
ani 47(C), t k . Tedy dle indukéniho predpokladu pro takovéto ¢
plati |c ¢1(t) — —. Tedy také fc 0¢"(t) — —oi. Avsak 0¢(t) je axi-
om, takze |c-oyp. Tedy i |fc ¢'(s) — ~oy. QE.D.

Véta 3: Necht 6 € Fle(MVL). 8 je platnd v C iff | 6.

Diikaz: V8echny axiomy jsou v C platné a odvozovaci pravidla zde
zachovévaji platnost. Tim je dokazana korektnost.

Necht 6 je platna v C. Pak podle pfedchoziho lemmatu plati pro
kazdé t € 47(C), ze }c {"(t) — 6. Protoze navic disjunkce vech for-
muli {*() (t € 47(C)) je tautologie, platii fc 6. Q.E.D.

Thomason (1973) podava s pomoci pravé uvedeného kalkulu na-
sledujici charakterizaci logiky C. Thm(C) je mnozina formuli platnych
v logice C.

Véta 4: Thm(C) je jedind mnozina X formuli jazyka moddlni vijrokové

logiky, kterd spliiuje pro libovolné 6, Y € Fle(MVL) ndsledujici pod-

minky:

1. Pokud je 8 tvaru klasické tautologie, pak 8 € X.

2. Pokud 6 neobsahuje modality a 0 € X, pak je 0 tvaru klasické tautolo-
gie.

3. Pokud 6 - € Xab6€X, pakp € X.

4. 0 € X pravé tehdy, kdyz o6 € X.

5. Bud' 68 € X, nebo ~06 € X.

Diikaz: Sémantickou kontrolou lze ovéfit, ze pro Thm(C) jsou splné-
ny vsechny z uvedenych podminek. Pfedpokladejme, Ze mnozina X
spliiuje uvedené podminky. Z podminek 1., 2. a 5. plyne, Ze X obsa-
huje v8echny axiomy uvedeného kalkulu. Diky podminkdam 3. a 4. je
X uzaviend na modus ponens a necesitaci. Indukci lze ovéfit, ze
kdykoli ve formuli a je kazdy atom v dosahu néjakého modalniho
operétoru, pak plati bud’ @ € X, nebo ~a € X (pro zadnou formuli
neplati obojf). Tedy za pfedpokladu, Ze 08 — oy neniv X, fjev X a
Y neni v X, coZ znamend, Ze & — ¥ neni v X. Tim je zdvodnéno, Ze
X je uzavfena i na (ct+). Dohromady tedy Thm(C) je podmnozinou X.
Necht 8 € X. Pak také o6 € X, tedy ~06 neni v X. Z toho plyne, ze
neplati |-c —=06. Tedy |c 6. Tudiz Thm(C) = X. Q.E.D.
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Prvni ¢tyfi podminky sdili C se v8emi béZznymi modalnimi logi-
kami. Pfedpokladdme-li tyto podminky jako zakladni pozadavek pti
konstrukei modalnich logik, pak nam pfedchozi véta ¥ika, Ze patou
podminku nemtize spliiovat Zaddna jina modalni vyrokova logika, nez
logika C. Do jaké miry je tato podminka Zddouci? Pokud chceme ope-
ratorem nutnosti formalizovat logickou platnost, pak ptisobi tato
podminka zcela nevinné a spise jen vyjadiuje nase ocekavani. Rika
pouze, ze neni-li formule 6 logicky platnd, pak plati —o6.

Vyse jsme ukazali, jaky je sémanticky vztah logiky S5 ke Carnapo-
vé modalni logice C. Nyni pfedvedeme zajimavy syntakticky vztah
téchto logik. Ukazeme, ze v S5 jsou platné presné ty formule, které
jsou platné v C a jejichZ vsechny substitu¢ni instance jsou téz platné v
C. Jinymi slovy, S5 je nejvétsi na substituci uzaviena ¢ast logiky C. Po-
stupujeme stéle podle Thomason (1973).

Necht G = {py,...,ps} a Int(G) je mnoZzina vsech ohodnoceni téch-
to atomt. Uvedeme nyni pomocné lemma. Definujeme 6 = 0 a 0 =
—0.

Lemma 6: Necht K je neprizdnd podmnozina Int(G). Pak existuji formu-
le ay, ..., ay splitujici ndsledujici podminky:

1. ay,...,a, obsahuji pouze atomy ps,...,pn a spojky = a & .

2. Prokazdé 1€ Kai€{l, ..., n} plati I(a) = I(p).

3. Pro kazdé I, které nelezi v K, plati ¢ =(a] ") v ... v alP)).

Diikaz: Fixujeme libovolné Iy € K. Pro kazdé i € {1, ..., n } definuje-
me funkci fi: Int(G) — {0,1}:

fi (I) = I(pi), jestlize I € K.
fi (I) = Io(p;), jestlize I nelezi v K.

Protoze {& , —} je tplnd mnozZina spojek v klasické logice, k funk-
cm fi, ..., fu existuji formule a, ..., @, které splituji 1. podminku a
pro néz plati: I(a) = f; (I).

Jestlize I € Kai €1, ..., n}, pak I(a;) = fi(I) = I(p;). Tedy 2. pod-
minka je také pro tyto formule splnéna.

Necht I nelezi v K a | € Int(G). Nejprve dokdzeme sporem, Ze
pak pro néjaké i € {1, ..., n} plati [(a;) # I(p;). Pfedpokladejme tedy,
Ze pro kazdé i plati J(a) = I(p;). Pokud ] € K, pak pro kazdé i mame
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J(pi) = fi]) = J(a;) = I(p). Tedy ] = I, coz je spor, nebot I nelezi v K.
Pokud | nelezi v K, pak pro kazdé i plati Io(p:) = fi(J) = J(ai) = I(pi).
Tedy I = Iy, coz je opét spor.

Lze lehce ovéfit, ze plati nasledujici vztah: | (aiI Py =1iff I (pi) =
J(a). Dohromady ziskavame, ze pro kazdé | € Int(G) plati, ze
J(ei ") v ... val®y = 0. To znamena, ze fc ~(a" v ... valP))
a 3. podminka je rovnéz splnéna. Q.E.D.

Kazdé neprazdné podmnoziné K mnoziny Int(G) odpovidd pod-
mnozina Ax mnoziny popist stavlt 47(C). Dale subx bude substituce
takova, Ze pro kazdé i € {1,...,n} plati subx(p;) = a;, kde ay,...,a, jsou
formule, jejichz existenci pro dané K zajistuje pfedchozi lemma.

Lemma 7: Necht K je podmnozZinou mnoZiny Int(G), s € Ax a 6 €
Fle(MVL). Pak plati, Ze Ax, s F 6 iff A7(C), s [ subk(6).

Diikaz: Indukci podle slozitosti formule 6. Pro kazdy atom p; (1< i<
n) plati 4k, s f pi iff 47(C), sk p; iff 47(C), s a; (viz 2. podminka
predchoziho lemmatu).

Indukéni kroky pro & a — jsou pfimocaré. Necht 8 = oy. Pred-
pokladejme, ze 47(C), s k subk (0 ¥). Pak - protoze 4k je podmnozi-
nou 47(C) - pro kazdé t € A plati 4%(C), t [ subk(ip). Na zékladé in-
dEkéniho piedpokladu plati pro kazdé t € Ak, ze A, t F . Tedy 4,
s FOy.

Necht neplati 47(C), s f subk(o ). Pak existuje t € 47(C) tak, ze
neplati ani 47(C), t f subx(p). Definujeme I € Int(G) tak, ze I(p;) = 1

iff A1(C), tF a. Z toho vyplyva, ze plati 47(C), t F o™V ...
val™)  Nyni plati, ze I € K. Kdyby ne, tak bychom dostali spor

s 3. podminkou pfedchoziho lemmatu. Protoze I € K, I korespon-
duje s popisem stavu s; € Ax. Pro kazdé i plati:

A%(Q), st F aiiff A7(C), s1 E piiff 47(C), t F .

Protoze neplati 47(C), t F subx (i), neplati také A47(C), s; F subx(1).
Na zékladé indukéniho predpokladu neplati ani 4k, s ¥ a tedy
anidg, s foy. QED.
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Nyni mtzeme dokdzat zminény vyznamny vztah logik C a S5.
VyuZijeme pozorovéni, Ze neni-li 6 platna v logice S5, pak existuje
podmnozina Ax mnoziny 4%(C) (kde n je maximalni index ve 0) tak, ze
0 neni platna v Ax.> Oznac¢ime Sub(C) = {6 € Thm(C); pro kazdé sub €
Sub: sub(6) € Thm(C)}. Thm(S5) je pochopitelné mnozina teorému logi-
ky S5.

Véta 5: Sub(C) = Thm(S5).

Diikaz: Jestlize 6 € Thm(S5), pak 8 € Thm(C) a pro kazdou substituci
sub € Sub je sub(6) € Thm(S5) a tedy i sub(6) € Thm(C). Takze 0 €
Sub(C).

Necht 6 nelezi v Thm(S5). Pak existuje podmnoZzina K mnoziny
Int(G) a s € Ax tak, Ze neplati Ak, s F 6. Tedy podle piedchoziho
lemmatu neplati 47(C), s f subk (6). Tedy 6 nelezi ani v Sub(C).
Q.E.D.

Uvedeny vysledek dokézal jiz Carnap ve svém ¢ldnku (1946), ve
kterém se vénoval formalnim vlastnostem své modalni logiky. Zde
stejné jako v (1947) definuje logickou pravdivost pro predikatovou lo-
giku tak, Ze obor dané formule obsahuje vSechny popisy stavi. V pii-
padé vyrokové logiky se vSak odchyluje od ostatniho vykladu a dopl-
fiuje podminku uzavfenosti na substituci, tj. pracuje s vyrokovymi
atomy jako s proménnymi za libovolné véty. Vychazi mu pak kore-
spondence s logikou S5. V dtikazu tplnosti postupuje metodou re-
dukce na specificky definovanou normaélni formu. Ukéze, ze kazda
formule ze Sub(C) je redukovatelnd kanonickym postupem na kon-
stantu t (, pravda”), ktera je do jazyka pfidédna, a Ze vSe, co je takto re-
dukovatelné, je dokazatelné v S5.

4 Uzavrenost na substituci

Protoze logika C neni uzaviena na substituci, nespada pod tech-
nicky termin ,normalni modalni logika”. Obecné prevlada nazor, Ze
logicka pravdivost je véci formy ¢i syntaktické struktury nezavislé na

5 Z tohoto pozorovani plyne rozhodnutelnost logiky S5, protoze pro kazdou formuli
staci ovéfit, zda plati v kone¢né mnoha kone¢nych modelech.
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interpretaci mimologickych symbold a z toho Ze vyplyva uzavienost
na substituci jako zdkladni podminka. Jinymi slovy, ma-li byt néjaka
mnozina formuli povazovana za logiku, musi byt pfinejmensim uza-
viena na substituci. Podle takového kritéria logika C neni viibec logi-
kou.

Na tuto problematiku se podivime pohledem Gerharda Schurze,
ktery se ve svém ¢lanku (2000) stavi do opozice k obecné rozsifenému
nazoru. Tvrdi, Ze pokud chceme identifikovat nutnost jakozto logic-
kou nutnost, pak logika C je nejen skute¢nou logikou, ale navic je je-
dinou tplnou modalni logikou. Uzavfenost na univerzalni substituci
prezentuje jako jakysi logicky pfedsudek. Jedna se o podminku zby-
te¢né piilis silnou. Tuto podminku lze nahradit podminkou slabsi,
kterou jiz logika C bude splnovat. Schurz nezpochybriuje, ze logika se
ma tykat pouze formy a zZe ma byt nezavisl4 na interpretaci mimolo-
gickych symbolé. Domniva se vsak, Ze z toho nevyplyva uzavienost
na univerzalni substituci. RozliSuje mezi syntakticky izomorfnimi a
homomorfnimi substitucemi. Izomorfni substituce je takova, ktera pfi-
fazuje atomickym formulim opét pouze atomické formule - a to navic
tak, Ze Zddnym dvéma rtiznym atomdm neni pfifazen stejny atom. Je-li
sub takovéto substituce a 6 je libovolna formule, pak formule 8 a sub(6)
jsou skute¢né z hlediska syntaktické formy nerozlisitelné. Schurztiv po-
jem homomorfni substituce splyva s pojmem univerzalni substituce.
Atomickym formulim mohou byt pfifazeny i neatomické formule. Po
provedeni substituce dojde v takovém piipadé k nériistu syntaktické
komplexity dané formule. Formule, na niZ byla substituce aplikovana,
je tedy odlisna cisté z hlediska syntaktické formy.

Schurz nevidi Zadny apriorni diéivod, pro¢ by takové logické pojmy
jako logicka pravda mély splnovat podminku uzavienosti na homo-
morfni substituci, kterd méni syntaktickou strukturu formuli. Vzdyt
také v tradi¢nich logikach existuji logické pojmy, které tuto podminku
nespliiuji. Prikladem mtize byt logicka konzistence. Napf. mnozina
formuli {p,q}, kde p a q jsou atomy, je v KVL konzistentni. Aplikujeme-
li na formule substituci s, pro niz plati s(p) = ~g a s(q) = g, ziskdme
mnozinu {~g, g}, kterd konzistentni neni. To vede Schurze k nésleduji-
ci tezi: Kazda logika musi byt uzavfena na syntakticky izomorfni sub-
stituce, ale nemusi byt nutné uzaviena na syntakticky homomorfni
substituce.
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sémantickém pohledu. Neformélné Ize ¥ici, Ze substituce je séman-
ticky izomorfni pravé tehdy, kdyz zachovava sémantickou volnost
interpretaci, tj. kdyz logicky prostor vsech interpretaci substituova-
nych formuli zachovava cely prostor vSech interpretaci. Pro C by-
chom tuto podminku mohli formulovat pfesnéji takto: Necht Int je
mnozina interpretaci této logiky, I € Int a sub je substituce. Definu-
jeme Ly jako interpretaci spliujici pro kazdy atom p, ze Lu(p) =
I(sub(p)). Substituce sub je sémanticky izomorfni, kdyz Int = {Lu, I €
Int}. Zfejmé kazda syntakticky izomorfni substituce je téz sémantic-
ky izomorfni. Av8ak existuji sémanticky izomorfni substituce, které
syntakticky izomorfni nejsou (napi. substituce pfifazujici kazdému
atomu jeho negaci). Schurz tedy piedklada jesté druhou, v jistém
smyslu silngjsi tezi: Kazd4 logika musi byt uzaviena na sémanticky
izomorfni substituce.

Lze lehce ukazat, ze logika C je skute¢né na sémanticky izomorfni
substituce uzaviena. Navic, ma-li tato logika modelovat logickou
nutnost a moznost, zda se, Ze se jednd o jedinou tplnou modalni lo-
giku, protoze skute¢né pro kazdou splnitelnou formuli 8 v C plati
08.

Dtisledkem této tplnosti vsak je dalsi zvlastnost logiky C. Modali-
ty v ni jsou totiZ v jistém smyslu zcela eliminovatelné. Kazda formule
zacinajici operatorem o je v C logicky ekvivalentni bud’ s libovolnou
tautologii, nebo s libovolnou kontradikci.

5 Predikatova verze logiky C

Alesponi krétce se zminime o predikatové verzi logiky C. Jak jiz by-
lo uvedeno, na svoji predikdtovou modalni logiku neklade Carnap v
¢lanku (1946) podminku uzavfenosti na substituci. Definuje sémanti-
ku pro jazyk obsahujici spo¢etnou mnozinu jmennych konstant. Pfed-
poklada jedno spocetné univerzum, nebot kazdy prvek univerza ma v
tomto jazyce fixné pridélené jméno a zadné dvé jména neoznacuji
stejny objekt. Sémantika kvantifikdtort maze byt tedy stanovena po-
moci substituci konstant za proménné. My vsak sémantiku logiky C
formulujeme modernim zptisobem (jak je to napf. provedeno v Mos-
towski - Mostowski 2006, odkud definici pfebirdme), tj. s vyuzitim
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pojmt modelu (ktery nahrazuje pojem popisu stavu) a valuace. Ne-
budeme piedpoklddat ani spocetnost univerza. Pochopitelné se tim
lehce zméni mnozina platnych formuli.

Necht tedy L je prvofadovy jazyk a V = {x1, x2, ...} je spocetna
mnozina prvofadovych proménnych. Necht M je prvofadovy model
pro jazyk L. Libovolna funkce e z V do nosné mnoziny modelu M se
nazyva valuace v M. Formule lze vystavét z atomickych formuli
pomoci kvantifikatort, vyrokovych operétorti &, — a operatoru nut-
nosti. Definujeme induktivné pravdivost formule 6 v modelu M pfti
valuaci e (M F 6 [e]). Ptipad atomickych formuli je stejny jako v kla-
sické predikatové logice. Kroky pro operéatory & , — a kvantifikatory
jsou téz stejné. Zbyva dodefinovat krok pro operator nutnosti: M
oy [e] iff pro kazdy L-model N, ktery ma spole¢nou nosnou mnozinu
s modelem M, plati, e N i [e]. Formule 6 v jazyce L je logicky
platna v C, kdyz pro kazdy L-model a kazdou valuaci e v M plati, ze
ME6 [e].

Predikatové verze logik C a S5 jsou v podobném sémantickém
vztahu jako jejich vyrokové verze. Axiomaticky systém predikatové
modalni logiky S5 vypada tak, Ze se k axiomatizaci klasické predika-
tové logiky pfidaji schémata (K), (T), (5) a pravidlo necesitace. Pfitom
vSechna schémata se vztahuji na formule jazyka predikatové logiky
obohaceného o operator nutnosti. V jiz zminéném ¢lanku (1959) vy-
tvaii Kripke sémantiku této logiky. Lze ji formulovat tak, Ze jeji L-
modely jsou libovolné dvojice <M, 5>, kde S je mnozina L-modelt kla-
sické predikatové logiky na stejném univerzu a M € S. Nutnost for-
mule ¢ v <M, 5> pii dané valuaci e je definovéna takto: <M,S> |= ay [e]
iff pro kazdé N € S plati <N,S> ) [e].

Modely logiky C lze tedy chédpat jako takové modely <M,S> logiky
55, v nichz S je tfida vSech modelfi na univerzu modelu M. Opét tak
ziskavame, Ze C je silnéjsi nez S5. Nap¥. v C plati formule 0VxPx, ktera
neplati v 55. Obecné jestlize & ma model libovolné mohutnosti, pak v
C plati 06. UkaZeme jesté jeden, zajimavéjsi ptiklad, ktery je uveden v
Mostowski — Mostowski (2006, 88). Zvazme formuli

0 (Vavy(fix) = fly) — x = y) = Va3y(fly) = %)) —
—o((VxVyVz((Rxy & Ryz) — Rxz) & Vx~Rxx) — IxVy—Rxy).
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Tato formule je tvaru implikace. Cteme-li operétor nutnosti z perspek-
tivy Carnapovy logiky, vyjadfuje pfedni ¢len, Ze kazda injektivni
funkce na univerzu je zaroven surjektivni. To znamen4, Ze univerzum
je konecné (podle Dedekindovy definice). Zadni ¢len této implikace
tika, ze kazda tranzitivni a antireflexivni relace ma maximalni prvek,
coZ je jiny zptisob jak vyjadfit kone¢nost univerza. Tato formule je
platna v C av$ak nikoli v §5. Miizeme totiz vzit prvofadovy model M,
kde nosna mnozina je mnozina ptirozenych ¢isel, interpretace funkto-
ru f je identita a interpretace predikatu R je relace <. K M vezmeme
S5-model <M, {M}>. V tomto modelu plati pfedni ¢len nasi formule,
ale zadni nikoli.

Zajimavé a hodné diskutované schéma modalni predikatové logi-
ky, které je platné v S5 (a tedy i v C), je tzv. Barcan formula vyjadfujici
zaménitelnost obecného kvantifikatoru za operator nutnosti:

(Barc) Vxo8 < ovx6.

Platnosti této formule se zabyva Carnap (1946, 37) i (1947, 178).

Na zavér ukdzeme, Ze v jistém smyslu je predikatova logika C az
pftilis silna. Necht je dan jazyk L obsahujici alespon jeden predikat, je-
hoz arita je vétsi neZ jedna. Nésledujici zdtivodnéni 1ze nalézt v Hend-
ry - Pokriefka (1985).

Lemma 8: Jestlize mnoZina formuli v jazyce L platnyjch v C je rekurzivné
axiomatizovatelnd, pak je rozhodnutelnd.

Diikaz: Pfedpokladejme, Ze mnozina formuli v jazyce L platnych v
C je rekurzivné axiomatizovatelnd. Vsechny dtkazy v daném sys-
tému muazeme efektivné uspotfadat v posloupnost di, ds, ... Necht 6
je formule v jazyce L. Plati, Ze praveé jedna z formuli 6, ~00 je plat-
né a tedy dokazatelna. Tedy budeme-li prochazet posloupnost di-
kazti, v kone¢né mnoha krocich najdeme dtikaz jedné z téchto
formuli. Pokud najdeme dtikaz formule 6, je tato formule platnéd v
logice C. Pokud najdeme ditkaz formule —~06, neni formule 9 plat-
nd v C. Mame tedy rozhodovaci proceduru pro problém platnosti
v C.QE.D.

Véta 6: MnoZina formuli v jazyce L platnych v C neni rekurzivné axio-
matizovatelnd.
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Diikaz: Kdyby byla, byla by podle pfedchoziho lemmatu rozhod-
nutelnd, a potom bychom mohli pro kazdou formuli predikatové
logiky rozhodnout, zda plati v C, ¢i nikoli. Ale kazda formule, kte-
r4 neobsahuje modality, je platna v C praveé tehdy, kdyz je platna v
klasické predikatové logice. Ziskali bychom tedy rozhodnutelnost
predikatové logiky (pro jazyk L), coz by byl spor. Q.E.D.

6  Zaver

Na zavér neformalné shrnu nékolik aspektt logiky C, které jsem se
v ¢lanku snazil predstavit. Na tomto misté Ize také sledovat, jak tyto
aspekty vyplyvaji z pojeti jazyka, které je formulovdno ve Wittgen-
steinové Traktatu.

Za prvé, logika C neni uzavfena na substituci (a tudiz nespadé pod
soucasny technicky termin ,normalni modalni logika”). To znamens,
Ze se jedna o logiku, ktera bere vazné oznaceni zdkladnich formuli ja-
ko ,atom®”. Pismena ,p:”, ,p2”, ... nemohou byt chdpana jako pro-
ménné za libovolné vyroky jazyka, ale spiSe jako konstanty urcené k
tomu, aby reprezentovaly elementarni véty jazyka, tj. véty, které ne-
obsahuji jiné véty jako své ¢asti.6

Pokud bychom toto pojeti nechtéli akceptovat a zakladni vyrokova
pismena chapali skute¢né jako proménné (nikoli za pravdivostni hod-
noty, ale za libovolné vyroky), kazda formule by znamenala zcela ote-
vienou vétnou formu (pouhé schéma) a my bychom pak méli poza-
dovat podminku uzavienosti na substituci. Tim bychom se dostali od
logiky C k logice S5 (viz véta 5 vySe). Tento krok na jednom misté ¢ini
také sam Carnap (viz 1946, 40 - 41).

Za druhé, logika C pfedpokladd, Ze elementédrni véty jsou na sobé
nezavislé. Kazdé ohodnoceni atomii je zlogického hlediska mozné.
Odstranéni tohoto pozadavku vede opét k logice S5 (viz véta 2 vyse).
S timto bodem souvisi otazka adekvatni logické variability. Logika je
ze sémantického hlediska vzdy invariant urcitych variaci. Kam az tyto
variace maji sahat? Pokud vytvafime logiku logické nutnosti, vytva-
fime - vidéno z perspektivy logiky C - jakousi logiku druhého stupné,

¢ Pismena ,p”, ,q”, atd. mohou byt v8ak chapédna jako metajazykové proménné za
vyrokové konstanty objektového jazyka ,p:“, ,p.”, atd.
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tj. jakousi reflexi na systém variaci logiky prvniho stupné (nemodalni
logiky). V této nadstavbé nad hotovou nemodalni logikou se jiz Zadna
nova variace neobjevuje.

Pozadujeme-li variaci i na modalni Grovni, jsme vedeni nejprve k
logice S5 a s pomoci zavedeni nového varia¢niho parametru - relace
dosazitelnosti - dale ke kripkovské sémantice a ostatnim béznym mo-
dalnim logikam (napt. K, B, T, 54). Vysledkem je, Ze modalni jazyk Ize
pouzit jako matematicky zajimavy nastroj ke studiu rela¢nich struk-
tur. Otazkou ztistava, jestli pfitom nejsme odvadéni od ptavodniho ci-
le vytvorit logiku logické nutnosti.
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