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ENTROPY A N D  MODELLING 

It is well  known that mathematical modelling in social sciences, particularly 

when concepts originally rooted in natural sciences are used, is, f rom metho-

dological  point  o f  v iew,  a touchy subject  since the  problem o f  reduct ionism can  

appear  in this context .  T h i s  paper  addresses  such a subject  f o r  its main  object ive  

i s  t o  discuss  h o w  the  ent ropy concept ,  originally physical  one ,  c a n  general ly b e  

used in modell ing,  especial ly in the  domain  of  social sciences.  T h e  w a y  h o w  

this topic  is approached  in this paper  is based o n  us ing  t he  Jaynes  m a x i m u m  

ent ropy principle saying that f r o m  all probabili ty distributions, wh ich  c a n  b e  

used  t o  describe/model  the  distribution issue analysed a n d  which  are  compat i -

b le  with an information available,  i s  t o  prefer  o n e  wh ich  results  f r o m  maximis-

ing the  Shannon  informat ion ent ropy s ince only  this  o n e  i s  least  b iased.  In such  

a w a y  the  principle turns  o u t  t o  b e  a statistical inference pr inciple  not  b o u n d  t o  

purely physical domain ,  having  a high degree  o f  general i ty a n d  avoid ing  

a danger  of  reduct ionism. Really,  t he  Jaynes  principle,  bes ides  phys ics  itself, 

found  a broad applicat ion in a non-physical  domain .  In this paper  t he  appl ica-

tion on  model l ing spatial organisat ion o f  society i s  demonstra ted,  specif ical ly 

on  the  derivation of  m a x i m u m  ent ropy models  of  spatial interaction descr ibing 

the  movement  of  people ,  commodi t ies ,  etc.  be tween di f ferent  p laces  a n d  areas.  

1 Ú v o d  

Hoci „entropia" j e  z hæadiska svojej genézy öpeciálno-vedn˝ pojem, majúci 
svoje domovské právo vo fyzike, n ie je  to pojem, ktor˝ by bol filozofii úplne 
vzdialen˝, resp. bol pre Úu irelevantn˝. Ak sa vöak tento pojem spája s fi-
lozofiou, tak j e  to spravidla v súvislosti s filozofick˝mi implikáciami druhého 
termodynamického zákona, niekedy oznaËovaného aj ako „entropick˝", pre-
toûe práve entropia v Úom zohráva kæúËovú úlohu. Tento prÌspevok si vöak 
nekladie za cieæ zaoberaù sa uveden˝m pojmom v tejto jeho tradiËnej súvis-
losti, ale v súvislosti doteraz pomerne málo diskutovanej, v súvislosti, ktorá 
má skôr bliûöÌ vzùah k analytickej filozofii,

1
 a to v súvislosti s modelovanÌm, 

navyöe v súvislosti s modelovanÌm v spoloËensk˝ch vedách. Je vöak vôbec 
moûné spájaù tento pôvodne r˝dzo prÌrodovedn˝ pojem so spoloËensk˝mi 
vedami? Nieje to priam bezuzdn˝ redukcionizmus? Tento prÌspevok si kladie 
za cieæ ukázaù moûnosti takého spojenia, spojenia ktorému by nehrozilo ne-
bezpeËenstvo redukcionizmu. Naplnenie tohto zámeru vöak vyûaduje vytvoriù 

1
 Pre predstavi teæov a pr iaznivcov  analy t icke j  filozofie m ô û e  b y ù  z a u j Ì m a v é  zistenie,  û e  j e d e n  

z j e j  n a j v ˝ z n a m n e j ö Ì c h  predstaviteæov R.  Carnap nap Ìsa l  rozsiahlu ötúdiu o entropii  [3].  
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najskôr isté konceptuálne zázemie, ist˝ kontext; prediskutujeme preto najskôr 
aspoÚ v struËnej podobe doterajöie chápanie uvedeného pojmu. 

2 E n t r o p i a  a k o  v e d n ˝  k o n c e p t  

Je málo vedn˝ch konceptov, ktoré by sa postupne tak obohacovali, rozöirovali 
a prehlbovali, ktoré by zÌskavali také nové formulácie a interpretácie ako 
práve entropia. V kontexte tohto prÌspevku si vöimneme jeho tri základné 
formulácie a interpretácie. 

2 . 1  E n t r o p i a  a k o  k o n c e p t  k l a s i c k e j  ( f e n o m e n o l o g i c k e j )  

t e r m o d y n a m i k y  

Pojem „entropia" sa vo vede objavil v spojitosti s matematickou formu-
láciou druhého termodynamického zákona (druhej termodynamickej vety). 
Tento zákon, sformulovan˝ v r. 1850 nemeck˝m fyzikom R. Clausiusom 
a o rok neskôr britsk˝m fyzikom W. Thomsonom (lordom Kelvinom),

2 

v Clausiusovej verbálnej formulácii hovorÌ, ûe teplo spontánne prechádza 
z telies teplejöÌch na telesá chladnejöie a nikdy nie naopak ([6], 416). To má 
za následok, ûe v izolovanom termodynamickom systéme dôjde postupne 
k vyrovnaniu teplôt, Ëo j e  stav zvan˝ rovnováûny, keÔ teplo ako forma 
energie n ie je  schopné vykonávaù mechanickú prácu. K tomu poznamenajme, 
ûe vöetky formy energie sa môûu bezo zvyöku premieÚaù na tepelnú energiu, 
avöak obráten˝ proces nie je  v plnom rozsahu moûn˝. Brillouin ([2], 7) v tejto 
súvislosti triedi jednotlivé formy energie do rôznych úrovnÌ, priËom tepelnej 
prisudzuje najniûöiu. Prechod z vyööej úrovne na niûöiu a napokon na 
najniûöiu charakterizuje ako proces degradácie energie. KeÔûe ale samotné 
teplo j e  schopné vykonávaù mechanickú prácu len pri teplotn˝ch rozdieloch, 
postupné vyrovnávanie teplôt v izolovanom termodynamickom systéme vedie 
k postupnému zniûovaniu úËinnosti tepelnej energie vzhæadom na je j  schop-
nosù konaù mechanickú prácu, aû napokon nastane stav, keÔ, ako sme uû 
uviedli, nie j e  moûná ûiadna mechanická práca. Druh˝ termodynamick˝ 
zákon tak vyuûitie energie jasne ohraniËuje. „Tento prÌrodn˝ zákon ukazuje, 
aká Ëasù energie v naöom okolÌ j e  úplne neuûitoËná. Je to energia tepelného 
pohybu molekúl telies, ktoré sú v rovnováûnom stave. Takéto telesá nemôûu 
premeniù svoju energiu na mechanick˝ pohyb." ([11], 192) 

2
 Formulácia druhého termodynamického zákona s a  opierala o rozsiahle  v ˝ s k u m y  t ˝ k a j ú c e  sa 

úË innosti  tepeln˝ch strojov,  ktoré v p r v e j  polovic i  19. storoË ia  uskutoËnil  f r a n c ú z s k y  bádatÔ  

S .  Carnot. Niektor Ì  autori dokonca  v y s l o v u j ú  názor, û e  tento zákon,  aspoÚ  v j e h o  prvotnej  

podobe,  u û  v las tne  s f o r m u l o v a l  S. Carnot. 
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Verbálnu formuláciu druhého termodynamického zákona doplnil R. Clau-
sius v r. 1865 o matematickú formuláciu spojenú so zavedenÌm novej stavo-
vej funkcie systému - entropie, Ëasto oznaËovanej ako S, ktorá má nasle-
dovné vlastnosti ([12], 13): (1) S j e  jednoznaËná stavová funkcia systému; (2) 

S j e  aditÌvna funkcia - entropia zloûeného systému sa rovná sume entropiÌ 
jeho nezávisl˝ch ËastÌ; (3) pre æubovoæne malú zmenu v æubovoæne homogén-

nom systéme spÂÚa S nasledovnú podmienku: 

( D  d S > ^ ,  

kde dS j e  totálny diferenciál entropie (vyjadrujúci j e j  prÌrastok), dQ j e  

elementárne mnoûstvo tepla, ktoré systém prijal a T j e  absolútna teplota 

systému (vyjadrená v Kelvinovej stupnici), pri ktorej systém toto mnoûstvo 

tepla prijal. Pre izolovan˝ systém, pri ktorom dQ = 0, platÌ dS > 0, Ëo 

znamená, ûe v takomto systéme entropia nikdy neklesá; buÔ zostáva kon-

ötantná (ak j e  proces reverzibiln˝), alebo narastá (ak j e  proces ireverzibiln˝). 

Narastanie entropie v izolovanom systéme j e  vöak spojené s postupn˝m vy-

rovnávanÌm teplôt jeho jednotliv˝ch ËastÌ; pri úplnom teplotnom vyrovnanÌ j e  

entropia maximálna. Izolovan˝ systém tak speje k stavu maximálnej entropie. 

Za predpokladu, ûe náö vesmÌr j e  izolovan˝ systém, boli na základe tejto 

skutoËnosti vyslovené, a to uû W.  Thomsonom, fyzikálno-filozofické impli-

kácie o tzv. tepelnej smrti vesmÌru. Chápanie entropie v zmysle klasickej 

termodynamiky, hoci potrebné na lepöie porozumenie ÔalöÌch súvislostÌ, 
nebude vöak v tomto prÌspevku predmetom ÔalöÌch úvah. 

2 . 2  E n t r o p i a  a k o  k o n c e p t  ö t a t i s t i c k e j  m e c h a n i k y  ( t e r m o d y n a m i k y )  

Z hæadiska klasickej termodynamiky j e  entropia makroskopická a deter-
ministická veliËina, avöak v súvislosti so vznikom ötatistickej mechaniky 
(termodynamiky) vyvstala poûiadavka reformulovaù a reinterpretovaù tento 
pojem. Toto úsilie j e  spojené s menom rakúskeho fyzika L. E. Boltzmanna 
a amerického fyzika  J. W. Gibbsa (sedemdesiate roky 19. storoËia). 

Statisticko-mechanick˝ prÌstup, vychádzajúci zo skúmania systémov po-

zostávajúcich z veækého mnoûstva ËastÌc, v správanÌ ktor˝ch vystupuje do 

popredia prvok náhody, viedol k formulácii, ûe entropia j e  funkciou tzv. 

ötatistickej pravdepodobnosti, oznaËovanej spravidla ako W, definovanej ako 

poËet mikrostavov systému a naz˝vanej ako váha (makro)stavu.
3
 Matematic-

k˝ postup vedúci k uvedenej formulácii j e  nasledovn˝ ([20], 243): 

1
 P o j m y  „ m a k r o s t a v "  a „ m i k r o s t a v "  b u d ú  b l iûö i e  ident i f ikované  v d ' a l ö e j  Ëasti tohto pr Ì spevku.  
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Majme dva od seba nezávislé systémy so ötatistick˝mi pravdepodob-
nosùami W |  a W i  aentropiami S, a S 2 .  Nech S j e  entropia systému, ktor˝ 
vznikne spojenÌm dvoch uveden˝ch systémov. V súlade s tvrdenÌm, ûe entro-
pia j e  funkciou ötatistickej pravdepodobnosti, moûno zapÌsaù: Si = f(Wi) 

a S
2
= f ( W

2
) .  V dôsledku toho, ûe nov˝ systém vzniká spojenÌm dvoch od 

seba nezávisl˝ch systémov, vöak bude jeho entropia funkciou súËinu uvede-

n˝ch Statick˝ch pravdepodobnostÌ, t. j .  S = f(W,. W
2
). KeÔûe ale platÌ, ûe 

entropia zloûeného systému j e  súËtom entropiÌ jeho nezávisl˝ch ËastÌ (pozri 

2.1), Ëiûe S = S|+S
2
, moûno Ôalej pÌsaù f(W,. W

2
)  = f(W])+f(W

2
). Postupn˝m 

parciálnym derivovanÌm uvedeného vzùahu podæa Wi a W
2
 dospejeme 

k diferenciálnej rovnici f (W)+Wf"(W) = 0, kde W =  W| .W
2
.  Jej rieöenie 

vedie k vzùahu S = klnW + const, priËom ale aditÌvnu konötantu moûno 

zahrnúù do W, takûe napokon 

(2) S = klnW, 

kde k j e  Boltzmannova konötanta (molekulová konötanta ideálneho plynu). In 

j e  prirodzen˝ logaritmus (t. j .  logaritmus so základom e) a W, ako j e  uû 

známe, j e  ötatistická pravdepodobnosù. UveÔme, ûe fyzikálny rozmer vzùahu 

(2) udáva k, pretoûe W j e  bezrozmerná veliËina udávajúca, ako sme uû 
uviedli, poËet mikrostavov systému a zároveÚ interpretovaná ako váha 
(makro)stavu. 

„Makrostav" a „mikrostav" sú základn˝mi pojmami pri ötatisticko-mecha-
nickom opise systémov [9]. Rozdiel medzi nimi j e  dan˝ rozdielom rozliöova-

cÌch úrovnÌ; pri mikrostave ide o detailnejöiu rozliöovaciu úroveÚ. K˝m pri 

makrostave staËÌ poznaù iba poËet ËastÌc v jednotliv˝ch energetick˝ch hladi-

nách (stavoch), t. j .  rozdelenie {m;}, pri mikrostave j e  potrebné poznaù uû a j  

„mená" ËastÌc, t . j .  a j  to, ktoré konkrétne Ëastice sa vdan˝ch energetick˝ch 

hladinách nachádzajú. Ak (pre jednoduchosù) pôjde napr. iba o dve hladiny, 

t. j .  i = 1 a i = 2, priËom v prvej budú dve Ëastice, k˝m v druhej tri, môûeme 

pÌsaù m, — 2, m
2

 =
 3; makrostav systému bude potom zadan˝ rozdelenÌm {2, 

3}.  Pri zadanÌ mikrostavu j e  vöak navyöe potrebné uviesù, ktoré konkrétne 

Ëastice sú v hladine i = 1 a i = 2; napr. mikrostav (A, B; C, D, E} znamená, ûe 

v hladine i = 1 sú Ëastice A, B a v hladine i = 2 Ëastice C, D, E. Z takéhoto 

chápania vypl˝va, ûe mikrostav j e  tieû rozdelenie, ale také, pri ktorom j e  

navyöe potrebné poznaù, ktoré konkrétne Ëastice sú v dan˝ch energetick˝ch 

hladinách. Jednotlivé Ëastice sledovaného systému vöak môûu meniù svoje 

energetické hladiny, môûu sa preskupovaù z jednej  hladiny do druhej. Tak 

napr. mikrostav {A, C; B, D, E} znamená, ûe Ëastice B a C si vymenili svoje 

miesta; Ëastica B sa presunula z hladiny i = 1 do i = 2, k˝m Ëastica C 
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z hladiny i = 2 do hladiny i = 1. V oboch prÌpadoch vöak v hladine i = 1 
zostali dve Ëastice a v hladine i = 2 tri Ëastice Ëiûe, makrostav systému {2, 3} 
zostal zachovan˝, hoci jeho mikrostav sa zmenil. Z toho Ôalej vypl˝va, ûe 
jednému a tomu istému makrostavu systému môûe zodpovedaù viacero 
mikrostavov systému. ätatistická mechanika vychádza pritom z fundamentál-
neho predpokladu, ûe v izolovanom termodynamickom systéme pozostávajú-
com z tzv. ideálneho plynu (t. j .  plynu, ktorého Ëastice neinteragujú, resp. ich 

interakËná energia j e  zanedbateæná) sú vöetky mikrostavy systému rovnako 

pravdepodobné. Ich poËet, t. j .  W, závisÌ od postulovan˝ch vlastnostÌ ËastÌc. 

VeliËinu W moûno stanoviù pre kaûd˝ makrostav, t. j .  pre kaûdé rozdelenie 

{m;}. Makrostav systému sa vöak môûe a j  meniù. Izolovan˝ termodynamick˝ 

systém speje napokon k takému makrostavu, ktor˝ sa dá realizovat najväËöÌm 

poËtom spôsobov, t.j. k takému makrostavu, ktor˝ sa vyznaËuje najväËöÌm 

poËtom mikrostavov systému Ëiûe najväËöou hodnotou W. Tento makrostav 

j e  najpravdepodobnejöÌ, pretoûe jeho váha W j e  najväËöia. Kedûe ale S j e  

funkciou W, bude za takéhoto makrostavu maximalizovaná a j  hodnota S, t . j .  

cntropia systému. Tendencia izolovaného termodynamického systému spiet 

k stavu maximálnej entropie j e  tak v ötatistickej mechanike nielen konötato-

vaná, ale na rozdiel od klasickej (fenomenologickej) termodynamiky a j  vy-

svetæovaná, a to na hlböej, mikroskopickej úrovni. Ide teda o spontánny pro-

ces, v ktorom sa napokon „presadÌ" makrostav, ktor˝ má najväËöiu ötatistickú 

váhu, W. To, Ëo klasická termodynamika konötatuje na makroúrovni ako 

vyrovnávanie teplôt v izolovanom termodynamickom systéme, ötatistická 

mechanika (termodynamika) vysvetæuje ako dôsledok istého hlböieho a uni-
verzálnejöieho procesu. Preto a j  entropia v ötatistickej mechanike sa ist˝m 

spôsobom uû vymaÚuje z r˝dzo fyzikálneho rámca a stáva sa vöeobecnejöÌm, 

oveæa flexibilnejöÌm a potenciálne aj öiröie aplikovateæn˝m konceptom. Napo-

kon a j  pojmy „makrostav" a „mikrostav" majú svojou povahou uû vöeobec-

nejöiu platnosù a moûno s nimi narábaù a j  mimo rámca samotnej fyziky. 

Uviedli sme, ûe poËet mikrostavov systému, W ,  závisÌ od postulovan˝ch 

vlastnostÌ ËastÌc. ätatistická mechanika rozliöuje v tejto súvislosti tri kategórie 

ËastÌc, ktor˝m zodpovedajú a j  tri tzv. ötatistiky, a sÌce (1) Maxwellova-
Boltzmannova, (2) Boseho-Einsteinova a (3) Fermiho-Diracova. Vzhæadom 

na zameranie tohto prÌspevku uvádzame tu iba prvú, ktorá postuluje rozlÌ-
öiteænosù ËastÌc, takûe W pre izolovan˝ systém s makrostavom, t . j .  rozdele-

nÌm {mi}, j e  dané nasledovn˝m v˝razom: 

m! m! 
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kde m; j e  poËet ËastÌc v energetickej hladine i (i =1, 2, .... n) a m j e  celkov˝ 
poËet ËastÌc v sledovanom systéme, t. j .  2 m; = m .  KeÔûe ale najpravde-

i 

podobnejöÌ makrostav j e  ten, ktorému zodpovedá najväËöÌ poËet mikrostavov 
systému, j e  potrebné bud prirodzen˝ logaritmus vzùahu (3), Ëo j e  entropia S, 
alebo priamo vzùah (3) maximalizovaù4. Predt˝m vöak treba stanoviù 
vedæajöie podmienky (bez ktor˝ch by systém nebol kompletne charakte-
rizovan˝), predstavujúce ohraniËenia, ktoré pri maximalizácii musÌme reöpe-
ktovaù. A k  pracujeme s tzv. mikrokanonick˝m súborom, budú ohraniËenia 
nasledovné: 

(4) X n i j  = m  
i 

(5) J i t i j  €;= E, 

i 

kde e,-je energia Ëastice v hladine i (i = 1, 2..., n) a E celková energia systému, 
priËom ohraniËenie (4) hovorÌ, ûe j e  fixovan˝ celkov˝ poËet ËastÌc, a ohra-
niËenie (5) hovorÌ, ûe j e  fixovaná celková energia systému. Maximalizácia S 
= lnW, resp. priamo W pri zohæadnenÌ (4) a (5) vedie napokon k formule 

( 6 )  m = _ Ì l _ e x p  ( - 6 e . ) ,  
' Z(P) K 

kde Z(P) = £ exp ( -  (3E;) j e  tzv. partiËná funkcia5, priËom (3 j e  parameter, 
i 

ktor˝ moûno odhadnúù (stanoviù) na základe ohraniËenia (5). Vzùah (6) tak 
udáva najpravdepodobnejöie rozdelenie ËastÌc do jednotliv˝ch energetick˝ch 
hladÌn, t. j .  najpravdepodobnejöÌ makrostav {m;}, zodpovedajúce(i) maximál-
nej entropii za dan˝ch vedæajöÌch podmienok. 

2 . 3  E n t r o p i a  a k o  k o n c e p t  t e ó r i e  i n f o r m á c i e  

Tretia základná formulácia a interpretácia entropie sa objavila koncom 
ötyridsiatych rokov 20. storoËia, priËom j e j  vznik j e  spojen˝ 
predovöetk˝m s menom amerického bádateæa C. E. Shannona [14], 

Teória informácie vznikla ako produkt matematického spracovania odo-
vzdávania správ. Jedna zo základn˝ch otázok spojen˝ch s takouto Ëinnosùou 

4 V o b o c h  pr Ìpadoch v e d i e  maximal izaËn˝  p o s t u p  k rovnakému v ˝ s l e d k u .  

5 PartiËná f u n k c i a  s a  n iekedy  n a z ˝ v a  a j  ö tat ist ická suma s y s t é m u  ([19],  79).Táto funkcia  s a  

v ö tat i s t ickej  mechanike  p o v a û u j e  z a  veæmi dôleû i tú,  k e Ô û e  prostredn Ìctvom n e j  m o û n o  
v y j a d r i ù  ce l˝  rad in˝ch vzùahov.  
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súvisÌ s vyjadrenÌm mnoûstva informácie, ktoré j e  obsiahnuté v odovzdávanej 
správe, resp. v celom súbore tak˝chto správ. 

UveÔme, ûe teória informácie spája pojem informácie s odstraÚovanÌm 
neurËitosti ([5], 18). Správa, ktorá neodstraÚuje neurËitosù, nenesie ûiadnu 
informáciu; preto iba správe odstraÚujúcej neurËitosù moûno pripÌsat isté 
mnoûstvo informácie. Pri takomto postupe v snahe o matematické vyjadrenie 
mnoûstva informácie sa ukázalo, ûe najvhodnejöou funkciou, prostrednÌctvom 
ktorej moûno vyjadriù  mnoûstvo informácie nesené nejakou správou, t. j .  j e j  
informaËn˝ obsah, h, ak pravdepodobnosù realizácie (v˝skytu) tejto správy j e  
p, j e  logaritmická funkcia v tvare 

(7) h = log (l/p) = - log p. 

Vzùah (7), ak pripomenieme, ûe log 1 = 0, vyhovuje nasledovn˝m 
poûiadavkám ([15], 5): 

Ak p = 1, tak j e  h = 0. Realizácia (v teoreticko-pravdepodobnostnom 
zmysle) správy, ktorá j e  úplne istá, nemôûe, pochopiteæne, odstraÚovaù 
ûiadnu neurËitosù. 

Ak pracujeme s dvoma správami, pravdepodobnosti ktor˝ch sú pi a p2, 
priËom p! < p2, bude h, > h2. Správa s menöou pravdepodobnosùou realizácie 
(v˝skytu) by odstraÚovala, ak by sa realizovala, väËöie mnoûstvo neurËitosti, 
t. j .  niesla by väËöie mnoûstvo informácie neû správa s väËöou pravde-
podobnosùou realizácie. 

Ak dve správy s pravdepodobnosùami pi a p2 sú od seba nezávislé, bude 
pravdepodobnosù ich zdruûenej realizácie (v˝skytu) pi 2  = Pi-P2> z Ëoho 
vypl˝va, ûe h ) 2  = - log p 1 2  = - log (pi.p2) = - (log pi + log p2) = h, + h2. 
Mnoûstvo informácie obsiahnuté v zdruûenom v˝skyte tak˝chto správ j e  
súËtom mnoûstiev informácie obsiahnutej v kaûdej z t˝chto správ. 

K vzùahu (7) treba eöte poznamenaù, ûe vyjadruje iba potenciálne mnoû-
stvo informácie nesené správou, ktorej pravdepodobnosù realizácie j e  p. Je to 
preto, ûe vopred nevieme, Ëi sa táto správa bude a j  realizovaù. Navyöe, kedûe 
kaûdú informáciu chápeme ako odstránenú neurËitosù, moûno vzùah (7) 
interpretovaù zároveÚ aj ako mieru neurËitosti správy. In˝mi slovami, pred 
realizáciou (experimentom) moûno hovoriù o neurËitosti správy, k˝m po 
realizácii (experimente) o informácii, pretoûe neurËitosù sa odstráni, takûe 
zÌskané mnoûstvo informácie j e  rovnako veæké ako neurËitosù pred reali-
záciou (experimentom). 

A k  pracujeme s cel˝m súborom správ, pravdepodobnosti ktor˝ch sú pi (i = 
1, 2..., n), priËom nevieme, ktorá z nich sa bude realizovaù, moûno formulo-
vaù  iba oËakávané (stredné) mnoûstvo informácie, t. j .  mnoûstvo informácie 
pripadajúce v priemere na jednu správu. Za tejto situácie musÌme aj  hodnoty 
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hj chápaù ako hodnoty náhodnej premennej. KeÔûe pravdepodobnosti reali-
zácie jednotliv˝ch správ sú p i ;  budú a j  mnoûstvá informácie v nich obsiah-
nuté, t. j .  hodnoty h i ;  maù pravdepodobnosti p„ takûe oËakávané (stredné) 
mnoûstvo informácie (tzv. matematická nádej) bude teraz ([10], 265) 

(8) H({pi}) = Xpjhi = - £Pi log p;.  
i i 

Vztah (8) sa v teórii informácie oznaËuje ako entropia rozdelenia pravde-
podobnosti, t . j .  H({p,}); j e  vöeobecne známy ako Shannonova entropia6. 
KeÔûe ale vzùah (8) j e  zovöeobecnenÌm vzùahu (7), ktor˝ sme interpretovali 
aj ako mieru neurËitosti správy, moûno a j  vzùah (8) interpretovaù ako mieru 
neurËitosti, a sÌce ako strednú neurËitosù pripadajúcu na jednu správu z celého 
súboru správ alebo jednoducho ako vöeobecnú mieru neurËitosti, resp. 
Shannonovu mieru neurËitosti. Opäù poznamenávame, ûe ide o neurËitosù 
a zároveÚ o informáciu; pred realizáciou (experimentom) ide o neurËitosù, po 
realizácii (experimente) ide o informáciu. Je tu teda jasná zhoda s tvrdenÌm, 
ûe informácia j e  odstránená neurËitosù. 

Poznamenajme, ûe na pôde teórie informácie bol okrem Shannonovej 
entropie formulovan˝ cel˝ rad ÔalöÌch informaËn˝ch mier, ktor˝m vöak 
v kontexte tohto prÌspevku nebudeme venovaù osobitnú pozornosù. Hoci 
Shannon odvodil formulu (8) úplne nezávisle od ötatistickej mechaniky, 
vychádzajúc pritom z celkom inej problematiky (prenos správ, komunikácia), 
existuje prirodzen˝ matematick˝ prechod od entropie v zmysle ötatistickej 
mechaniky k entropii v zmysle teórie informácie. Tento prechod j e  nasle-
dovn˝: Ak zavedieme relatÌvnu poËetnosù, t. j .  f = nij /m, kde, pripomÌname, 
nij j e  poËet ËastÌc v energetickej hladine i (i = 1 , 2 ,  m) a m  celkov˝ poËet 
ËastÌc [pozri vzùah (3)], potom lnW, Ëo j e  entropia, resp. lnW/m, Ëo j e  stred-
ná entropia pripadajúca na jednu Ëasticu, za pouûitia tzv. Stirlingovej apro-
ximácie (pre vel ké  ÌTij), t. j .  In m,! ~ m i  ln m, - m j  moûno prepÌsaù do tvaru 

(9) S = - m S f i l n f i  

V z t a h  (8)  s a  n iekedy  dop ÂÚa konötantou k > 0, t. j .  H = — k X p j log  p j , ktorej  zmyse l  

i 
s p o Ë Ì v a  v o  v y j a d r e n Ì  entropie  H v ûelateæn˝ch j e d n o t k á c h  informácie.  O k r e m  toho 
poznamenajme,  û e  v o  v z ù a h u  (8)  j e  def ini tor icky  urËené, a b y  s a  zabezpeË i la  spoj i tosù  f u n k c i e  
v poË iatku,  û e  0 l o g  0 = 0 ,  k e Ô û e  lim p j  l o g  p (  = 0 .  

Pi—>0 
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(10) — = - X f j  In f ; ,  
m j 

v ktorom, ak postavÌme f: = p, , dostaneme (8).7 

Poznamenajme, ûe vzùah (9), resp. (10) bol známy v ötatistickej mecha-
nike dávno pred vznikom teórie informácie, pred objavenÌm sa vzùahu (8) 
jednoducho ako iná verzia vzùahu (3). Nebolo vöak známe, ûe t˝mto vzùahom 
moûno popÌsaù aj  oËakávané mnoûstvo informácie. Na druhej strane Shannon 
potom, Ëo sformuloval vzùah (8), váhal, ako ho nazvaù. Napokon sa priklonil 
k názvu „entropia" na základe odporúËania v˝znamného matematika Johna 
von Neumanna, ktor˝ si uvedomil podobnosù so vzùahom (9), resp. (10). O 
podobnosti hovorÌme preto, ûe tieto dva vzùahy [vzùah (8) na jednej strane 
a vzùah (9), resp. (10), na strane druhej] nie sú celkom identické. Vo vzùahu 
(9), resp. (10) ide explicite o relatÌvnu poËetnosù, k˝m vo vzùahu (8) 
o pravdepodobnosù per se, ktorá nemusÌ byù  vûdy chápaná ako relatÌvna 
poËetnosù. Navyöe, Shannon odvodil vzùah (8) axiomaticky, bez pouûitia 
Stirlingovej aproximácie. Preto ak sa vzùah (9), resp. (10) interpretuje aj  ako 
miera informácie, nemoûno podæa Walsha a Webbera [16] hovoriù o Shanno-
novej, ale o Brillouinovej miere informácie. 

3 P r i n c Ì p  m a x i m á l n e j  e n t r o p i e  

Jeden z najv˝znamnejöÌch krokov, ktor˝ sa ukázal ako rozhodujúci pri 
vykroËenÌ entropie z rámca svojej pôvodnej fyzikálnej domény a zároveÚ pri 
j e j  transformácii na nástroj modelovania, a to aj  mimo rámca prÌrodn˝ch vied, 
bola formulácia princÌpu maximálnej entropie (maximum entropy principle), 
ktorú uskutoËnil americk˝ fyzik E. T. Jaynes [7]8. 

PripomeÚme, ûe uû v Ëasti 2.2, v ktorej sme analyzovali entropiu v zmysle 
ötatistickej mechaniky, sme poukázali na to, ûe táto disciplÌna rieöi v roz-
siahlej miere problémy t˝kajúce sa rozdelenia ËastÌc, priËom hæadá také 
rozdelenie, ktoré pri zohæadnenÌ vedæajöÌch podmienok zodpovedá maximál-
nej entropii, keÔûe takéto rozdelenie j e  najpravdepodobnejöie. Jaynes sa vöak 
pri rieöenÌ tohto problému, t. j .  pri hæadanÌ rozdelenia rozhodol postupovaù 
in˝m spôsobom, a sÌce nie prostrednÌctvom maximalizácie ötatisticko-mecha-
nickej, t. j .  Boltzmannovej entropie, ale prostrednÌctvom maximalizácie infor-

7 SkutoËnosù ,  û e  v o  vzùahoch (9), ( 1 0 )  s a  o b j a v u j e  „m",  n a  v e c i  niË  nemen Ì ,  keÔûe  ide 

o konötantu.  
8 Niekedy  s a  tento princÌp f o r m u l u j e  a j  a k o  princ Ìp maximal izácie  entropie (entropy m a -

x imiz ing  pr inc ip le) .  
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maËnej, t. j .  Shannonovej entropie, ktorá vöak, ako sme uû uviedli, vôbec 
nevznikla pre potreby ötatistickej mechaniky, ale pre celkom iné potreby. 
O Ëo sa teda opiera Jaynesov prÌstup? 

Ak˝koævek rozdeæovaËi model j e  odhadom rozdelenia. Fundamentálnou 
poûiadavkou pri odhade j e  vöak to, aby tento odhad bol, vyjadrené reËou 
matematickej ötatistiky, minimálne vych˝len˝ (least biased), t. j., in˝mi slo-
vami, aby tento bol maximálne nestrann˝ (nezaujat˝), maximálne neutrálny. 
Shannova entropia má v tejto súvislosti tú pozoruhodnú vlastnosù, ûe zabez-
peËuje práve tak˝to minimálne vych˝len˝ odhad rozdelenia pravdepodob-
nosti pri zohæadnenÌ vöetk˝ch vedæajöÌch podmienok chápan˝ch ako disponi-
bilná informácia. KeÔûe rozdeæovacie modely ötatistickej mechaniky sa dajú 
formulovaù ako modely rozdelenia pravdepodobnosti, moûno tieto modely 
odvodiù prostrednÌctvom maximalizácie Shannonovej entropie, Ëo Jaynes a j  
skutoËne urobil. Hoci oba postupy, t. j .  tak postup zaloûen˝ na maximalizácii 
Boltzmannovej, ako a j  postup zaloûen˝ na maximalizácii Shanonovej en-
tropie, vedú k rovnak˝m v˝sledkom, ide tu o zásadnú zmenu prÌstupu. For-
mulácia rozdeæovacÌch modelov zaloûená na maximalizácii Shannonovej 
entropie nevyûaduje vytváranie predstáv o správanÌ modelovaného systému, 
nevyûaduje zavádzanie tak˝ch pojmov, ako j e  pojem izolovaného Ëi rovno-
váûneho systému, ako sú pojmy „makrostav" a „mikrostav" a pod. Formulá-
cia rozdeæovacieho modelu sa tu deje iba na základe poznania disponibilnej 
informácie (vedæajöÌch podmienok), vyjadrenej spravidla v podobe stredn˝ch 
hodnôt Ëi, vöeobecnejöie, ötatistick˝ch momentov jednej alebo viacer˝ch 
náhodn˝ch premenn˝ch''. Konötrukcia rozdeæovacieho modelu j e  tu teda 
záleûitosùou iba r˝dzej ötatistickej inferencie. Preto Jaynesov princÌp j e  r˝dzo 
inferenËn˝ princÌp. Preto jeho platnosù n ie je  viazaná iba na oblasù ötatistickej 
mechaniky; tento princÌp moûno uplatÚovaù ako vöeobecn˝ princÌp. 

Jaynesov postup, ktor˝ fyzici nazvali „Jaynesov formalizmus", sa Ëasto 
porovnáva s Laplaceov˝m princÌpom nedostatoËného dôvodu (insufficient 
reason), podæa ktorého v prÌpade neprÌtomnosti akejkoævek informácie 
(okrem prÌpadov, ktoré môûu nastaù, Ëo j e  r˝dzo formálna poûiadavka), n ie je  
ûiadny dôvod uprednostniù iné ako rovnomerné rozdelenie pravdepodobnosti. 

9 Motivácia  Jaynesa  f o r m u l o v a ù  pr inc Ìp m a x i m á l n e j  entropie p r á v e  na b á z e  teórie informácie  

v spoj i tost i  s Shannonovou informaËnou entropiou ú z k o  s ú v i s Ì  s j e h o  chápan Ìm entropie, 

p o d æ a  ktorého „entropia termodynamického sys tému j e  mierou stupÚa neznalosti  osoby, ktore j  

poznatky  o j e h o  mikros tave  p o z o s t á v a j ú  j e d i n e  z makroskopick˝ch  ve l iËÌn X, def inujúcich 

j e h o  termodynamick˝  stav.  To j e  úp lne  . o b j e k t Ì v n a '  vel iË ina,  a to v tom z m y s l e ,  û e  j e  j e d i n e  

f u n k c i o u  Xi a nezávis Ì  na k o h o k o æ v e k  individuálnych vlastnostiach. Nie j e  teda dôvod,  a b y  

nemohla  b y ù  meraná v laboratóriu"  ([8], 4 2 ) .  Takéto chápanie  entropie j e  v e d e c k y  v Ô m i  si lne 

vyargumentované  v [8], 
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To j e  jedin˝ korektn˝ postup. Ak˝koævek in˝ postup by znamenal pred-
pokladaù nejakú, hoci len skrytú informáciu, Ëo by ale bolo v rozpore 
s tvrdenÌm o neprÌtomnosti akejkoævek informácie10. Laplaceov princÌp vöak 
nehovorÌ niË o tom, ako postupovaù za situácie, keÔ uû disponujeme nejakou 
informáciou, aké rozdelenie pravdepodobnosti zvoliù za takejto situácie. A tu 
práve nastupuje Jaynesov princÌp maximálnej entropie. Poznamenajme, ûe pri 
voæbe prÌsluöného rozdelenia pravdepodobnosti existuje veæké mnoûstvo 
moûnostÌ, dokonca teoreticky nekoneËne veæa [4], ktoré sú v zhode s dispo-
nibilnou informáciou (vedæajöÌmi podmienkami, ohraniËeniami), avöak jedine 
maximalizácia Shannonovej entropie zabezpeËuje rozdelenie, ktoré j e  mini-
málne vych˝lené, ktoré zároveÚ nevyluËuje ûiadnu moûnosù a ktoré j e  naj-
rovnomernejöie, najplochejöie, vykazujúce najvyööiu neurËitosù. Jaynesov 
princÌp tak predstavuje zovöeobecnenie Laplaceovho princÌpu a zahrnuje a j  
prÌpady, keÔ uû disponujeme informáciou, resp. Laplaceov princÌp predsta-
vuje iba öpeciálny prÌpad Jaynesovho princÌpu, keÔ nedisponujeme ûiadnou 
informáciu a vedæajöie podmienky sa redukujú iba na formálno-matematickú 
poûiadavku (ohraniËenie) X Pi = 1, takûe p; = l/n = const, kde n j e  poËet 

i 

pozorovanÌ. A k  uû vöak disponujeme informáciou, t˝kajúcou sa napr. strednej 
hodnoty nejakej relevantnej náhodnej veliËiny (Ëo j e  spravidla najËastejöÌ 
prÌpad ), t. j .  

E[f(x)] = X f ( x j ) p i  , Ëo j e  okrem £ p ;  = 1 druhá vedæajöia podmienka, kde x ;  

i i 

(i =1, 2, ..., n) sú jednotlivé (diskrétne) hodnoty náhodnej veliËiny x, potom 
rozdelenie pravdepodobnosti, ktoré rezultuje z maximalizácie Shannonovej 
entropie pri zohæadnenÌ dvoch uveden˝ch vedæajöÌch podmienok (ohraniËenÌ) 
bude 

( H )  p i =  — -  e x p  (-(3XÍ), 
z(P) 

kde Z(p) = X e x p ( ~ P x i )  j e  opäù partiËná funkcia, priËom P j e  parameter 
i 

rozdelenia, hodnotu ktorého moûno odhadnúù (stanoviù) na základe druhého 
ohraniËenia. Toto rozdelenie, ako vidno, uû n i e j e  úplne rovnomerné, a l e j e  
opäù najrovnomernejöie, najplochejöie, najneurËitejöie, najnevych˝lenejöie 
vzhæadom na uvedené dve vedæajöie podmienky. 

1 0  Jaynes  tvrdÌ  ([8], 16), û e  tento princ Ìp, ktor˝  s a  v ö e o b e c n e  p r i p i s u j e  Laplaceovi ,  s f o r m u l o v a l  
u û  s k ô r  (v r. 1713) ö v a j Ë i a r s k y  matematik J.  Bernoull i .  
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Jaynesov princÌp, predstavujúci z matematického hæadiska variaËn˝ prin-
cÌp, teda treba chápaù ako isté kritérium Ëi pravidlo v˝beru, ktoré poûaduje, 
aby pri hæadanÌ rozdelenia pravdepodobnosti, ktoré berie do úvahy celú 
disponibilnú informáciu, matematicky vyjadrenú v podobe vedæajöÌch pod-
mienok (ohraniËenÌ) vrátane formálno-matematick˝ch, bolo vzaté to, ktoré 
rezultuje z maximalizácie Shannovej entropie". Jaynesov princÌp tak treba 
chápaù, ako sme uû konötatovali, ako princÌp, ktor˝m sa má riadiù postup, 
usudzovanie bádateæa, t. j .  ako inferenËn˝ princÌp. 

4 M i m o f y z i k á l n a  ap l ikác ia  p r i n c Ì p u  m a x i m á l n e j  e n t r o p i e  

Hoci Jaynesov princÌp maximálnej entropie má atribút vöeobecnosti, Jaynes 
sám ho aplikoval, ako sme uû uviedli, iba v oblasti ötatistickej mechaniky. 
Rozsiahlu a v˝raznú aplikáciu vöak naöiel v mimofyzikálnych oblastiach. 
Z nich spomenieme iba niektoré: rozpoznávanie obrazcov, nelineárna spek-
trálna anal˝za, teória radov, urbánna a regionálna anal˝za. Posledná oblasù, 
blÌzka profesionálnej orientácii autora tohto prÌspevku, bola vybratá ako 
prÌklad, na ktorom budeme bliûöie demonötrovaù túto aplikáciu. Pozname-
najme, ûe zásadn˝ bádateæsk˝ vklad tu urobil britsk˝ matematik a regionálny 
analytik A. G. Wilson ([17]; [18]). 

Urbánna a regionálna anal˝za, ötudujúca mestá a regióny v kontexte 
priestorovej organizácie æudskej spoloËnosti, ktorá ako celok j e  predmetom 
ötúdia humánnej a regionálnej geografie, rieöi Ëasto ako svoje typické 
problémy rozdelenie obyvateæstva a æudsk˝ch aktivÌt do územn˝ch jednotiek. 
Jedn˝m z j e j  základn˝ch cieæov j e  formulácia modelov opisujúcich práve 
takéto rozdelenie. Ide tu teda o öpeciálny prÌpad rozdeæovacÌch modelov ako 
tak˝ch, Ëo vytvára predpoklady pre aplikáciu princÌpu maximálnej entropie. 
Aby úvahy o moûnej aplikácii uvedeného princÌpu v mimofyzikálnej, a 

" „ V e d æ a j ö i e  p o d m i e n k y "  a „ohraniËenia"  s ú  alternat Ìvne v y j a d r e n i a  j e d n e j  a t e j  i s te j  
skutoËnost i  (situácie). „Disponibilná i n f o r m á c i a "  p r e d s t a v u j e  t ieû  v e Ô a j ö i e  podmienky,  resp.  

ohraniËenia,  a v ö a k  sprav id la  b e z  r˝dzo formálno-matematick˝ch ohraniËen Ì,  n a p r . X p j  = 1 , 

i 
k toré  a l e  pri maximalizáci i  treba brat' d o  úvahy .  Tento p o j e m  s a  p o u û Ì v a  preto, a b y  s a  
zdôraznilo,  û e  ide o poznatky, ktoré máme o m o d e l o v a n o m  s y s t é m e  ( f ragmente  reality)  Ëi o 
m o d e l o v a n e j  situácii  predt˝m neû  uplatn Ìme maximai izaËn˝  pos tup  rezultujúci  d o  rozde-
æ o v a c i e h o  modelu.  Hovoriù  o disponibi lne j  informáci Ì  j e  l o g i c k y  konzistentné s c e l k o v o u  
konceptuálnou v ˝ s t a v b o u  teórie informácie,  o ktorú s a  J a y n e s o v  princÌp opiera.  O k r e m  toho 
poznamenajme,  û e  J a y n e s  uprednostÚuje tzv.  s u b j e k t Ì v n u  interpretáciu pravdepodobnost i ,  a b y  
zdôrazni l ,  û e  pod pravdepodobnosùou rozumie  s t a v  n á ö h o  poznania,  Ë o  j e  opäù  konzistentné 
s j e h o  princ Ìpom. 
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öpeciálne v spoloËenskovednej oblasti nezostali iba v deklaratÌvnej podobe, 
j e  predmetom tejto Ëasti prÌspevku j e j  exemplifikácia. 

Poznamenajme najskôr, ûe táto exemplifikácia sa uskutoËÚuje v dvoch 
rovinách, a sÌce v rovine maximalizácie ötatisticko-mechanickej, t. j .  Boltz-
mannovej entropie, a v rovine maximalizácie informaËnej, t. j .  Shannonovej 
entropie. Prvú rovinu sme sa rozhodli zaradiù preto, ûe vytvára isté priaznivé 
predpolie pre druhú rovinu. Navyöe, medzi situáciou ötatistickej mechaniky 
a situáciou urbánnej a regionálnej anal˝zy existuje veæmi prirodzená analógia, 
ktorá umoûÚuje nenásilne aplikovaù v urbánnej a regionálnej anal˝ze také 
pojmy, ako sú „ötatistická pravdepodobnosù", „makrostav", „mikrostav" a 
pod. ZaËneme preto s postupom, ktor˝ narába s formalizmom ötatistickej 
mechaniky. 

4.1  A p l i k á c i a  ö t a t i s t i c k o - m e c h a n i c k é h o  f o r m a l i z m u  

Jedn˝m z najtypickejöÌch rozdeæovacÌch problémov, ktor˝ analyzuje 
urbánna a regionálna anal˝za, j e  premiestÚovanie obyvateæstva (ale nielen 
jeho) z jedného územia (miesta, oblasti) do druhého. Ide napr. o dochádzku za 
prácou, za sluûbami, sùahovanie (migráciu) a pod. Tento typ anal˝zy vyûa-
duje narábaù s mnoûinou v˝chodiskov˝ch a cieæov˝ch územn˝ch jednotiek, 
medzi ktor˝mi dochádza k premiestÚovaniu. OznaËme v˝chodiskové územné 
jednotky indexom i (i = 1,2,...,  m), cieæové územné jednotky indexom j (j = 
1, 2, ..., n) a poËet osôb premiestÚujúcich sa z i do j T^. Názornú predstavu 
o tejto situácii poskytuje tabuæka 1, v ktorej riadky predstavujú v˝chodiskové 
územné jednotky, i, a stÂpce cieæové územné jednotky, j .  

Tab. 1 i Tab. 1 
i — l j = 2 . . . 

j = n 

i 

i =  1 t „  t,2 . . . t,„ 

i 

i = 2 t 2 1  t 2 2  
. . . t 2 n  

i # 
. i 

# 
. 

i 

. 
# 

. . 

i 

i = m t m l  t m 2  • • • 
t m n  

Z tabuæky 1 j e  zrejmé, ûe tu ide o typick˝ rozdeæovaËi problém. Ide teraz 
o skonötruovanie modelu, ktor˝ by odhadol hodnoty Ty Ëiûe rozdelenie { T } .  
Za t˝mto úËelom najskôr musÌme stanoviù formulu predstavujúcu ötatistickú 
pravdepodobnosù, udávajúcu poËet mikrostatov systému. KeÔûe hodnoty Ty 
moûno chápaù ako prirodzenú analógiu hodnôt mi (pozri Ëasù 2.1), j e  celkom 
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prirodzené stanoviù a j  ötatistickú pravdepodobnosù ako analógiu vzùahu (3). 
A j  tu totiû môûeme rozdelenie {Ty} podobne ako rozdelenie {m,} chápaù ako 
makrostav systému. Tak, ako sa dan˝ makrostav {rrij} dá realizovaù veæk˝m 
mnoûstvom mikrostavov, t. j .  p¯eskupovánÌm konkrétnych ËastÌc (A, B, C, ...) 
medzi jednotliv˝mi energetick˝mi hladinami, a j  dan˝ makrostav {Ty} sa dá 
realizovaù veæk˝m mnoûstvom mikrostavov, t. j .  p¯eskupovánÌm konkrétnych 
osôb (A, B, C, ...) medzi pármi v˝chodiskov˝ch a cieæov˝ch územn˝ch 
jednotiek, t. j .  (Ìj), Ëiûe medzi ötvoruholnÌkov˝mi polÌËkami (prieseËnÌkmi 
riadkov a stÂpcov) tabuæky 1. Tento poËet mikrostavov (preskupenÌ) j e  preto 
moûné zadaù kombinatorickou formulou analogickou vzùahu (3), a to 

T! 
(12) W = 

n r i T j !  

i j 

kde T j e  celkov˝ poËet premiestÚujúcich sa osôb, t. j .  T = £ ETjj • 
i j 

Teraz vöak musÌme nájsù  také rozdelenie, t . j .  tak˝ makrostav {Ty}, 
ktorému prislúcha najväËöÌ poËet mikrostavov systému, t. j .  tak˝ makrostav, 
ktor˝ sa dá realizovaù najväËöÌm poËtom preskupenÌ, Ëiûe makrostav, ktor˝ j e  
za prÌsluön˝ch vedæajöÌch podmienok (ohraniËenÌ), vyûadujúcich identifi-
káciu, najpravdepodobnejöÌ. Za prirodzené vedæajöie podmienky (ohraniËe-
nia) moûno povaûovaù, opäù ako analógiu vzùahov (4), (5), nasledovné: 

(13) XTjj  = O j  (i = 1, 2, ..., m) 
j 

(14) E Ty = D j (j = 1, 2,..., n) 
i 

(15) X v r , j  e,, - C .  
' j 

Podmienka (ohraniËenie) (13) stanovuje, ûe pre kaûdé i j e  fixovan˝ poËet 
osôb vychádzajúcich z i, smerujúcich pritom do vöetk˝ch cieæov˝ch územ-
n˝ch jednotiek j (j = 1, 2, ..., n), t.j. sú fixované riadkové súËty v tabuæke 1. 
Podmienka (ohraniËenie) (14) stanovuje, ûe pre kaûdé j j e  fixovan˝ poËet 
osôb prichádzajúcich do j ,  vychádzajúcich pritom zo vöetk˝ch v˝chodisko-
v˝ch územn˝ch jednotiek i (i = 1,2,  ..., m), t. j .  sú fixované stÂpcové súËty 
v tabuæke 1. Podmienka (ohraniËenie) (15) stanovuje, ûe sú fixované celkové 
premiestÚovacie náklady C, priËom premiestÚovacie náklady z i do j sú Cy. 
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Maximalizácia prirodzeného logaritmu vzùahu (12), Ëo j e  entropia (S - ln 
W), resp. maximalizácia uû priamo vzùahu (12) pri zohladnenÌ (13) - (15), 
vedie (bez bliûöieho rozvádzania prÌsluöného matematického formalizmu) 
k nasledovnej rozdeæovacej formule: 

( 1 6 )  T j j = A i B j O i  D j e x p  ( - ( 3  Cjj), 

kde A; a B, sú riadkové a stÂpcové parametre rozdelenia (16), zabezpeËujúce 
splnenie ohraniËenÌ (13), (14), a 6 j e  celotabul kov˝  parameter rozdelenia 
(16), zabezpeËujúci splnenie ohraniËenia (15), priËom A j  a Bj sa dajú vyjád¯it 
nasledovne: 

( 1 7 )  A j  = [ S B j D  j e x p ( - p C y )  ] " '  

J 

( 1 8 )  B ,  = [ S A j O j e x p ( - p c j j )  ] 1 

i 

Parameter P moûno odhadnúù (stanoviù) na základe ohraniËenia (15). 
Vzùah (16) spolu so vzùahmi (17), (18) predstavuje teraz entropiu maxi-

malizujúci rozdeæovaËi model opisujúci objem premiestÚovania medzi i a j .  
Tento model je vöak iba základn˝ (v˝chodiskov˝). Modifikáciou vedlajöÌch 
podmienok (resp. in˝mi modifikáciami) moûno dospiet k celej triede tak˝ch-
to rozdeæovacÌch modelov, prostrednÌctvom ktor˝ch moûno analyzovaù rôzne 
situácie t˝kajúce sa premiestÚovania (resp. ÔalöÌch aspektov spojen˝ch s pre-
miestÚovanÌm). V˝sledky kalibrácie (testovania) takéhoto modelu na dátach 
o migrácii v rámci b˝valého »eskoslovenska, resp. súËasného Slovenska 
moûno nájsù  v [13] a [1]. 

Poznamenajme eöte, ûe proti postupu v tejto Ëasti, hoci zaloûenom na 
prirodzenej, nenásilnej analógii medzi situáciou v ötatistickej mechanike a v 
urbánnej a regionálnej anal˝ze, by mohol niekto vzniest námietku, ûe sa tu 
vytvára analógia medzi správanÌm ËastÌc a správanÌm osôb. Ako argument by 
mohol uviesù, ûe æudské správanie, keÔûe j e  cieæavedomé, takúto analógiu 
nepripúöùa. Tento argument j e  bezpochyby závaûn˝. ºudské správanie je, 
pochopiteæne, cieæavedomé. Bádateæ, ktor˝ analyzuje ludské správanie na 
úrovni cel˝ch æudsk˝ch agregátov, vöak sotva môûe poznat ciele na úrovni 
správania jednotliv˝ch æudsk˝ch indivÌduÌ. Preto na správanie na tejto (agre-
govanej) úrovni, hoci aj æudsk˝ch indivÌduÌ, j e  núten˝ pozerat sa podobne 
ako ötatisticko-mechanick˝ bádateæ na správanie ËastÌc, a to ako na správanie 
z jeho hæadiska náhodné, v ktorom sa presadzujú ötatistické tendencie („zá-
kony" veæk˝ch ËÌsel). Nejde tu, ako vöeobecne v ötatistike, o konötrukciu 
kauzálnych modelov, ale o konötrukciu modelov fenomeno-logick˝ch. To 
vöak vôbec nie j e  dôvod na to, aby takéto modely boli diskvalifikované, 
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pretoûe ich bádateæsk˝ v˝znam, ako to ukazuje história vedeckého bádania, j e  
nepochybn˝. 

V súvislosti s uplatnenÌm ötatisticko-mechanického formalizmu mimo 
rámca ötatistickej mechaniky povaûujeme za uûitoËné Ôalej poznamenaù, ûe 
v práci dvoch v˝znamn˝ch fyzikov, Landaua a Kitajgorodského [11], j e  
vysloven˝ názor, podæa ktorého systémy, ktoré sú ponechané samy na seba, 
t. j .  bez externého zasahovania, spejú bez ohæadu na ich povahu spontánne 
k stavu, ktor˝ sa dá realizovaù najväËöÌm poËtom spôsobov, Ëo j e  práve 
myölienka obsiahnutá v entropiu maximalizujúcich modeloch. 

4.2 Aplikácia Jaynesovho teoreticko-informaËncho formalizmu 

Uplatnenie Jaynesovho formalizmu na konötrukciu modelu opisujúceho 
premiestÚovanie osôb z v˝chodiskov˝ch územn˝ch jednotiek i do cieæov˝ch 
jednotiek j vyûaduje v prvom rade stanoviù pre túto situáciu ekvivalent 
Shannonovej entropie a následne disponibilnú informáciu vyjadrenú v podobe 
vedæajöÌch podmienok (ohraniËenÌ). Vzhæadom na predpolie vytvorené v Ëasti 
4.1 j e  zrejmé, ûe tento ekvivalent moûno vyjadriù nasledovne: 

(19) H = - v  £ P i j log P i j ,  
i j 

kde Pij predstavuje pravdepodobnosù, ûe náhodne vybratá osoba sa 
premiestÚuje z i do j ,  priËom za najlepöÌ odhad P,j moûno povaûovaù relatÌvnu 
poËetnosù Ty/T. Disponibilnú informáciu vyjadrenú v podobe vedæajöÌch 
podmienok (ohraniËenÌ) treba teraz zapÌsaù prostrednÌctvom prÌsluön˝ch 
pravdepodobnostÌ a prÌsluönej strednej hodnoty, a sÌce takto: 

(20) S P j j  = U j (i =1,2,...,  m) 
j 

(21) SPj j  = V j  (j = 1,2,..., n) 

(22) X XPyCjj  = C/T = Ë , 
i j 

kde C/T = Ë predstavuje stredné (oËakávané) premiestÚovacie náklady. 
Pravdepodobnosù U;, ktorej najlepöÌ odhad predstavuje relatÌvna poËetnosù 
O,/T, treba chápaù ako pravdepodobnosù, ûe náhodne vybratá osoba 
pochádza z i, k˝m pravdepodobnosù Vj, ktorej najlepöÌ odhad predstavuje 
relatÌvna poËetnosù Dj/T, treba chápaù ako pravdepodobnosù, ûe náhodne 
vybratá osoba pochádza z j .  OhraniËenie (20) stanovuje, ûe pre vöetky i sú 
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fixované (známe) pravdepodobnosti U i( ohraniËenie (21) stanovuje, ûe pre 
vöetky j sú fixované (známe) pravdepodobnosti U;, a ohraniËenie (22) 

stanovuje, ûe sú fixované (známe) stredné premiestÚovacie náklady c . Je 
zrejmé, ûe ohraniËenia (20) - (22) sú pravdepodobnostnou analógiou ohrani-
ËenÌ (13) - (15). Naöou úlohou j e  teraz v súlade súvahami obsiahnut˝mi 
v Ëasti 3 nájsù  minimálne vych˝lené rozdelenie pravdepodobnosti Pjj, t. j .  
{Pi,}, pri zohæadnenÌ disponibilnej informácie obsiahnutej v ohraniËeniach 
(20) - (22). Rieöenie tejto úlohy spoËÌva v maximalizácii Shannonovej 
entropie, t. j .  vzùahu (19), zohæadÚujúc pritom (20) - (22). V˝sledná rozde-
æovacia formula, rezultujúca z tejto maximalizácie, j e  teraz 

( 2 3 )  P i j  = A j  B j  U ,  V j  e x p  ( -  p c y ) ,  

priËom 
( 2 4 )  A j  = [ T B j V j e x p ( -  ( 3 c - )  

j 

(25) Bj = [ X  A j U j e x p ^ p C j j  j ]-' 
i 

Je oËividné, ûe medzi vzùahmi (16) - (18) a (23) - (25) existuje zrejmá 
formálno-ötrukturálna identita, Ëo vypl˝va zo skutoËnosti, ûe existuje 
prirodzen˝ matematick˝ prechod od formulácie entropie v ötatistickej mecha-
nike k formulácii entropie v teórii informácie. Odvodenie vzùahov (23) - (25) 
na rozdiel od vzùahov (16) - (18) vöak uû nepredpokladá (nevyûaduje) zavá-
dzanie ûiadnej analógie so situáciou v ötatistickej mechanike. MedziËlánok 
v podobe istej analógie, ktorú sme analyzovali v Ëasti 4.1, tu vypadáva, stáva 
sa nadbytoËn˝. Formulácia rozdeæovacieho modelu v tomto prÌpade nevyûa-
duje niË viac ako poznanie disponibilnej informácie (ohraniËenÌ) a následnú 
maximalizáciu Shannonovej entropie, zohæadÚujúc pritom práve tieto ohra-
niËenia. RozdeæovaËi model tu nevzniká ako produkt akéhosi odpozorovania 
správania analyzovaného systému (fragmentu reality), ale ako produkt uplat-
nenia istého typu inferencie na disponibilnú informáciu o analyzovanom 
systéme, t˝kajúcu sa ist˝ch ohraniËenÌ naloûen˝ch na tento systém. 

V súvislosti s aplikáciou princÌpu maximálnej entropie v urbánnej a regio-
nálnej anal˝ze povaûujeme za potrebné eöte poznamenaù, ûe entropiu maxi-
malizujúce modely, a to nielen premiestÚovacie, analyzované v tomto prÌ-
spevku, sa stali bádateæsk˝ mimoriadne atraktÌvne a efektÌvne. Ich uplatnenie 
tu znamenalo doslova zlom v modelovanÌ, prejavujúci sa v priam explo-
zÌvnom náraste poËtu ötúdiÌ. Tieto modely aspoÚ 20 rokov urËovali smer 
modelovania v tejto disciplÌne, Ëo moûno voænejöie vyjadriù  tak, ûe tu pre túto 
dobu predstavovali akúsi modelovú paradigmu. 
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5 Z á v e r  

Základn˝m zámerom tohto prÌspevku bolo ukázaù, ûe entropia j e  koncept, 
ktor˝ prekroËil svoju pôvodnú prÌrodovednú determináciu a stal sa báda-
teæsk˝m nástrojom, osobitne nástrojom na budovanie modelov, aj mimo 
rámca prÌrodn˝ch vied. Rozhodujúcim krokom v tomto smere bola Jaynesova 
formulácia princÌpu maximálnej entropie, vychádzajúca z teoreticko-infor-
maËného chápania entropie. Uveden˝ princÌp poûaduje (hlása), aby z mno-
ûiny pravdepodobnostn˝ch rozdelenÌ, zhodn˝ch s disponibilnou informáciou, 
bolo vybraté to, ktoré rezultuje z maximalizácie Shannovej entropie, pretoûe 
jedine takéto rozdelenie j e  minimálne vych˝lené Ëi maximálne nestranné. 
Z formulácie Jaynesovho princÌpu j e  zrejmé, ûe tento princÌp abstrahuje od 
povahy (charakteru) systémov (fragmentu reality), ktoré (ktorá) sú (je) 
predmetom anal˝zy (modelovania), preto j e  rovnako dobre aplikovateæn˝ tak 
v oblasti prÌrodn˝ch vied, ako aj  mimo nich. Uzatváranie sa tu deje v˝luËne 
na základe dát. S pojmom „entropia" sa tu narába spôsobom, ktor˝ sotva 
moûno povaûovaù za redukcionistick˝. 

Hoci ide o r˝dzo inferenËn˝ princÌp, t. j .  princÌp, ktor˝m sa riadi uzatvá-
ranie bádateæa, skutoËnosù, ûe mnohé rozdelenia pravdepodobnosti, medzi 
nimi i normálne (ktorému podlieha veæké mnoûstvo tak prÌrodn˝ch, ako aj  
spoloËensk˝ch javov), sa dajú odvodiù uplatnenÌm Jaynesovho princÌpu, 
niektorÌ autori (napr. [4]) zastávajú názor, ûe v prÌpade tohto princÌpu ide viac 
neû o ËÌru konvenciu. 
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