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Abstract: Mathematics is traditionally considered being an apriori dis-
cipline consisting of purely analytic propositions. The aim of the pre-
sent paper is to offer arguments against this entrenched view and to
draw attention to the experiential dimension of mathematical
knowledge. Following Husserl’s interpretation of physical knowledge
as knowledge constituted by the use of instruments, I am trying to in-
ter-pret mathematical knowledge also as acknowledge based on in-
strumental experience. This interpretation opens a new view on the
role of the logicist program, both in philosophy of mathematics and in
philosophy of science.

Keywords: instrumental experience, expressive boundaries, logicism,
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Podla Stewarta Shapira vel'kd cast sti¢asnej filozofie matematiky ma
korene v stati Paula Benacerrafa Mathematical truth, ktora nacrtava vaz-
nu dilemu pre tento obor (Shapiro 1997, 3). Pozicie, ktoré maja presved-
¢ivy vyklad sémantického aspektu matematiky (realistické programy
ako platonizmus ¢ Strukturalizmus) tvrdiac, Ze matematika hovori
o abstraktnych objektoch rovnako, ako fyzika hovori o objektoch teles-
nych, maja problém s epistemologickou strankou matematiky, teda
s vysvetlenim toho, ako abstraktné objekty poznavame. Naopak pozi-
cie, ktoré presvedcivo vysvetluji matematické poznanie (antirealistické
programy ako formalizmus ¢i nominalizmus), maji problém so séman-
tickym aspektom matematiky, teda s objasnenim toho, ¢o robi tvrdenia
matematiky pravdivymi. Vo filozofii matematiky akoby sa epistemolé-
gia rozvijala na tkor sémantiky a naopak, pricom uspokojivy vyklad
oboch aspektov bol mimo moznosti sticasnych pozicii.
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Predkladana stat’ je ¢astou pokusu o rieSenie Benacerrafovej dile-
my tym, Ze epistemologicky a sémanticky aspekt matematiky zasadi
do historickej perspektivy. Zaklada sa na presvedcenti, Ze Benacerrafova
dilema je do velkej miery dosledkom ahistorického pristupu k jazyku matema-
tiky, ktory prevlada v analytickej filozofii. Predkladana stat je zame-
rand na ,rozpustenie” (dissolving) epistemologického p6lu Benacerrafo-
vej dilemy. Jej cielom je ukazat, Ze ak sa na epistemologicky aspekt mate-
matiky pozrieme z historickej perspektivy, matematické poznanie je
pribuzné s poznanim vo fyzike (tato pribuznost, po vytrhnuti z histo-
rického kontextu, tvori zdklad intuicif, na ktorych stoja realistické prog-
ramy). Odpoved na Benacerrafovu dilemu je moznd len po vyklade
oboch jej polov, epistemologického i sémantického. Verim vsak, Zze vy-
klad epistemologického aspektu matematiky, ktory matematiku zblizu-
je s fyzikou, je zaujimavy aj sim osebe, teda nezavisle od objasnenia on-
tologického statusu matematickych objektov. Tento text nadvazuje na
state (Kvasz 2000, 2001 a 2004a), ktoré boli venované rozvijaniu Hus-
serlovho vykladu vzniku novovekej prirodovedy. Podla Husserla
spoc¢ival hlavny prinos Galilea krozvoju novovekej prirodovedy
v tom, Ze namiesto prirodzenej skiisenosti postavil skiisenost instru-
mentdlnu. Tym sa novoveka veda vzdialila od fenoménov Zitého sveta
a postupne vytvorila vlastné univerzum teoretickych konstrukcii, kto-
rymi nahradila prirodzeny svet. Husserlov vyklad fyzikalneho pozna-
nia je tak v ostrom konflikte s vykladom Kantovym. Husserl poklada
novoveku fyziku za konstrukciu, ktord sa vzdialila prirodzenej sktse-
nosti. Naproti tomu je podla Kanta zdkladom newtonovskej fyziky st-
bor syntetickych sadov a priori, a tak je nasa skiisenost nevyhnutne
newtonovska. Kym Kant teda stotoznil principy newtonovskej mecha-
niky s formami konstituujicimi sktsenost, Husserl pochopil radikal-
nu protikladnost newtonovskej fyziky a prirodzenej skiisenosti.

Aj ked' sa pri vyklade fyziky Husserl stavia do opozicie vo¢i Kan-
tovi, pri vyklade matematiky zotrvdva na pozicii blizkej Kantovmu
nazoru, Ze matematika sa zaklada na nazerani a skisenost s fiou spo-
jena je prirodzend skiisenost. V stati Kvasz (2007) som uviedol argumen-
ty proti tomuto Kantovmu nazoru a ukézal som, Ze matematika sa
nemdze zakladat na prirodzenej skisenosti (¢i uz v podobe ¢istého
alebo empirického nazerania). Teraz sa pokusim tdto argumenta¢nu
liniu rozvinat a prehibit konflikt medzi Husserlovym instrumentdlnym
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vykladom exaktnych disciplin (Husserl si asi radikalnost svojho vykla-
du Galilea neuvedomil a prehliadol moznost jeho pouzitia na mate-
matiku) a Kantovym , nativistickym® vijkladom zalozenym na tdajnom
apriérnom charaktere tychto vied.

Cielom tejto state je ukdzat, Ze aj matematicka skisenost je in-
Strumentdlna, sprostredkovana artefaktmi. Rozdiel je len v tom, Ze
v pripade matematiky to nie st meracie pristroje, ale ndstroje symbolic-
kej a ikonickej reprezenticie, ktoré zakladaji instrumentélny charakter jej
sktisenosti. Na to, aby som matematicky typ inStrumentalnej skuse-
nosti odlisil od fyzikalneho typu (t. j. experimentalnej skiisenosti), bu-
dem instrumentdlnu skiisenost v matematike nazyvat skiisenostou
symbolickou. Pri beznom pohlade sa moze zdat, Ze sice pokus vylozit
matematickt skiisenost ako inStrumentalnu skusenost’ konstituovanu
néstrojmi symbolickej a ikonickej reprezentacie ma urcita plauzibilitu,
ale daleko nepovedie. Reprezenta¢né nastroje ako ¢iselné sustavy &i
konstrukcie kruzidlom a pravitkom sa iba kontingentnymi pomoc-
kami a pravdy matematiky platia nezavisle od nich. Preto nas vyklad
neovplyvni status matematickych tvrdeni ani spdsob ich zdévodne-
nia. Zd4 sa, Ze na$ vyklad sa netyka podstaty problému, ale zaobera
sa len podruznymi otazkami, ktoré spadaji do kontextu objavu.

Tu vsak m6Zeme namietat, Ze aj vo fyzike (pri jej beznom chapani)
fyzikalne zakony platia nezavisle od toho, akym typom pristroja ich
overujeme. A napriek tejto nezavislosti fyzikalnych zdkonov od spo-
sobu merania Husserl ukdzal inStrumentalny charakter fyzikalneho
poznania. V anal6gii s meracim pristrojom sa pri prvom pohlade sice
zda, Ze aj urcity nastroj symbolickej ¢i ikonickej reprezentacie je len
pomocka, ktora ulahcuje overenie urcitého faktu platného nezavisle
od prislusného nastroja (a teda nastroje symbolickej ¢i ikonickej repre-
zentacie patria do kontextu objavu), ale priklad fyziky ukazuje, Ze ten-
to prvy pohlad moéze byt skresl'ujici. Sledujic Husserlov vyklad fy-
ziky sa aj v pripade matematického poznania pokisime ukazat jeho
inStrumentalny charakter.

1. Pojem symbolickej skusenosti

Nas vyklad za¢neme analyzou bezného chdpania reprezenta¢nych
nastrojov v matematike. Podla rozsireného presvedcenia néstroje
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symbolickej a ikonickej reprezentdcie mozu pomoct objavit urcity ma-
tematicky poznatok, ale zdovodnenie tohto poznatku je ¢isto logickeé,
a teda od prislusnych nastrojov nezavislé. Je predsa zrejmé, ze pozic-
néa desiatkové ststava nie je ddvodom platnosti vztahu
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aby sme pouzili Fregeho priklad zjeho Zdikladov aritmetiky. Desiat-
kova sustava iba kompenzuje nasu neschopnost tento ¢isto logicky
vztah bezprostredne nahliadnut podobne, ako naklonend rovina
u Galilea kompenzovala nasu neschopnost zmyslami nahliadnut
zrychleny charakter volného padu. Takto uZz aj na pozadi bezného
porozumenia sa otvara analégia medzi svetom fyziky ako svetom, do
ktorého nadm otvaraju pristup meracie pristroje, a svetom cisel ako
svetom, ktory ndm pomadhaja odkryvat symbolické reprezentacné
néstroje.

Ako som uviedol, tato analdgia nesiaha d’aleko. Tradi¢ne sa fyzicky
svet chape tak, Ze je od nasho myslenia nezavisly, a preto je na jeho
poznédvanie nevyhnutnd empiricka skiisenost. Podla vacsiny filozofov
svet fyziky prebera tato vlastnost fyzickej reality, a tak sa in$trumen-
talna skusenost vo fyzike, t. j. experimentdlna skiisenost, ak si jej odlis-
nost’ od empirickej skisenosti filozofi vobec uvedomujt, chépe stéle
ako druh empirickej skiisenosti. Naproti tomu mnoho filozofov poklada
zakony matematiky za identické so zdkonmi logiky. Ide teda o princi-
py, ktoré stt od empirickej skdsenosti nezavislé. Preto ak aj chceme
vylozit matematické poznanie ako poznanie zalozené na symbolickej
skiisenosti, tato sktsenost, zda sa, ma neempiricky charakter.

Takto vznikd medzi matematikou a fyzikou ako dvomi exaktnymi
vedami, respektive medzi experimentalnou a symbolickou skiisenos-
tou ako dvoma druhmi instrumentéalnej skiisenosti, urcitd asymetria.
Této asymetria je v8ak iba tazko uchopitelna, lebo medzi matematikou
a fyzikou existuje viac-menej spojity prechod. O tomto prechode
sved¢i rad disciplin, ako sd klasickda mechanika, hydrodynamika ¢i te-
6ria vedenia tepla, ktoré pred dvesto rokmi tvorili jadro empirickej
vedy. Dnes su tieto discipliny skoér sticastou matematiky. Povedat
presne, kde kon¢i matematika a kde zac¢ina empiria, je tazké, ak nie
nemozné. Bol objav deterministického chaosu objavom empirickym
alebo symbolickym? Poincaré analyzou urcitého matematického mo-
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delu objavil existenciu vyznamného javu, pri¢om je malo pravdepo-
dobné, Ze by sa tento jav dal objavit' ¢isto empiricky.

Nasim ciel'om je asymetriu medzi empirickym charakterom expe-
rimentalnej skdsenosti a neempirickym charakterom symbolickej sku-
senosti oslabit. Urobime to tak, ze podla Husserlovho vzoru budeme
radikalizovat vyklad in$trumentu. Namiesto vykladu inStrumentu
ako ,neskodnej” pomocky, ktora iba ulahcuje pristup k urcitym od
inStrumentu nezavislym faktom, polozime Husserlov vyklad instru-
mentu ako nastroja, ktorého pomocou veda nahradza prirodzent sku-
senost’ skiisenostou nového druhu (Kvasz 2000, 385 - 389). Cesta, po
ktorej sa vyberieme, vedie opa¢nym smerom, nez $iel Kant. Namiesto
toho, aby sme sa usilovali aj mechaniku vykladat ako apriérne po-
znanie (a vyklad fyziky tak podriadili vykladu matematiky), pokusi-
me sa symbolickt sktsenost’ vylozit ako druh skuasenosti empirickej
(t. j. vyklad matematiky prispdsobime vykladu fyziky). Okrem od-
mietnutia hranice medzi empirickym a analytickym poznanim vsak
teéria, ku ktorej smerujeme, nema vel'a spolocného s Quinovym po-
hladom na jazyk.! Od logického pozitivizmu sa neliS$ime stieranim
rozliSeni. Rozdiel je v pohlade na logiku, ktort pokladame za jeden z na-
strojov symbolickej reprezentdcie modernej matematiky, a tak aj na
logiku budeme aplikovat nas skisenostny vyklad.

a. horizont reprezentovatelnosti ako trvala crta
instrumentalnej skusenosti

Prvym krokom na ceste k pochopeniu tlohy instrumentalnej ska-
senosti (¢i uz experimentédlnej alebo symbolickej) pri poznavani je
spochybnenie predstavy nezavislosti skuto¢nosti (fyzikalnej rovnako
ako matematickej) od inStrumentov. Vo fyzike kvantovd mechanika

Quine prekonal hranicu medzi analytickym a syntetickym, ktort nazval jednou z do-
giem empirizmu, tym, Ze ju zmazal a cely jazyk vylozil ako stvislu siet. Nas pristup
je opacny. Miesto toho, aby sme hranicu zmazali, a tym stratili rad rozli$eni, chceme
ukazat, ze tam, kde pozitivizmus videl jeden ostry rez, pri presnejSom pohlade uvi-
dime rad jemnejsich zlomov. Namiesto Quinovho zmazavania rozliseni navrhujeme
ich zjemnenie. Namiesto Quinovho holistického modelu jazyka navrhujeme model
fragmentdrny. Jazyk netvori jeden stvisly celok, nie je to siet, do ktorej chytame fak-
ty. Jazyk je skor stborom fragmentov, z ktorych kazdy bol vytvoreny s inym tce-
lom, podla odlisnych pravidiel, v r6znych dobéch.
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ukazala, Ze proces merania nie je cestou k nezavisle existujicemu ja-
vu, lebo proces merania vstupuje do konstitticie javu samého. Pritom
sa vsak objektivny charakter fyzikalnych zakonov neporusi. To, ze
realita zavisi od procesu merania, neznamend, Zze méZeme namerat’ to,
¢o sa nam zachce (t. j. Ze by rozum prirode nieco predpisoval). Zavis-
lost javu od merania (pri dvojstrbinovom experimente) neotvara prie-
stor I'ubovoli. Heisenbergovym principom neurcitosti st medze expe-
rimentdlnej skiisenosti presne, ostro, ale pritom objektivne uréené.2 Ked
sa pokuSame svet matematiky vylozit ako svet konstituovany na-
strojmi symbolickej reprezentacie, priklad kvantovej mechaniky uka-
zuje, Ze zavislost inStrumentalne konstituovanej skuto¢nosti (v tomto
pripade kvantovej) od prislusnych inStrumentov neznamena stratu
objektivnosti reprezentovanych zakonov. Neotvara priestor pre 'ubo-
volu, ale kladie medze tomu, kam aZ moZeme prenikniitf. VSetky nastroje
symbolickej reprezentécie stt vybudované tak, ze
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vyjde vzdy rovnako. Ide skoér o to, Zze kazdy reprezenta¢ny nastroj
uchopuje z matematického univerza len urcity fragment. Pokial ma-
me Vv aritmetike nepozi¢na ststavu (napriklad rimske ¢islice), budt sa
nam zle zapisovat ¢fsla, ktoré maju v pozicnej dekadickej ststave za-
pis dlhsi nez 50 &islic (ked’ vycerpdme malé a velké pismend latinskej
abecedy). M6Zeme samozrejme pouzivat pismend s bodkami, ¢iarka-
mi avlnovkami, ale vypocitat pomocou rimskych ¢isel hodnoty
In(0,8), In(0,9), In(1,1), a In(1,2) s presnostou na 57 desatinnyjch miest, ako
to urobil roku 1665 Newton, ¢i vypocitat 7 s presnostou na 60 desatin-
nyjch miest, ako to urobil roku 1736 Euler, je asi za hranicami moznos-
ti. Preto je pravdepodobné, Ze uvedené hodnoty pre In(0,8) ¢i 7 lezia
v rimskych ¢islach za horizontom poznania. Samozrejme, to nezna-
mend, ze by v tejto ststave mali tieto veli¢iny ind hodnotu. Volba
reprezenta¢ného nastroja nemoze ovplyvnit hodnotu veli¢iny. A st
to tiez stale rovnaké matematické principy, ktoré sposobia, ze hod-

Zda sa, ze Kantov objav medzi moznej skisenosti je vecne spravny. V jeho dobe
véak nebolo mozné utvorit si predstavu o charaktere tychto medzi a Kant skizol do
$pekulécii. Medze moZnej skiisenosti st skor instrumentalne nez mentélne (pozri
Kvasz 2004b a 2005).
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noty tychto veli¢in st presne také, aké st, a nie iné. Ide len o to, Ze ak
sa rozhodneme pouzit ako nastroj symbolickej reprezentacie rimske
¢isla, tieto pravdy ostant pravdepodobne navzdy za horizontom
moznej skiisenosti.

To, ¢o sme uviedli, st iba slabé argumenty, v stvislosti s ktorymi
mozno namietat, Ze urcitd matematicka pravda (napriklad hodnota ur-
citej veli¢iny) objektivne nejakd je a je len nas problém, Ze jej vypocet pro-
strednictvom urcitého ndstroja symbolickej reprezentacie v dosledku
jeho nadmernej dizky nie sme schopni my, bezni smrtelnici, ,domani-
pulovat” do tspesného konca. V tomto , prvom priblizeni” to vyzera
tak, Ze pravda este stale existuje nezavisle od reprezentacného nastroja;
je logicky nevyhnutn, len je neuchopitelne zlozitad. Teda, zatial sme
ukézali iba to, Ze nastroje symbolickej reprezentacie urcuja rozsah ndm
pristupnej casti nezavisle existujcich a logicky nevyhnutnych pravd
matematiky. Analégia s kvantovou mechanikou je tak len ¢iasto¢na, le-
bo v nej Heisenbergov princip vytyc¢uje medze nielen nasej nedokona-
losti, ale aj medze merania ako takého. Ked sa chceme dostat dalej,
ukazuje sa uzito¢né obrétit sa k histérii matematiky.

b. medze jazyka a historicka podmienenost’ matematickych
poznatkov

V dejinach matematiky mozno néjst rad prikladov, kedy poznatok
dokazany pomocou urcitého nastroja symbolickej reprezentacie nebo-
lo mozné dokazat prostriedkami predoslych nastrojov. Tento jav som
v stati (Kvasz 2000) oznacil ako logické medze jazyka. Tu nejde o nejaku
tazkopadnost odvodenia, ale o objektivny fakt neexistencie odvode-
nia pomocou urcitého nastroja symbolickej reprezentacie. Prikladom
logickych medzi jazyka je nedokdzatelnost zikladnej vety algebry pro-
striedkami algebry (bez predpokladu spojitosti). Podobne mozno
najst rad prikladov, kedy matematicky objekt zostrojeny pomocou ur-
¢itého néstroja nebolo mozné skonstruovat pomocou predoslych na-
strojov. Tento jav som nazval expresivne medze jazyka. A opat mozno
objektivne dokazat neexistenciu prislusného objektu v univerze kon-
stituovanom pomocou daného reprezenta¢ného nastroja. Prikladom je
nemoznost trisekcie uhla v euklidovskej geometrii alebo neriesitelnost
rovnic piateho stupria prostriedkami algebry. Tu nejde o nasu nedoko-
nalost, nejde o to, Ze by objekt lezal prili§ d'aleko za horizontom. On je
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prostriedkami daného néstroja neopisatelny. To samozrejme nezna-
mend, Ze nemozno vytvorit iny ndastroj, ktorého pomocou je mozné
dany objekt opisat. To, na ¢o chcem upozornit, je objektivna existencia
logickijch a expresivnych medzi kazdého nastroja symbolickej a ikonickej
reprezentacie, ktory doteraz matematici vytvorili. Prv, nez pojdeme
dalej, uvediem prehlad reprezentaénych nastrojov, ktoré boli v ma-
tematike vytvorené.3

Elementarna
aritmetika 1
Synteticka
2 geometria
Algebra
Analyticka
geometria
Dif. a int. pocet
Iterativna
geometria
Predikatovy pocet
8 Tedria mnozin
Teoéria algoritmov

Prvych pat nastrojov bude asi stcasnému Ccitatelovi pripadat
plauzibilnejsie nez posledné styri. Je to preto, lebo vplyvom vel'kého
¢asového odstupu nam rad alternativnych pozicii, ktoré vo svojej do-
be stéli proti sebe, splyva do akéhosi ,stredného pojmu”. Ked' sa po-
vie algebra, nikomu nenapadne, Ze tu stéli proti sebe Cardanova Ars
Magna (1535), Vietove Analytické umenie (1591) a Descartova Metoda

Postupnost’ nastrojov symbolickej a ikonickej reprezenticie uvedena v Kvasz (2008)
kon¢i teériou mnozin. Tedriu algoritmov ako samostatny nastroj symbolickej repre-
zentacie som do nej nezaradil. Medzi¢asom som dospel k presvedc¢eniu, Ze teériu
algoritmov mozno vylozit ako nastroj symbolickej reprezentacie.
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(1637) ako tri alternativne pojatia toho, ¢o je to algebra. Podobne
v analytickej geometrii Descartes pouzival iba prvy kvadrant, takze
pred rieSenim urcitej tlohy si osi zvolil tak, aby sa vsetky relevantné
prvky dostali do prvého kvadrantu. Newton uz pouzival $tyri kvad-
ranty, ale pri opise pohybu volil sistavu tak, aby jedna os bola
v smere pohybu. Idea stiradnej stistavy volenej nezéavisle od problému
pochadza od Maclaurina. Preto aj v analytickej geometrii mame Des-
cartovo, Newtonovo a Maclaurinovo pojatie, ktoré vo svojej dobe tvo-
rili alternativy. Sacasny Ccitatel v pojme algebry alebo analytickej
geometrie tieto rozdiely nevnima.* Naproti tomu v pripade posled-
nych Styroch néstrojov nemédme dostatony odstup, eSte nedoslo
k splynutiu alternativnych tedrii. Preto terminy, ktorymi sa usilujem
pomenovat posledné styri nastroje, ¢itatel nevnima ako , ustredneny”
pojem. Tieto terminy v fiom preto evokuja jedno z alternativnych po-
jati aj so vSetkymi diferenciami vo¢i alternativam.

Terminom iterativna geometria oznacujem novy nastroj ikonickej
reprezentacie, novy spdsob generovania funkcii pomocou iterativneho
procesu, ktory je spolo¢ny fraktdlnej geometrii, kde sa pouziva na kon-
Strukciu utvarov, ako je Mandelbrotova mnozina; tedrii Fourierovych
radov, kde sa pouziva na rozklad funkcie do bazy; teorii funkcii redlnej
premennej, kde sa pouziva pri konstrukcii typickych funkcii; tedrii dife-
rencidlnych rovnic, kde sa ako metdda postupnych aproximacii pouziva
na dokaz existen¢nych viet; funkciondlnej analyze, kde sa pouziva na
urcenie pevného bodu operatora. Podobne tedriou mnoZin nerozumiem
tato teériu v technickom zmysle, ale metddu generovania objektov, ktora
z formuly ¢(x) vytvori objekt {x ; ¢(x)}. Tato metédu ma spolo¢nt

Okrem uvedenych problémov sa v pripade analytickej geometrie vyskytuje este je-
den problém. Termin ,analytickd geometria” ma dve pojatia: Sirsie a uzsie. V uz-
Som pojati analytickd geometria stoji oproti geometrii algebraickej a diferencidlnej
a je vlastne prerozpravanim euklidovskej geometrie (t. j. linedrnych a kvadratickych
objektov) pomocou stradnicovej metédy. Ja analytickou geometriou rozumiem no-
vii metddu generovania geometrickijch objektov, ked’ sa do suradnej ststavy vynasaju
body spliajice urcita formulu. Do analytickej geometrie zahfiiam analyticka geo-
metriu v jej uzSom pojati (formuly st linearne a kvadratické formy), algebraicku
geometriu (pripustime polynomické formy l'ubovolného stupma) a diferencidlnu
geometriu (formuly berieme diferencialne rovnice alebo nekone¢né rady). Tieto tri
discipliny sa napriek rozdielom medzi nimi od geometrie, ako bola pestovana v an-
tike, lisia tym, Ze svoje objekty generuji pomocou stiradnic a formul.
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s predikdatovym poctom druhého ridu, Peanovou aritmetikou, A-kalkulom
aradom inych teérii. Tieto tedérie eSte nesplynuli, a tak citatel ma
sklon dosadit za termin iterativna geometria jednu z nich a namietat, ze
ostatné tedrie vynechavam, a pod terminom tedria mnozin zas rozumie
tato tedriu v izkom technickom zmysle, a nie ako reprezenta¢ny na-
stroj.

Ked uvazujeme postupnost nastrojov symbolickej reprezentacie
(pozri Yavy stlpec diagramu), nie je tazké néjst ilustracie logickych
a expresivnych medzi jednotlivych nastrojov. Napriklad algebra pri-
niesla symbol pre nezndmu, ¢im sa stala prvym symbolickym jazy-
kom, v ktorého ramci bolo mozné dokazat vseobecné tvrdenie. Preto
mozno za logické medze jazyka elementarnej aritmetiky pokladat
nemoznost dokazat vseobecné tvrdenia. Jazyk algebry podobne za-
viedol symbol pre odmocninu, ¢im sa stal prvym symbolickym jazy-
kom schopnym vyjadrit iracionalne veli¢iny. Za expresivne medze ja-
zyka elementarnej aritmetiky moZzno preto pokladat jeho neschopnost
vyjadrit iracionalne veli¢iny. Pritom medze oddelujtice jazyk elemen-
tarnej aritmetiky od jazyka algebry st objektivne. O univerze elementér-
nej aritmetiky, teda o univerze, ku ktorému otvara pristup prislusny
nastroj symbolickej reprezenticie (ktory nepoznd pojem premenne;j),
mozno dokazat, Ze v fiom neexistuja iracionalne veli¢iny a nemoZzno
viiom dokédzat vseobecné tvrdenia. Pre ostatné ndstroje symbolickej
reprezenticie mozno podobne ndjst ich logické a expresivne medze,
ktoré vymedzujt, ¢o je mozné pomocou toho-ktorého nastroja dokazat,
vypocitat, ¢i vyjadrit (Kvasz 2008, 14 - 84).

Zda sa, Ze sa tu analégia s tlohou instrumentov v kvantovej me-
chanike stava striktnejsou. Medze, ktoré poznaniu kladie inStrumen-
tdlny charakter skisenosti, si v matematike rovnako ako vo fyzike
Uplne objektivne. V matematike uz nejde o to, Ze by sme pre zloZzitost
zapisu neboli v stave urcité iraciondlne ¢islo (napriklad In(2) alebo 1)
prostriedkami elementdrnej aritmetiky zapisat, ale o to, Ze ono sa ko-
ne¢nou postupnostou znakov jazyka elementdrnej aritmetiky ob-
jektivne neda vyjadrit. Situacia pripomina Heisenbergov princip ne-
urcitosti, kde tiezZ nejde o to, Ze by sme kvoli nasej obmedzenosti ne-
boli schopni st¢asne namerat ostrtt hodnotu stiradnice a hybnosti, ale
o to, Ze to objektivne nie je mozné. Instrumentélny charakter skuse-
nosti kladie na poznanie objektivne medze. Pritom je zaujimavé si
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uvedomit, Ze medze kladené na matematické poznanie tym, Ze ho
nadobiidame pomocou reprezentacnych nastrojov, s medze pozna-
nia samého, teda ide o epistemologicky jav. Pre ¢isla, teda prvky uni-
verza elementdrnej aritmetiky, platia vSetky tvrdenia, ktoré moZzno
dokazat pomocou neskor$ich reprezentacnych nastrojov (algebry
v algebraickej teérii ¢isel, ¢i diferencidlneho a integralneho poétu
v analytickej tedrii ¢isel), len ich prostriedkami jazyka elementarnej
aritmetiky nemozno odvodit. Teda, napadtie medzi sémantickym po-
jmom pravdivosti a syntaktickym pojmom odvoditelnosti je tu odjak-
ziva, aj ked' si ho je len tazko mozné v ramci daného nastroja uvedo-
mit, lebo nedokézatelné tvrdenia ¢asto v danom jazyku nemoZzno za-
pisat, a tak si ich existenciu nemame ako uvedomit. Nedokazatelné
tvrdenia sa vynoria az zavedenim silnejSieho nastroja. Takze objektivna
podmienenost univerza matematiky ndstrojmi symbolickej skiisenosti je ro-
bustny historicky fakt.

Je mozné namietnut, Ze tu ide o histériu, teda o kontext objavu.
Mne v8ak neslo o histériu, ale o systematickii crtu kazdého ndstroja sym-
bolickej reprezentdcie, ktorou je existencia expresivnych a logickych
medzi, teda medzi, na ktoré kazdy takyto nastroj nevyhnutne naraza.
Histériu pouzivam preto, lebo pri reprezenta¢nych nastrojoch minu-
losti médme k dispozicii novsi nastroj, umoznujtci explicitne vyjadrit
objekt ¢i formulu, ktoré predstavuji medze uvazovaného starsieho ja-
zyka. Tento ndstroj tiez umoziiuje dokdzat, Ze prislusny objekt je
v starSom jazyku nevyjadritelny, resp. Ze prislusna formula je nedo-
kazatelna. Sam fakt existencie expresivnych a logickych medzi skiima-
ného jazyka od neskorsieho jazyka vSak nezavisi. Je to systematicka
¢rta kazdého jazyka.

Na tomto mieste by som rad upozornil na rozdiel medzi pojmom
horizontu, ktorym som pojem inStrumentalnej skdsenosti charakteri-
zoval v Casti a, a pojmom medze jazyka, ktorym ho charakterizujem te-
raz. Horizont je jav, ktory sa ukazuje kazdému ¢loveku trochu inak. Je
objektivny v tom zmysle, Ze je pritomny v kazdom pohlade, ale st-
¢asne je subjektivny v tom zmysle, Ze kazdy ho vnima trochu inak (v
zavislosti od sily zraku ¢i pouzitého inStrumentu). Niekto moze
v rimskych ¢islach bezpe¢ne manipulovat s 20-cifernymi ¢islami, kym
inému mozu 17-ciferné ¢isla (17-ciferné z hl'adiska dekadickej pozi¢nej
ststavy) predstavovat horizont, za ktorym sa bude systematicky do-
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pustat chyb (podobne ako niekto v dialke jasne rozlisuje jednotlivé
stromy, kym inému sa tieto na horizonte zlievaji v savisla skvrnu).
Horizont moZzno postivat, nemozno ho v8ak odstranit. Na rozdiel od
horizontu (logickou ¢i expresivnou) medzou jazyka rozumiem nieco
objektivne, ¢o mozno jednoznacne fixovat. Gauss dokazal, Ze pomo-
cou kruzidla a pravitka sa zostrojitelné len tsecky, ktorych dizky
mozno vytvorit pomocou kone¢ného poctu kvadratickych rozsirent
pola racionalnych ¢isel, a teda pravidelny 7-uholnik zostrojit nemoz-
no, kym pravidelny 17-uholnik zostrojit mozno. Vymedzil tak me-
dzu, ktorou nemoZzno hybat. Nasiel objektivne kritérium konstruova-
telnosti, ktoré je pre kazdého rovnaké. Tu uz nejde o neurcity hori-
zont ako u rimskych ¢isel, ktory kazdy vnima inak. Tu namiesto neos-
trého rozliSenia nastupuje ostra medza.

V casti a sme skisenostny aspekt matematiky spéjali s tym, Ze ho-
rizont mozno pomocou novych reprezenta¢nych néstrojov (napriklad
pomocou pozi¢nej ststavy) postvat. Teraz namiesto postivania hori-
zontu, ktoré je vzdy viac-menej subjektivne, nastupuje prekracovanie
objektivne existujucich medzi. Skisenostny aspekt matematiky spoci-
va v tom, Ze matematika vytvorenim novych néstrojov symbolickej
a ikonickej reprezentacie objektivne existujiice medze prelamuje a ot-
vara vstup do novych svetov, ktoré boli pre starsie nastroje nepristup-
né. Ked' matematika otvori vstup do nového univerza objektov, o kto-
rych ziska rad novych poznatkov, obohacuje nase poznanie. Ked' New-
ton ukazal, Ze existuje 72 druhov kubickych kriviek (na 6 druhov pri-
tom zabudol), objavil nieco, ¢o bolo antickym matematikom nepristup-
né. Kubické krivky sa vymykaja konstrukcii pomocou kruzidla a pra-
vitka, a az ked’ Descartes otvoril vstup do sveta algebraickych kriviek,
mohol Newton tento fakt objavit.5 Podobne, ked" Grassmann a Rie-
mann otvorili vstup do viacrozmernych priestorov, umoznili objav hl-
bokych poznatkov. Prelomenim logickych a expresivnych medzi jazyka
matematika zadsadnym spdsobom obohacuje nase poznanie a v istom
zmysle nas otvara novym druhom skiisenosti.

Otazka, ¢i kubické krivky existovali predtym, ako Descartes otvoril vstup do uni-
verza analytickej geometrie, a ¢i Newtonova klasifika¢na teoréma mala pravdivost-
nt hodnotu aj v antike, je otdzka, ktora sa tyka sémantiky jazyka matematiky a ako
takd ju odsunieme do dalieho dielu nasej série.
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C. logicizmus ako téza lingvistického pesimizmu

Doteraz sme sktisenostny aspekt matematiky opisovali negativne -
pomocou horizontov a medzi. Mohol by tak vzniknut dojem, Ze sku-
senostny aspekt matematiky sa viaZe na nasu neschopnost uskuto¢nit
isté vypocty (ktord sa prejavuje ako horizont vypocitatelnosti), ¢i na
objektivnu nemoznost’ uskutocnit isté dokazy (ktora sa prejavuje ako
medze jazyka). Tieto negativne javy sme vSak uviedli len preto, Ze -
ako to s negativnymi javmi byva - putaji pozornost. Negativita vSak
nie je podstatou matematickej skdsenosti. Ilustraciou skisenostného
aspektu matematického poznania je napriklad to, Ze prechodom od
systému rimskych ¢isel k pozi¢nému systému arabskych cisel otvoril
pristup k hodnote ¢isla 7 na 60 miest a algebraicka symbolika otvorila
pristup k rieSeniu kubickych rovnic. Matematika tak priniesla pozna-
nie, ktoré prv nebolo mozné. Priniesla ho prelomenim medzi jazyka,
vytvorenim nového nastroja symbolickej reprezentacie. Novy ndstroj
umoziiuje vytvorit novy druh reprezentécii, s tymito reprezentaciami
experimentovat’ a nadobudat’ tak nova sktsenost. Schopnost mate-
matiky prelomit medze kazdého vopred daného jazyka, ktora je jad-
rom jej schopnosti obohatit nasu sktisenost, spochybiiuje tradi¢né vy-
klady matematického poznania.

Matematické poznanie teda nie je apridrne v Kantovom zmysle. Zavisi
od reprezenta¢nych nastrojov, ktoré st kontingentné, lebo st kulttr-
nym artefaktom. Az ked vznikne urcity nastroj, stane sa urcita oblast
symbolickej skiisenosti pristupnou. Nase odmietnutie apriérnosti st-
visi so zlozitostou poznatkov ziskanych pomocou reprezenta¢nych
néastrojov. Charakteristickou ¢rtou matematického poznania je to, ze
prinésa zlozité konstrukcie a jemné rozliSenia. Tu mozno namietat, Ze
Kantovi neslo o poznatky, ale o principy, ktorych pomocou st tieto
poznatky ziskané. Tento ndzor sa da charakterizovat ako téza o triviali-
te komplexnosti, ako presvedcenie, Ze v zloZitosti nie je ni¢ zadsadne no-
vé, ze komplexnost nenesie ziadnu novu kvalitu, Ze principy matema-
tiky sa tykajt iba elementov. Tato téza je nespravna. Prave na opis
komplexnych situacii vytvara matematika svoje reprezentacné nastro-
je, pricom kazdy novy nastroj je postaveny na novych principoch kon-
Strukcie reprezentacii. Principy, na ktorych je vybudovand matemati-
ka, sa teda netykaji iba elementov, ale aj toho, ako sa z elementov
konstruujt zlozité objekty. A konstrukéné principy, na ktorych st
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postavené nastroje symbolickej alebo ikonickej reprezentacie (napri-
klad zmena ¢iselnej hodnoty ¢islice podla jej pozicie vo viaccifernom
zapise; odliSenie nezndmej a parametra v algebraickej symbolike, ...),
st konvencné, a preto nemo6zu byt apriérne (pre zdévodnenie pozri
Kvasz 2007).

Matematické poznanie v8ak nie je ani analytické vo Fregeho zmysle.
Samozrejme, poznanie ziskané v ramci kazdého jedného reprezentac-
ného nastroja analytickeé je (alebo ho asponi takym mozno spravit, ked’
konvencie prislusného reprezenta¢ného nastroja prepasujeme do lo-
giky - to urobil Frege). K matematike vsak nerozlucne patri aj tvorba no-
vych ndstrojov. S matematickymi objavmi je ¢asto spojena urcita lin-
gvistickd inovacia, a ¢asto tato inovacia spociva vo vytvoreni (zarod-
ku) nového reprezentaéného nastroja. Na prvy pohlad sa Frege a lo-
gicki pozitivisti vysporiadali s touto situdciou odliSenim kontextu ob-
javu a kontextu zdoévodnenia. Tvorba novych reprezenta¢nych nastro-
jov spada do kontextu objavu, a preto sa logicistického ¢i pozitivistic-
kého programu netyka. Ale iba na prvy pohlad, pretoze tym, ze kon-
text zdévodnenia definovali pomocou formaélnej logiky, vytrhli jeden
z nastrojov symbolickej reprezenticie zjeho historického kontextu
a z relativneho, kontingentného ndstroja, ktory je jednym medzi mnohymi,
spravili absoliitny, univerzilny a vylucny ramec. Matematika sa vsak vo
svojich dejinach na Zziadny ramec neviazala a kazdy ramec dokazala
prekrocit. Sktisenostny charakter matematiky je dany prave jej schop-
nostou vytvarat nové rdimce umoziiujuce vznik nového druhu skise-
nosti. Pri spidtnom pohlade, ked st uz vsetky potrebné lingvistické
inovacie zavi$ené, mozno matematické poznanie vylozit ako analy-
tické. To v8ak mozno urobit iba s poznanim, pre ktoré mame stabili-
zovany jazykovy rdmec, v ktorom ho méZzeme objavovat a zdovodriovat.
Matematika vSak dokaze robit viac, nez objavovat a zdévodiiovat po-
znatky. DokaZze vytvarat ramce, v ktorych sa takéto objavovanie
a zdovodiiovanie poznania odohréva.

Tvrdenie, Ze poznatky matematiky sa analytické, mozno vylozit
ako tvrdenie, Ze stcasna matematika je navzdy viazand na reprezentacnyj
ramec formalnej logiky a v rozpore s celymi jej dejinami uz Ziadny novy
reprezenta¢ny nastroj nevytvori. Podl'a logicizmu matematika stratila
kreativny naboj, vd'aka ktorému pocas celych svojich dejin prelamo-
vala medze jazyka, ktoré ju obmedzovali. Proti logicizmu moZzno na-
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mietat, Ze analytické odvodenie je mozné len pre poznanie, ktoré je
zaloZené na reprezenta¢nom ramci formélnej logiky. Takéto poznanie
vsak nie je celé poznanie, lebo je pravdepodobné, Ze problémy, pred
ktorymi stoji sti€asna matematika, ju printtia vytvorit novy reprezen-
ta¢ny nastroj, pricom poznanie vytvorené prostriedkami tohto nového
nastroja nebude mozné analyticky odvodit prostriedkami dnesného
rdmca, pretoze dne$ny ramec ma v porovnani s tym novym obme-
dzena logicku a expresivnu silu. Tato namietka nema ni¢ spolo¢ného
s kontextom objavu. Je jedno kto, kedy a za akych okolnosti ten novy
néstroj vytvori. Podstatné je to, ze bude, ako vSetky nastroje, prekra-
covat' logické a expresivne medze predchadzajiceho nastroja. Preto
tézu o analytickom charaktere matematiky vylozime ako tézu linguis-
tického pesimizmu, teda ako tézu, Ze tvoriva sila matematiky sa vycer-
pala a v budiicnosti uz matematika nepride so Zziadnym radikalnym
prelomenim medzi jazyka. Vsetky dokazy a zddvodnenia sa uz na-
vzdy budt odohrévat v jazykovom ramci, ktory vytvorili Frege, Pea-
no, Russell, Hilbert a Ackermann. Proti tejto téze méZzeme postavit' té-
zu lingvistického optimizmu, podla ktorej d’aldi vyvoj matematiky
bude v zhode s jej dejinami a matematika neostane uvidznend vo svo-
jom sicasnom ramci.

Sam osud logicizmu ukazuje, Ze Fregeho pesimizmus nebol od6-
vodneny. Rayo v stati Logicism reconsidered (Rayo 2005) piSe, Ze logi-
cizmus je vyvrateny, pricom ako hlavny argument pouziva Godelovu
vetu o netplnosti. A Godelova veta je vysledok ziskany pomocou no-
vého nastroja symbolickej reprezentacie (pozri $tvrta cast tejto state).
Napriek Fregeho pesimistickym prognézam Godel, Kleene, Church
a Turing vytvorili novy jazykovy ramec, ktorého pomocou sa podarilo
ukazat, Ze existujua pravdivé tvrdenia matematiky, ktoré nie je mozné
dokazat. Teda jazykovy ramec Fregeho logicizmu podobne ako ostat-
né ramce v minulosti ma medze. Tieto medze matematika dokazala
prelomit’ a vytvorit silnejsi nastroj, v ktorom sa medze predoslého
ramca stali explicitne vyjadritelné.

2. Matematika ako skusenostna veda

Uvedeny pohlad na histériu matematiky posiliiuje analégiu medzi
matematikou a fyzikou. Ukazuje, Ze podobne, ako fyzika stoji na sku-
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senosti ziskanej pomocou merania a experimentu, stoji matematika na
sktisenosti ziskanej prostrednictvom reprezenta¢nych néstrojov. Preto
je aj matematika aspon do istej miery skdsenostna. Jej skiisenost vsak
nie je zmyslovou skusenostou, ako skisenost zuzene chépal empi-
rizmus aj pozitivizmus, ale ide o skiisenost symbolickd. Je to skuse-
nost podobna tomu, ked rozumieme nejakému jazyku a za slovami sa
vynaraja vyznamy. Clovek, ktory danému jazyku nerozumie, ma
rovnako stimulované nervové zakoncenia, ale nemé rovnakua skuse-
nost. Samozrejme, zastanca empirizmu bude tvrdit, Ze vynorenie
vyznamov je vecou odvodzovania a nie vnimania, a teda Ze v rovine
sktsenosti st si ¢lovek rozumejtci a nerozumejtci jazyku rovni a roz-
diel medzi nimi je len v tom, Ze ten prvy dokaZze zo svojej zmyslovej
sktisenosti odvodit zmysel toho, ¢o pocuje, kym ten druhy toho
schopny nie je. Nechcem sa pastat do problémov filozofie jazyka, ale
myslim, Ze porozumenie jazyku je neredukovatelnd schopnost po-
dobne, ako je neredukovatelna schopnost vnimat farby ¢i vone. Ved-
Ia zmyslovej sktsenosti, ktord mame spolo¢nti so zvieratami, ma ¢lo-
vek $pecifickti schopnost vnimat zmysel (gest, jazyka, symbolov)
a nadobudat symbolickt sktisenost'.

Matematika nie je a priori, lebo zavisi od nastrojov symbolickej
a ikonickej reprezentacie, ktoré st kultirnymi artefaktmi, a teda ne-
moézu byt apridrne. Matematika vSak nestraca svoj charakter ob-
jektivnosti a nevyhnutnosti, lebo skiisenost nadobudnuta pomocou
tychto néstrojov je objektivna a nevyhnutna. Matematika tak prisla
o piedestal, na ktory ju postavil Kant. Prisla on vSak v inom zmysle,
nez si mysleli logicki pozitivisti. Pozitivisti z Kantovho syntetického
poznania a priori zachovali jeho apriérnu zlozku a obetovali syntetic-
kost matematiky. Obetovali schopnost matematiky naucit nas nieco
nové a pravdy matematiky vylozili ako prazdne (¢i tautologické). Ma-
tematika vsak nie je analytickou v zmysle redukovatelnosti na logiku.
Vd'aka schopnosti vytvarat nastroje ikonickej reprezentacie otvarajace
pristup k stale komplexnejsim tvarom je matematika skiisenostnou ve-
dou.6

Samozrejme, nie v zmysle ztzeného pozitivistického pohladu na skasenost, ktory
ignoruje jazyk, v ktorom je sktisenost vyjadrend.
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a. geometria a vnimanie tvaru

Ked' sa pozrieme na tri néstroje ikonickej reprezentacie: jazyk syn-
tetickej geometrie, jazyk analytickej geometrie a jazyk iterativnej geo-
metrie, mozno ich chapat ako tri sposoby vztahovania sa k fenoménu
tvaru, ako tri pokusy o vymedzenie hranice medzi tvarom a beztva-
rym. Syntetickd geometria odkryva fenomén tvaru pomocou statickych
objektov, akymi st kruznica, kocka, gula ¢i kuzel. Tomuto pohladu
ostava tvar vd¢siny prirodnych ttvarov skryty. Synteticka geometria
je vhodna na projektovanie artefaktov, teda budov, mostov a priehrad
¢i ozubenych kolies, piestov a hriadelov. Jej vyssie partie preto tvoria
dolezita sticast profesionalnej pripravy stavbérov, architektov &i stro-
jarov.

Druhy pristup k tvaru predstavuje analytickd geometria, ktord od-
kryva fenomén tvaru pomocou sturadnej stistavy a analytickych for-
mul. Takto sa podarilo kvalitativne rozsirit oblast fenoménov, kto-
rych tvar sa da uchopit prostriedkami geometrie. Napriklad v zave-
senej retazi vieme rozpoznat retazovku, dokdzeme opfisat trajektériu
letiaceho kamemna alebo tvar kmitajlicej membrany. Tieto priklady
ukazujt, Ze pristup analytickej geometrie nas privadza od technickych
artefaktov blizsie k prirode. V8ade tam, kde je tvar prejavom jednodu-
chého zakona, kde vznika ako vysledok posobenia niekol'kych fakto-
rov, vSade tam je jazyk analytickej geometrie schopny tvar exaktne
uchopit. Ijtvary, ktoré sa nerodia naraz, ale st vysledkom eréznych ¢i
evoluénych procesov, ttvary, pri ktorych vzniku posobi nie jeden ¢i
desat’ urc¢ujicich faktorov, ale miliény ndhodnych vplyvov, ostavaja
vsak aj pre analyticky pristup beztvaré.

Treti pristup k tvaru prinasa iterativna geometria, ktora odkryva ten-
to fenomén pomocou iteracii uréitej transformacie. Ked'ze rast zivoci-
chov a rastlin sa zaklad4 na opakovani delenia buniek a procesy ero-
zie st tvorené periodickymi vplyvmi prostredia, umoziiuje iterativna
geometria tym, Ze svoje ttvary generuje iterovanim urcitej procedtry,
exaktne hovorit o tvare prirodnych atvarov. Ako napisal Benoit Man-
delbrot, jeden z tvorcov novej geometrie:

Preco je geometria ¢asto oznacovana ako ,chladnd” a ,sucha”? Nuz, jeden
z dovodov spociva v jej neschopnosti opisat’ také tvary, ako su tvar obla-
ku, hory, linie pobreZzia alebo stromu. Oblaky nie st gule, hory nie st ku-
Zele, pobreZie nie je tvorené obltkmi kruznic. Kéra stromu nie je hladka
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a ani blesk si nerazi svoju cestu priamo... Existencia takychto tvarov nas
vyzyva, aby sme Studovali to, ¢o Euklides ponechal bokom ako ,beztva-
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ré”, vedie nas k morfolégii ,amorfného”. (Mandelbrot 1977, 13)

Vyvin v linii synteticka geometria - analytickd geometria - fraktal-
na geometria tak meni spésob odkrytosti tvaru a postiva hranicu me-
dzi ,tvarym” a beztvarym. Je to zaujimavé, lebo pri zbeznom pohlade
sa moze zdat, Ze vnimanie tvaru a predovSetkym hranica medzi tym,
¢o ma tvar, a tym, ¢o vnimame ako beztvaré, je zaleZitost bioldgie ale-
bo psycholégie a je takto pevne dand. Aj ked nechcem spochybriovat
vyznam biologickych a psychologickych faktorov, je zaujimavé, Ze
vnimanie tvaru ma aj jazykovy rozmer. Zmeny jazyka matematiky,
zrod analytickej a fraktalnej geometrie umoznili vytvorit Gplne nové
univerzum tvarov. Najskor v hlavach niekolkych matematikov, ne-
skor v teériach fyzikov, aby napokon pod vplyvom techniky tieto no-
vé tvary prenikli aj do kazdodennej skuto¢nosti. Zda sa, Ze matemati-
ka posobi ako faktor, ktory ovplyviiuje vnimanie skuto¢nosti. Lebo
kazdy, kto sa oboznamil s tedriou fraktalov, asi inak vnima list papra-
de ¢i skalné bralo. Je mozné, Zze dnesny ¢lovek inak vnima tvary okolo
seba nez anticky Grék a Ze tato inakost' je podmienend inakostou na-
Sej matematiky. Matematika formuje nielen myslenie a priestorova
predstavivost, ale aj to, ako vnimame.

Matematika ovplyviiuje nielen to, ako vnimame tvar objektov, ale
aj to, ako vnimame tvar trajektorii. Ked' sa pozrieme na Aristotelovu
teériu prirodzenych pohybov, zistime, Ze v nej dominuja priamociare
a kruhové pohyby. Ttato okolnost mozno pripisat Euklidovmu , vply-
vu“.” V euklidovskej geometrii st priamky a kruznice zdkladné tvary.
Zda sa, ze Aristoteles nachadza v prirode priamociare a kruhové po-
hyby nie z fyzikdlnych pri¢in, ale prebera ich z geometrie. Ked' sa
v 17. storo¢i matematike otvoril novy svet tvarov, priamka a kruznica
stratili svoje vysadné postavenie a fyzici zacali trajektérie pohybov

Uvedomujem si, Ze Euklides Zil po Aristotelovi, takZe ak medzi nimi bol nejaky
vplyv, bol opaénym smerom. Euklidove Zdklady st v8ak kodifikaciou urcitej tradi-
cie. Ked hovorim o Euklidovom , vplyve” na Aristotela, mam na mysli vplyv tejto
tradicie (reprezentovanej Eudoxom, Theaitetom a d‘al$imi matematikmi, ktorych
objavy st zhrnuté v Zdkladoch). Euklida chapem ako matematika, ktory ttito tradiciu
zavrsuje.
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vyberat’ zo 8irsej skaly kriviek. Zistili, Zze vrhnuty kamen leti po para-
bole, planéty obiehaja po elipsach, drahu najkratsieho ¢asu (brachys-
tochronu) tvori cykloida. Aristotelova teéria zacala na pozadi tohto
SirSieho sveta tvarov vyznievat umelo. Nazoru, ze kruhovy pohyb je
,prirodzeny”, uz nik nerozumel. Tento pohyb bol prirodzeny na po-
zadi euklidovskej geometrie, ale vo svete analytickej geometrie nie je
o ni¢ prirodzenejsi nez pohyb po I'ubovolnej inej hladkej krivke. Po-
dobne, ked sa v 19. storoci objavili prvé fraktaly, postupne si nasli ces-
tu do fyziky, napriklad do teérie Brownovho pohybu. Zda sa, ze geo-
metrické jazyky neboli dolezité len z hladiska vnimania tvaru, ale za-
sadnym spdsobom ovplyvnili aj vnimanie pohybu. Podobne ako geo-
metrické tvary aj fyzikalne procesy mozno opisovat syntetickym, ana-
lytickym alebo iterativnym spdsobom.

Analytickd geometria zdsadnym spésobom pretvorila nasu skise-
nost s tvarom a s pohybom. Nie vsak tak, Ze by ndm poskytla nejaky
novy fakt (ako skisenost ztizene chapu pozitivisti), ale tym, Ze vSetky
fakty - tie staré, zndme od antiky, aj tie nové - zasadila do nového ja-
zykového rdmca. Na pozadi tohto rdmca medzi faktmi vyvstali nové,
netusené suvislosti a v spleti dat vyvstal poriadok. Z chaosu vnemov
vznikla skisenost. A prave v tom, Ze pomocou nastrojov symbolickej
a ikonickej reprezentacie matematika otvéra pristup k javom a stivis-
lostiam, ktoré by bez tychto nastrojov ostali navzdy nepoznatelné, je
vztah matematiky so skiisenostou. Mohlo by sa zdat, Ze to, ¢o tu opi-
sujem, je aplikdcia matematiky, teda Ze ide o skdsenosti ziskané pomo-
cou matematiky a nie o skiisenostny charakter samotnej matematiky.
To je vsak omyl. Pokial nebol skonstruovany prislusny reprezentacny
néastroj, nemohol nikto, ani matematik, ani nematematik, tieto tvary
vnimat, nemohli byt predmetom jeho sktsenosti. Aj keby ich nadhod-
ne zazrel, nemohol si to uvedomit. Na matematike je podstatna jej
schopnost vytvorit reprezentacny ndstroj, ktory potom mozno aplikovat'.
Schopnost’ vytvorit néstroj, ktory umoznuje vznik nového druhu sku-
senosti, je tym, ¢o mozno nazvat skisenostnym rozmerom matemati-
ky. Analytické krivky a fraktaly lezali za horizontom prirodzenej sku-
senosti. Nie ze by v nas obklopujticom svete neexistovali objekty ma-
juce tvar analytickych ¢i fraktalnych kriviek, ale bez prislusného re-
prezenta¢ného néstroja nie sme schopni ich ako také vnimat. Matema-
tika nds tym, Ze vytvori novy reprezenta¢ny nastroj, otvori skisenosti
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s tymito objektmi. Matematika nevytvorila Ziadny novy fakt (tie fakty
pred nami uz lezali), ale prelomenim horizontu otvorila k nim pri-
stup.

b. reprezentacné nastroje a opis pohybu

Podobne ako pri vnimani tvaru (¢i uz tvaru objektov alebo tvaru
trajektorif), matematika zohrala zasadnt tlohu aj pri konceptualizacii
posobenia a zrode dynamického opisu pohybu. Nasledujaci graf zna-
zorfiuje vztahy medzi pojatiami pohybu u Aristotela, Galilea, Descar-
ta a Newtona.

Aristoteles

Galileo

Descartes \

Aristoteles a Galileo sa usiluja o geometrickd teériu, ktora opisuje po-
hyb ako zmenu polohy v priestore (prvy riadok), kym Descartes
a Newton buduju dynamickd teériu zalozend na opise pdsobenia
(druhy riadok). Pritom Aristotelova ako aj Descartova tedria je formu-
lovana verbalne (prvy stipec), kym Galileova a Newtonova tedria je
formulovana pomocou matematiky (druhy stipec).

Podla Aristotela je (miestny) pohyb premiestnenim sa telesa z jed-
ného miesta na druhé. Pohyb je uréeny dvoma miestami. Jednak je to
vychodisko pohybu, t. j. miesto, kde sa teleso nachadza predtym, ako
sa zacne pohybovat, a jednak ciel pohybu, t. j. miesto, kam svojim
pohybom smeruje. Pohyb kon¢i, ked’ teleso dosiahne svoj ciel. Toto
pojatie pohybu mozno oznacit ako tedriu geometrického prechodu. Jej
zakladom je geometria univerza v podobe Aristotelovej tedrie priro-
dzenych miest a pohyb je konceptualizovany ako prechod z jedného
miesta na iné. Ako zdkladny priklad takéhoto pohybu mozno uviest
pohyb tazkych predmetov, ktoré sa pohybujt priamociaro na svoje
prirodzené miesto dole. Galileo vloZzil medzi pociatoény a koncovy bod

Newton
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pohybu trajektériu, pri¢om pohyb opisuje ako spojity proces precha-
dzania telesa po tejto trajektorii. K opisu pohybu tak patri nielen to,
odkial a kam sa teleso pohybuje, ale aj urcenie toho, po akej trajektérii
sa pohybuje a akym sposobom po svojej trajektérii prechadza. Tak pri
volnom pade Galileo doplnil Aristotelov poznatok, Ze tazké teleso pa-
da priamociaro dole (t. j. po tsecke smerujtcej k stredu Zeme), o zdkon
opisujuci, ako tito drahu prechddza - prejdend draha je imernd stvor-
cu casu. Podobne, pri $ikmom vrhu ma draha tvar paraboly, pricom
pohyb prebieha tak, Ze jeho horizontdlna zlozka ma konstantnt rych-
lost. Galileo tym pohyb premenil na geometrické plynutie, na spojité
premiestiiovanie sa telesa po trajektorii podla presného zédkona urcuji-
ceho to, v ktorom okamihu sa kde na trajektoérii nachadza.

Pri opise prechodu od Aristotelovej tedrie ku Galileovej tedrii sa
pontka paralela s prechodom od syntetickej geometrie k analytickej.
Ako sme uviedli vyssie, Aristoteles konceptualizuje pohyb prostried-
kami syntetickej geometrie. Prechod ku Galileovej koncepcii mozno
vylozit ako nahradenie rdmca syntetickej geometrie rimcom geomet-
rie analytickej, ked’ Galileo medzi pociato¢ny a koncovy bod aristote-
lovského pohybu polozil krivku. Preto aspoii ¢ast Galileovho prinosu
k porozumeniu pohybu mozno pripisat na vrub nového néstroja iko-
nickej reprezentacie - analytickej geometrii.

Descartes opisuje pohyb dynamicky ako interakciu. Na rozdiel od
Aristotela a Galilea, ktori dokazali opisat iba pohyb jediného izolova-
ného telesa, Descartes opisuje vzajomné posobenie telies. Paradigma-
tickym modelom interakcie je prefiho zrdzka pohybujiaceho sa telesa
s telesom v kl'ude. Pri zrazke plati zdkon zachovania mnoZstva pohy-
bu a interakcia spociva v prechode urc¢itého mnozstva pohybu (¢i
hybnosti) z jedného telesa na druhé. Descartes tak pri opise pdsobenia
porovnava stav pred zrdzkou so stavom po zrazke a pomocou zdkona
zachovania dava tieto dva stavy do vzdjomného vztahu. Descartovu
koncepciu tak moZzno charakterizovat ako dynamicky prechod. Nie je to
prechod medzi miestami ako u Aristotela, ale prechod medzi stavmi,
prechod z pociatoéného do koncového stavu systému ako celku. New-
ton vklada medzi stav pred interakciou a stav po interakcii spojity
proces posobenia. D4 sa povedat, Ze s Descartovou teériou robi nieco
podobné tomu, ¢o Galileo spravil s Aristotelovou tedriou. Na miesto
prechodu medzi izolovanymi stavmi kladie spojité plynutie, ktoré
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opisuje pomocou diferencidlnej rovnice. Newtonovu koncepciu preto
mozno charakterizovat ako dynamické plynutie (detaily mozno najst
v statiach Kvasz 2002, 2004 a 2008).

Ked' prechod od Descartovej k Newtonovej koncepcii opisu poso-
benia analyzujeme z hladiska néstrojov symbolickej reprezentacie,
mozno v flom rozpoznat prechod od jazyka algebry k jazyku diferen-
cidlneho a integralneho poctu. Descartes opisuje pdsobenie pomocou
zékona zachovania mnoZzstva pohybu, ¢o je algebraicka rovnica. Ta
neumoziuje opisat spojity proces pdsobenia, umoziiuje iba porovna-
vat’ diskrétne stavy zodpovedajtce izolovanym okamihom v c¢ase. Az
ked” Newton presiel k diferencidlnemu a integralnemu po¢tu, mohol
na opis poésobenia pouzit namiesto algebraickej rovnice rovnicu dife-
rencidlnu, ¢o umoznilo namiesto izolovanych stavov poloZit spojity
proces. Vidime, Ze v pripade Galilea aj v pripade Newtona zohral
v rozvoji ich fyzikdlneho opisu pohybu rozhodujacu dlohu novy néa-
stroj ikonickej, resp. symbolickej reprezentacie. Tym nechcem popie-
rat empiricka a experimentalnu bazu ich vedeckého prinosu. Chcem
len zvyraznit tlohu reprezentacnych nastrojov matematiky, ktoré tito
sktisenostna bazu urobili vobec moznou.®

C. matematika a ludska skusenost’

Analytickd geometria ¢i diferencialny a integralny pocet nie st je-
dinym prikladom, kedy novy nastroj symbolickej ¢i ikonickej repre-
zentacie zdsadnym sposobom pretvoril celd sktsenost, celé vnimanie
skuto¢nosti. Naopak, zda sa, Zze kazdy reprezentacny nastroj priniesol
podobny zlom. Objav pojmu funkcie v rdmci diferencialneho a integ-
rélneho poctu bol rovnako konstitutivny pre vznik novovekej fyziky
ako analytickd geometria pre vznik novovekého vnimania tvaru. To,
Ze sa veli¢iny chapu ako funkcie inych veli¢in, je zdsadné pre celu

Je napadné, ako tato formulécia pripomina Kanta. To ukazuje, Ze Kant videl mnohé
stvislosti presne, ale celkovy obraz mu skreslilo jeho ztzené chapanie skisenosti
(viazané na zmyslovost) a dsilie vtesnat synteticky rozmer matematiky (ktory
spravne postrehol) do tohto tzkeho ramca. Ked' pojem skutsenosti rozsirime o sym-
bolicku skdsenost, umozni to zachranit vel'ka ¢ast Kantovej filozofie matematiky.
(Samozrejme, za tt cenu, Ze jeho argumenty proti metafyzike a teol6gii sa stant ne-
konkluzivnymi. Preto je otazne, ¢i by Kant takt korekciu akceptoval.)
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modernt fyziku a tplne cudzie celému antickému pohladu na svet.
Niet pochyb, Ze fyzika je skisenostnd veda, ale tato veda sa stala
moznou iba potom, ako matematika vytvorila pojem funkcie a dife-
rencialnej rovnice. Bez tychto pojmov by sme asi dodnes zili vo svete
aristotelovskej fyziky a s nasim okolim by sme mali iny sdbor skuse-
nosti. Tym, Ze matematika vytvara néstroje, ktoré umoznuju v spleti
dat rozpoznat pravidelnost (analyticka a fraktalna geometria) ¢i jem-
né rozliSenia (ako st prva a druhd derivacia), robi nas schopnymi
vnimat zmysluplnd informaciu tam, kde predoslé generacie vnimali
iba nezmyselny chaos. Sktsenostou asi nie je kazdé drédzdenie nervo-
vych zakonceni, ale len také, ktoré dospeje k uvedomeniu, teda kto-
rému vedomie dokaZze priradit zmysel. Prinos matematiky k skisenos-
ti je v tom, Ze vytvara nastroje na nachadzanie jemnych vzorov (pat-
terns) v tom, ¢o zakaSame. Z kantovského vykladu si matematika za-
chovéva syntetickost, schopnost’ naucit nds nie¢o nové. Straca vSak
apriérnost. Preto objektivnost a nevyhnutnost matematiky treba vy-
lozit inak nez pomocou apriérnosti.” Matematika je pozndvanim ob-
jektivneho sveta konstituovaného pomocou ndstrojov symbolickej a ikonickej
reprezentdcie.l0

3. Logicizmus vo svetle symbolickej skusenosti

V poslednej stvrtine 19. storocia doslo k zvlastnej zmene. Jeden
z néstrojov symbolickej reprezentacie, predikatovy pocet, bol stotoz-

Zdovodnenie objektivnosti, vSeobecnosti a nevyhnutnosti matematiky presahuje
ramec tejto state. Som v3ak presvedceny, Ze toto zdévodnenie mozno podat na baze
Husserlovej fenomenolégie. Treba vyloZit proces konstiticie jazyka matematiky, ku
ktorému doslo v rozmedzi od Thalesa po Euklida, podobne ako je v statiach Kvasz
(2000), (2001) a (2004) opisany proces konstitacie jazyka fyziky v rozmedzi od Gali-
lea po Newtona.

% Toto tvrdenie uz presahuje rdmec tejto state, ktorej cielom je len objasnit epistemo-

logicky aspekt matematiky. Objasnenie povahy objektov, o ktorych hovori matema-
tika, ako aj spdsobu ich konstitdcie pomocou reprezenta¢nych néstrojov musime
ponechat na pokracovanie tejto state. Tvrdenie sme uviedli preto, aby ¢itatel videl,
kam spejeme. Sémanticky aspekt matematiky vyloZzime realisticky. Budeme tvrdit,
Ze objekty, o ktorych hovori matematika, objektivne existuju podobne ako objekty,
o ktorych hovori fyzika, a teda to nie st subjektivne konstrukty. Ich existencia je
podobne ako v pripade fyziky instrumentalne konstituovana.
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neny s logikou. Na jednej strane bolo toto stotoznenie velkym prino-
som pre rozvoj matematiky, kde viedlo k zrodu novych disciplin, ako
sd tedria formalnych systémov ¢i teéria modelov, aj pre rozvoj filozo-
fie, kde sa na nom zaklada cast’ analytickej filozofie a filozofie jazyka.
StotoZnenie predikatového poctu s logikou svojim vyznamom nijako
nezaostava za podobnym stotoznenim - stotoZnenim redlneho prie-
storu s priestorom geometrickym, ku ktorému doslo v novoveku.
Z hladiska vedy takéto stotoznenia otvaraji nevidané moznosti roz-
voja. Z hladiska filozofie vsak zastieraju zasadny rozdiel medzi sku-
tocnostou a jej matematickym opisom.

Vo filozofii matematiky stotoznenie predikatového poctu s logikou
zastrelo skuto¢nost, ze predikatovy pocet je jednym z néstrojov sym-
bolickej reprezentacie, ktoré spolu konstituuji svet matematiky.
V désledku uvedeného stotoznenia predikatovy pocet prebral vyz-
nam, ktory tradi¢ne nélezal logike, a na predikatovy pocet sa zacalo
hl'adiet ako na niec¢o zasadnej$ieho nez bezné matematické teérie, na
niec¢o, ¢o mdze matematiku fundovat. Vznikla snaha redukovat spo-
¢iatku len aritmetiku, neskor aj celt matematiku, na tato jej ¢ast. Keby
to nebola formélna logika, ale , prirodzena logika”, bol by logicizmus
nesporne pozoruhodnym programom. Zastancovia logicizmu si vak
neuvedomili, Ze v dosledku stotoznenia predikatového poctu s logi-
kou matematiku neredukujt na logiku, ale na kalkul (ktory s logikou
stotoznili), teda vlastne na matematiku. Ked predikéatovy pocet polo-
Zime vedla ostatnych nastrojov symbolickej reprezentacie, zistime, Ze
jeho objav zapadd do celkového trendu vyvinu matematiky. Predi-
katovy pocet nie je ni¢im vynimoény a logicizmus je tak redukcia ma-
tematiky na matematiku. Logicisticky program redukcie aritmetiky na
logiku sa v dosledku formalizacie logiky stdva vnutromatematickym
problémom redukcie jednej matematickej discipliny na ind, rovnako
matematickt disciplinu - axiomaticky budovant logiku.

a. logicizmus a jeho pribuzni

Prehl'ad nastrojov symbolickej reprezentacie ukazuje paralelnost
logicizmu s radom podobnych redukcionistickych projektov v minu-
losti. Na prvom mieste je , aritmeticizmus”, ako mozno nazvat pytago-
rejské presvedcenie, Ze pomocou ¢isel a ich pomerov mozno opisat
vsetko od astronémie az po hudobntt harméniu. Podl'a Aristotela ,py-
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tagorejci st toho ndzoru, Ze &islo je pociatkom siicna aj ako ldtka, aj ako jeho
vlastnosti a stavy” (Metafyzika 1,5,985b; Aristoteles 1972, 252). Dalsou
paralelou logicizmu je ,algebraicizmus”, ako mozno nazvat Vietovo
presvedcenie, ktorym uzatvéra In artem analyticam isagoge, Ze pomo-
cou analytickej metédy (formalizmus jeho algebry) bude mozné vyrie-
Sit vietky matematické problémy. Viete piSe:
Nakoniec, analytické umenie, ktorému sme dali trojakd formu zetetiky,
poristiky a exegetiky si oprdvnene prisvojuje problém vsetkych problé-
mov, ktory znie: NENECHAT ZIADNY PROBLEM NEVYRIESENY.
(Viete 1591, 353)

Vietov vyrok vyjadruje presvedcenie, Ze celd matematiku moZzno re-
dukovat na algebraicky kalkul - v plnej analégii s tym, ako chce Frege
redukovat aritmetiku na svoj (logicky) kalkul. Daldou paralelou logi-
cizmu je ,analyticizmus”, ako mozno nazvat Laplacove presvedcenie,
ktoré vyjadril v tvode Filozofickej eseje o pravdepodobnosti:

Predstavme si Inteligenciu, ktord by v ur¢itom okamihu ¢asu poznala
vsetky sily posobiace v prirode a polohy vsetkych castic, z ktorych pozos-
tava svet; predpokladajme d'alej, Ze tato Inteligencia by bola schopna po-
drobit vsetky tieto data matematickej analyze. ... Potom by ni¢ neostalo
neurdité pre tato Inteligenciu. Minulost a budtcnost by bola odkryta jej
oc¢iam. (Laplace 1820, 4)

Laplace tu vyjadruje presvedcenie, ze urcity kalkul je schopny vyriesit
vsetky problémy. Keby tato Inteligenciu zaujimala napriklad otdzka
uplnosti aritmetiky, vypocitala by stav sveta do roku 1931 a z poloh
skvin tlaciarenskej farby na listoch ¢asopisu Monatshefte fiir Mathema-
tik und Physik by si precitala Godelov dokaz. Znalost matematickej
analyzy, podobne ako u Vieta znalost analytickej metédy, otvara bra-
nu poznania vsetkého. Do tejto rodiny patri aj , logicizmus”, podla kto-
rého mozno pomocou predikatového poctu definovat vsetky pojmy
aritmetiky a odvodit vSetky jej zdkladné tvrdenia. Poslednym v tomto
rade je ,algoritmicizmus”, ako mozno nazvat presvedcenie, ze Turin-
gov stroj vie simulovat I'udské myslenie. V znamej ucebnici tedrie re-
kurzie Odifreddi najprv uvedie tézu Al (Artificial Intelligence) , Men-
talne funkcie mozu byt simulované strojmi”, aby ju komentoval:

Vsetka praca v oblasti umelej inteligencie (rozpoznavanie obrazcov, rep-
rodukcia redi, rieSenie problémov, strojové dokazovanie viet, hranie hier,
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ucenie sa a porozumenie) vytvéraja induktivnu evidenciu v prospech tézy
AL (Odifreddi 1989, 117)

Z tohto nacrtu vidno, ze vzdy, ked’ sa vytvoril novy nastroj symbo-
lickej reprezentécie, jeho tvorcovia podlahli o¢areniu moZnostami,
ktoré sa matematike otvorili. A treba priznat, Ze opravnene. Kazdy
novy ndstroj zdsadnym spdsobom rozsiril expresivnu i logickd silu ja-
zyka matematiky, a tak umoZznil vyriesit rad problémov, ktoré boli
pre predoslé generacie neriesitelné. Rozhodne neslo o mali¢kosti. Me-
tédy matematickej analyzy, ktoré tvoria jadro Laplacovho programu,
umoznili zrod fyziky, ktord pise diferencidlne rovnice (Lagrangeovu,
Maxwellovu, Schrodingerovu) a pomocou nich poéita ¢asovy vyvoj
fyzikdlnych systémov. Podobne Turingov stroj je teoretickym zédkla-
dom pocitacov a je tak v pozadi zmien, ktoré premenili celd moderna
spolo¢nost. Preto nadeje vkladané do novych néstrojov symbolickej
a ikonickej reprezentacie st pochopitelné. Ich tvorcom sa skuto¢ne
mohlo zdat, Ze vytvorili néstroj, ktory dokéze vyriesit vSetko. Z tohto
hl'adiska moZno chapat logicizmus v paralele s aritmeticizmom, al-
gebraicizmom, analyticizmom ¢i algoritmicizmom ako zaujimavy vniit-
romatematicky projekt: redukovat spociatku jednu matematickd teériu -
aritmetiku, a neskor celt matematiku, na ind, rovnako matematicka
teériu - logiku. Ako v pripade ostatnych projektov spojenych so vzni-
kom novych reprezenta¢nych néstrojov, aj logicizmus zasadnym spo-
sobom obohatil matematiku o cely rad pojmov, viet a tedrif a funda-
mentalne zmenil matematiku.

Rovnako ako bolo prirodzené pociato¢né ocarenie novym néstro-
jom, dalo sa oc¢akavat, Ze po ¢ase sa vynoria problémy, na ktoré dany
nastroj nepostacuje. Aritmetika narazila na nesimeratelnost, algebra
narazila na neriesitelnost rovnic piateho stupiia, analyza narazila na ne-
integrovatelnost diferencidlnych rovnic pomocou kvadratar a logika
narazila na neiplnost aritmetiky. Takze osud logicizmu, ¢o sa tyka je-
ho pociatocnej plauzibilnosti ¢i jeho vyustenia, sa neodliSuje od osudu
ostatnych programov. Mozno povedat, Ze projekt logicizmu, ak od-
hliadneme od neprijemnosti spojenych s Russellovym paradoxom,
postihol rovnaky osud ako podobné projekty v minulosti. Usilovat sa
preto o zachranu Fregeho projektu nejakou formou neologicizmu ¢i
usilovat sa o oZzivenie ostatnych projektov pomocou nejakych neopy-
tagoreizmov, neoalgebraizmov ¢i neoanalyticizmov, je asi zbyto¢né.
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Matematika doteraz prekonala medze kazdého ndstroja symbolickej
reprezentacie a niet dovodu, aby to bolo v pripade logicizmu inak.
Z vniitromatematického hladiska moze neologicizmus viest k zaujima-
vym vysledkom. To je vsak iny problém, ktory s filozofiou matemati-
ky vel'mi nestvisi.

b. logicizmus a filozofia matematiky

Stcasna diskusia o povahe matematiky je zastretd tym, Ze nastroj
symbolickej reprezentdcie vytvoreny Fregem, Peanom, Russellom,
Hilbertom a Ackermannom bol vytaty z matematiky a stotoZneny
s logikou. Na logiku, t. j. filozofickt disciplinu, ktora sa zaobera roz-
nymi aspektmi spravneho myslenia a argumentacie, sa zacalo nazerat
optikou urcitého formélneho kalkulu. To, Ze sa jeden konkrétny kal-
kul presunul do logiky bez toho, aby sa priznalo, Ze ide o matematic-
ky nastroj, zasadne skresluje vnimanie vzdjomného vztahu matema-
tiky a logiky. Predikdtovy pocet bol vynaty z historickej postupnosti
reprezentac¢nych néstrojov, kde bol jednym z mnohych a bol mu pre-
pozicany status ¢ohosi zdsadnejsieho, neZ je nejakd symbolicka repre-
zentacia. To skresluje pohlad na ostatné reprezenta¢né nastroje, kto-
rych diskusia sa z filozofie matematiky vytratila.

Z filozofického hladiska, z hladiska iisilia porozumiet povahe matema-
tickyjch objektov a povahe matematického poznania, je logicizmus omylom.
Ked' zvolime jednu matematickt teériu a celd matematiku redukuje-
me na tato tedriu, nijako tym neobjasnime povahu matematického
poznania. Aj keby sa redukcia celej matematiky na matematickd logi-
ku podarila, z filozofického hladiska je to malo pou¢né. Ved' aky filo-
zoficky vyznam ma fakt, Ze sa podarilo urcitd matematicka disciplinu
previest na ind? Mali by sme situaciu, aka nastala v antike, ked’ Euk-
lides celtt matematiku redukoval na geometriu. Takato redukcia je
z matematického hladiska bezpochyby vyznamnym vydobytkom, ale
z filozofického hladiska neumoznuje hlbSie porozumiet matematike.
Jednak preto, Ze takato redukcia je vzdy iba docasnd. Euklidovu re-
dukciu rozbila algebra, Fregeho redukciu teéria algoritmov. Je tu v8ak
jeden rozdiel. Kym Euklidova redukcia dominovala hlavnému pradu
matematiky vyse dvetisic rokov, Fregeho logicizmus ostal v matema-
tike marginalny a hlasili sa k nemu skor filozofi. Porovnanie Fregeho
s Euklidom je v8ak pouc¢né. Spektakularny tspech Euklidovej reduk-
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cie mal tienistd strdnku v tom, Ze vytesnil kalkulativnu strdnku ma-
tematiky (t. j. nastroje symbolickej reprezentacie), v doésledku ¢oho an-
tickd matematika postupne ustrnula. Novy rozkvet matematiky nastal
az vtedy, ked Arabi obnovili kalkulativnu stranku matematiky vyna-
lezom algebry. Preto je otdzne, ¢i redukcia tohto typu je vobec Zelatel-
nd. Je otdzne, ¢i je dobré chciet matematiku redukovat na jediny na-
stroj reprezentécie (¢i uz ikonickej ako Euklides, alebo symbolickej
ako Frege). Nazor, ze matematika je svojou povahou bipolirna, teda ze
ma ako symbolicky, tak aj ikonicky pdl je asi k pravde blizsie nez re-
dukcionistické pokusy. Snaha redukovat ju na jeden z tychto pélov je
znasilnenim matematiky a ako takd musi skor ¢i neskor stroskotat.
Okrem toho je otdzne, ¢o redukcia matematiky na matematiku moze
povedat o predmete matematiky. Husserlom in$pirovany pohlad za-
lozeny na konfrontécii instrumentéalneho poznania s poznanim nado-
budnutym v rdmci zitého sveta umoziiuje ziskat horizont, na ktorom
sa da otazka o povahe matematického poznania zmysluplne diskuto-
vat. Ked naopak celtd matematiku vylozime na baze jediného repre-
zenta¢ného nastroja, vedie to kignorovaniu disciplin, ktoré patria
k opa¢nému pélu ako néstroj, ktorého pomocou matematiku vykla-
dame. Navyse povaha napétia medzi ikonickym a symbolickym pé-
lom ostava pri redukcionistickych pristupoch zastreta.

c. logicizmus a filozofia vedy

Ked porovname pojatie fyziky u Galilea, Descarta a Newtona, zis-
time, Ze tieto tri zdkladné koncepcie fyziky sa liia predovsetkym
v matematickom rdmci, na ktorom zakladaja konceptualne uchopenie
pohybu. Galileo stavil na geometriu. To mu sice umoznilo opisat po-
hyb jednoduchych systémov ako vol'ny pad, sikmy vrh, pohyb kyvadla
¢i pohyb po naklonenej rovine. Napriklad, pri volnom péade ukazal, Ze
drahy prejdené za jednotlivé sekundy st v pomeroch 1, 3, 5, 7. Galileovi
vsak jeho matematicky jazyk neumoziioval opisat vzdjomné posobenie
telies. Ked' sa pozrieme na priklady, ktorymi Galileo prispel k rozvoju
fyziky, vidime, Ze vietko st to pohyby jediného izolovaného telesa. Ci
uZ zoberieme zdkon volného padu, zakon sikmého vrhu alebo zdkon
izochrénnosti kyvadla, vSetko st to zdkony opisujice pohyb jedného te-
lesa. A nie je tazké nahliadnut, Ze je to prave jazyk geometrie, ktory
svojou konkrétnostou vedie k tomuto obmedzeniu.
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Descartes prispel k rozvoju fyziky troma zdsadnymi inovaciami.
Ako prvé treba spomentt to, zZe zaviedol pojem pohybového stavu.
V nadvidznosti na to vytvoril v dejinach fyziky prvu tedriu interakcie.
Descartes opisoval interakcie pomocou zdkona zachovania, teda po-
mocou algebraickej rovnice. Samozrejme, dnes vieme, Ze tato koncep-
cia je pri opise interakcii obmedzend. To vSak nesmie zastriet skuto¢-
nost, Ze v protiklade ku Galileovej kinematickej teérii bola Descartova
teéria prvou dynamickou tedriou a Ze Newton rozpracoval svoju kon-
cepciu ako reakciu na Descartovo pojatie. Ako treti Descartov prinos
treba spomenut zavedenie univerzdlneho zdkona. Kym vsetky zdko-
ny objavené Galileom boli partikularne zédkony, teda zakony opisuju-
ce jediny jav, Descartov zakon zachovania mnoZzstva pohybu bol pr-
vym univerzalnym prirodnym zdkonom. A opét je zrejma suvislost
Descartovych inovécii vo fyzike a matematického rdmca, do ktorého
boli jeho inovéacie zasadené. Bol to jazyk algebry, ktory umoznil Des-
cartovi zasadny pokrok oproti Galileovi. Stav definuje Descartes ako
sucin vel'kosti a rychlosti, teda ako algebraickii veli¢inu. Zakon zacho-
vania mnoZstva pohybu, ktory je na jednej strane prvym univerzal-
nym zakonom v dejinich fyziky a tvori aj zdklad Descartovho opisu
interakcie, je algebraickou rovnicou. Teda je to skutocne jazyk algebry,
na ktorom st postavené hlavné Descartove inovacie vo fyzike.

Aj ked' sa pojem stavu, popis interakcie a univerzalne zédkony stali
od Descartovych ¢ias trvalou sticastou fyziky, neznamena to, ze Des-
cartova definicia stavu, jeho opis interakcie a formuldcia univerzalne-
ho zékona ostali platné. Kartezianska fyzika ma rad nedostatkov, kto-
ré viedli Newtona k zmene takmer kazdého jej pojmu. Ako prvu si
Newton uvedomil pomylenost' Descartovho skaldrneho pojmu mnoz-
stva pohybu a nahradil ho vektorovym pojmom hybnosti. Pri opise
interakcie nahradil algebraickt rovnicu (zdkon zachovania) rovnicou
diferencidlnou (pohybovym zakonom). A od Newtonovych ¢ias majt
zakladné zakony fyziky spravidla (aj ked’ nie vylu¢ne) podobu dife-
rencidlnych rovnic. AZ v tejto zmenenej podobe sa Newtonovi podari-
lo vytvorit fungujicu teériu pohybu. A opét nie je tazké nahliadnut,
ze Newtonov zasadny pokrok oproti Descartovi bol umozneny mate-
matickym jazykom. Namiesto algebry, na ktorej budoval svoju fyziku
Descartes, polozil Newton diferencidlny a integralny pocet. Newtonov
zakon pohybu bol jednou z prvych diferencialnych rovnic v dejinach.
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V tomto vypoéte by sa dalo pokracovat ana dalsich zlomoch
v dejinach fyziky ilustrovat tlohu, ktord v nich hral jazyk matema-
tiky. Matematika tym, Ze pomocou néstrojov symbolickej a ikonickej
reprezentdcie otvara pristup k novym oblastiam foriem a regularit,
otvara nové moznosti pre fyziku. Filozofia vedy logickych pozitivis-
tov je k vyssie uvedenym rozdielom slepa. Tym, Ze matematiku
chépe v duchu logicistického programu ako stubor analytickych tvr-
deni, nevenuje jej pozornost, ved vsetko, ¢o mdze matematika pri-
niest, je obsiahnuté v logike. Namiesto trojice (logika, matematika,
skiisenost) sa moderna vedu usiluje uchopit v ramci dvojice (logika,
empiria). Ignoruje tak matematiku a jej tlohu vo fyzikalnom poznani.
Logicki pozitivisti samozrejme vedia, Ze vo vedeckych tedriach sa
pouziva matematicky aparat. Kedze boli presvedéeni, Ze matemati-
ku mozno redukovat na logiku, zo svojich avah vypustili matemati-
ku a otdzku zddévodnenia vedeckych tedrii sa usilovali vylozit ako
spojenie logiky a sktsenosti. Preto sa logicky pozitivizmus oznacuje
aj ako logicky empirizmus.

Zd4a sa vsak, ze matematicky jazyk vstupuje do vedeckych tedrii
inak nez len svojou logickou stavbou. Matematika vstupuje do fyzi-
ky expresivnou a integrativnou silou svojich reprezenta¢nych na-
strojov, pri¢om na pozadi takto fungujliceho matematického ramca
fyzika konstituuje svoju sktsenost. Pozitivizmus nechdpe povahu
fyzikalnej sktasenosti, nechape rozdiely vo vnimani pohybu na po-
zadi rdmca syntetickej geometrie (Aristotelova tedria) a analytickej
geometrie (Galileova teéria). Preto je pochopitelné, Ze jeho pokusy
vysvetlit fyzikalne poznanie pomocou indukcie neboli tispesné. Asi
neexistuje logickd procedura, ktord by na zaklade empirickej sktse-
nosti umoznila zddvodnit vedecké zakony (vo forme indukcie, kon-
firmacie ¢i koroboracie) jednoducho preto, lebo rdmcom, v ktorom
indukcia, konfirmacia alebo koroboracia vo vede redlne prebiehajd,
je matematicky, a nie logicky ramec. Na pozadi toho, ¢o sme o galileov-
skej, kartezidnskej a newtonovskej fyzike povedali, ¢itatela asi ne-
prekvapi, ked budeme tvrdit, Ze indukcia, konfirmacia ¢i korobora-
cia prebiehaji v rdimci kazdom z tychto troch pojati fyziky odlisne.
Tieto odlisnosti st dané matematickym ramcom, na ktorom sa pri-
slusné tedrie vybudované. (O indukcii v Newtonovej fyzike pozri
Kvasz 2004a, pozn. 5.)



176 Ladislav Kvasz

Logicki pozitivisti tieto rozdiely ignorujt a problém indukcie, kon-
firméacie ¢i koroborécie formuluja v rdmci galileovskej fyziky.'' Fungo-
vanie indukcie, konfirmacie ¢i koroboracie vSak nemoézu vysvetlit.
Ked' chct zdovodnit univerzélne zdkony, neuvedomuju si, ze ide
o prvky kartezidnskej a newtonovskej fyziky, ktoré v ramci galileov-
skej fyziky neexistovali. Galileo nemal univerzalne zdkony, do ramca
jeho fyziky takéto zdkony nepatria a nemozno ich preto v rdmci nej
ani zdovodnit. Descartes a Newton boli prave preto, aby mohli priro-
du opisat pomocou univerzédlnych zakonov, ndteni opustit geomet-
ricky ramec svojho predchodcu a prejst k inému ramcu. Ked'ze si po-
zitivisti neuvedomujua existenciu prislusnych rdmcov, neuvedomujt si
ani rozdiely medzi prislusnymi koncepciami fyziky. Popper tvrdi, ze
indukcia je mytus. Rovnako je vSak mytické aj tvrdenie, Ze indukcia je
mytus. Celd pozitivistickd tedria vedy je mytickd, lebo ignoruje jazy-
kovy ramec, v ktorom sa veda rozvija. Vyklad matematiky je preto do-
lezity nielen pre filozofiu matematiky. Nespravny vyklad matematiky
ma vazne dosledky aj pre filozofiu vedy a epistemolégiu.

4, Teoria algoritmov ako novy nastroj symbolickej
reprezentacie

Schéma vyvinu nastrojov symbolickej a ikonickej reprezentacie
uvedena v tejto stati sa 1i5i od schémy uvedenej v knihe Patterns of
change (s. 86) tym, ze pribudol novy nastroj reprezentacie - Tedria algo-
ritmov. Tymto ndzvom oznacujem néstroj, ktory sa zrodil v tridsiatych
rokoch minulého storocia v mnozstve variantov od tedrie rekurzivnych
funkcii cez Turingove stroje az po normdlne algoritmy. Ako prva sa zrodi-
la tedria rekurzivnych funkcii, ktoré zaviedol Godel pri dokaze net-
plnosti aritmetiky. V dejindch matematiky je ¢astym javom to, Ze urci-
ty prelomovy vysledok je dosiahnuty nielen vd'aka genialite jeho au-
tora, ale nezanedbatelnd zdsluhu na novom vysledku ma aj urcita ja-

" Oni vlastne nehovoria o Galileovi, ale o babylonskej vede, pretoze babylonské veda

je veda, v ktorej matematika nehrala Ziadnu rolu. Preto mozno tvrdit, Ze pozitiviz-
mus je rekonstrukciou babylonskej vedy, ktora robila to, ¢o pozitivisti chcii: hl'adala
regularity v empirickych détach. Babylonska veda je z pozitivistického hl'adiska tou
pravou. Od galileovskej ¢i newtonovskej fyziky sa 1i$i tym, Ze nema matematicky
ramec.



Matematika a skusenost’ 177

zykova inovdcia. Tak Cardanovo rieSenie rovnice tretieho stupma st-
visi so zavedenim neznamej do jazyka matematiky, podobne ako Des-
cartovo vyrieSenie Pappovho problému stvisi so zavedenim stradni-
covej ststavy. Preto je prirodzené predpokladat, Ze za Godelovym
vysledkom sa okrem geniality skryva aj inovécia jazyka. Poktsim sa
zdovodnit tézu, Ze objav tedrie rekurzie je rovnakého druhu ako objav
nezndmej (pri vzniku algebry) ¢i objav funkcie (spojeny so vznikom di-
ferencidlneho a integralneho poctu).

a. vzt'ah teorie rekurzie k predoslym jazykom

Ako prvy argument v prospech nasej tézy mozno uviest to, Ze po-
jem rekurzivnej funkcie vznika rovnakym spdsobom ako ostatné sym-
bolické nastroje - teda tak, ze nekonecny siibor objektov vytvorenych
pomocou starého reprezenta¢ného néstroja sa uchopi ako jediny objekt
nového ndstroja. Asi najcistej$i priklad ilustrujtci tento typ prechodu
poskytuje analytickd geometria, kde sa na analytickti krivku mozZeme
pozerat ako na nekone¢ny stubor izolovanych bodov, z ktorych kazdy
sdm osebe je skonstruovany pomocou euklidovskej konstrukcie, t. j.
pomocou predchddzajiceho reprezentacného nastroja. Analyticka
geometria akoby tento nekoneény subor konstrukcii ,uskutoénila”
v jedinom kroku, a tym vytvorila novd krivku. Uchopenie nekonec¢-
ného poctu aktov predoslého nastroja ako jediného objektu nového
néstroja je typické aj pre nastroje symbolickej reprezentécie.

V algebre polyném x2 + 4x + 2 vlastne uchopuje nekonecny siibor
aritmetickych termov typul+4 +2;4+ 8 +2;9 +12 + 2; ... ako jediny
objekt. Samozrejme, z pohladu konkrétnych ¢isel tu nepribudlo ni¢
nové, ¢o by sa v ramci aritmetiky (predoslého nastroja symbolickej
reprezentdcie) nedalo vyjadrit. To nové, o dava jazyku algebry lo-
gickt a expresivnu prevahu nad jazykom aritmetiky, je zhrnutie ne-
kone¢ného poctu aritmetickych termov do jedného vyrazu. Umoz-
nuje to explicitne vyjadrit vSeobecnost. Algebra priniesla neskor aj
nové vyrazové prostriedky ako napriklad n-tG odmocninu a kom-
plexné ¢isla, ale spociatku sa kupcom pouzivajiicim novu algebru
mohlo zdat, Ze algebra je len akousi vys$ou aritmetikou - ved je za-
loZzend na Styroch poctovych tkonoch. Podobny nazor zastaval aj
Newton, ked svoju knihu o algebre nazval Arithmetica Universalis
(Newton 1707).
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Podobne je to v matematickej analijze, ked’ z polynomickej formy x2
+ 4x + 2 vznikne funkcia y = x2 + 4x + 2, rozdiel je tu opéat v tom, Ze
kym algebraicky polyném uchopuje kazdy jeden z termov 1 + 4 + 2; 4
+8 + 2,9+ 12 + 2; ... schematicky, teda nerozlisene (t. j. tym, ze forma
moze oznacovat I'ubovolny z nich) a izolovane (t. j. jednotlivy term do-
staneme dosadenim do formy, ¢im strdcame ostatné termy zo zretela),
funkcia prindsa do hry nova kvalitu v podobe funkénej zavislosti.
Vseobecnost, ktort uchopuje funkcia, je na rozdiel od polynému
(chdpaného ako algebraicky vyraz) neschematickd. Funkcia uchopuje
svoje hodnoty rozlisene (preto moézeme hovorit o inverznej funkcii, na
rozdiel od formy, ku ktorej v dosledku nerozliSenosti jej hodnot ne-
mame ako uréit inverznu formu)'? a mneizolovane (preto mozeme
o funkcii hovorit, Ze je rastica, md minimum, je spojitd, ... lebo dana
hodnota je vzdy uchopena v jednote s ostatnymi). Matematici si v8ak
spociatku neuvedomovali novost univerza, ktoré spristupnil jazyk
analyzy - eSte Lagrange chcel zalozit analyzu na algebre.

Predikdtovy pocet umoznil definovat funkcie, ktoré st na réznych
intervaloch definované ré6znymi formulami. Samozrejme, matematici
uz dlhsiu dobu takéto funkcie pouzivali. Pred vznikom predikatového
poctu ich vsak nebolo mozné formalne zapisat, teda ich definicia ne-
bola termom jazyka matematiky. Ked Frege vytvoril novy ndstroj
symbolickej reprezentacie, stalo sa moznym vyjadrit funkcie pozlie-
pané z réznych termov priamo v jazyku.

Tedria rekurzie s pojmom rekurzivne definovanej funkcie opat
zdanlivo nepriniesla ni¢ prevratne nové. MoZnost definovat urciti
funkciu viac nez jednym vyrazom, teda vytvorit term zlozeny z roz-
nych vztahov, priniesol uz predikdtovy pocet. Preto Iubovolnu jed-
notliva hodnotu f(m) rekurzivne definovanej funkcie mézeme vyjadrit
formulou predikatového poctu ako konjunkciu kone¢ného poctu iden-
tit, ktoré vyjadruja jednotlivé kroky rekurzivneho vypoctu. To, Ze
kazdu jednotlivii hodnotu rekurzivnej funkcie mozno vyjadrit pro-
striedkami predikatového poctu, je vsak v stlade s algebrou, kde kaz-
da konkrétna hodnota polynému je aritmetickym vyrazom. A tieZ

12 . . o . o .
Ked' do algebry zavedieme pojem zobrazenia, ziskame moznost hovorit o inverznej

matici k danej matici. To je v8ak importovanie vydobytkov neskorsieho nastroja do
univerza konstituovaného skorsim néstrojom.
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v analytickej geometrii mozno kazdy bod krivky ziskat euklidovskou
konstrukciou. Podobne ako v algebre ¢i analytickej geometrii, aj v te6-
rii rekurzie vznikd expresivny presah jazyka az vtedy, ked' sa cely su-
bor aplikacii operacie rekurzie na vSetky hodnoty argumentu uchopi
ako jeden objekt. Vidime teda, Ze tedria rekurzie vznika aplne rovna-
ko ako ostatné néstroje symbolickej alebo ikonickej reprezentacie.’®

b. Godelove vety ako typicky negativny vysledok

Druhym argumentom v prospech tézy, Ze tedria rekurzie je novy
nastroj symbolickej reprezentécie, je skutocnost, Ze hlavny vysledok,
ktory sa sjej pomocou ziskal, je analogicky s vysledkami, ktoré pri-
niesli predo$lé nastroje. Jednou z typickych ¢ft kazdého nového re-
prezenta¢ného nastroja je to, Ze umoznuje explicitne vyjadrit logické
medze predo$lého néstroja, ktoré boli prostriedkami predoslého na-
stroja nevyjadritelné. A Godelove vety o netplnosti sa vysledkom
tohto druhu. Ukazujd, Ze urcita formula nie je pomocou urcitého na-
stroja symbolickej reprezentdcie odvoditelnd. Godelove vety tak za-
padaja do série podobnych vysledkov pre ostatné reprezenta¢né na-
stroje (pozri Kvasz 2008).

5. Zaver

Z doterajsieho vykladu sa zd4, Ze Benacerrafova dilema je dosled-
kom ignorovania schopnosti matematiky prelomit medze kazdého
vopred daného rdmca. Ked' matematické poznanie ,trivializujeme”
tym, Ze ho uzavrieme do nemenného ramca logiky (nazerania, intuicie
alebo niec¢oho iného), stracame kontakt s dynamickym jadrom mate-
matiky, ktoré postihol Cantor, ked’ povedal, Ze podstatou matematiky
je sloboda. Tuto slobodu citime, ked ¢itame autorov ako Descartes,
Newton, Riemann ¢i Poincaré. Descartes nas vyslobodil z Euklidovho
sveta, ked’ ukazal, ze okrem niekolkych malo kriviek, ktoré poznala
antika, existuje nepreberné mnozstvo novych. Newton nas zbavil fa-

V pripade algebry mame pre novdu kvalitu, ktord takto vznika, nazov - véeobecnost.
Hovorime, Ze algebraickd formula, na rozdiel od jednotlivych aritmetickych ter-
mov, spoluvyjadruje vieobecnost. Zial, v pripade predikatového poctu ¢i tedrie rekur-
zie nemame pomenovanie pre novu kvalitu jazyka, ktora prinasaja.
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losného idealu strnulosti; falosného platénskeho sniibenia dokonalosti
s nemennostou, ktoré antike zabranilo porozumiet pohybu, ked’ uka-
zal, ze dynamicky systém (objekt opisany diferencidlnou rovnicou) je
matematicky objekt, ateda je dokonaly, anapriek tomu vyjadruje
zmenu. Riemann nas vyslobodil zo zovretia trojrozmerného priestoru,
ked' ukazal, ze nasa mysel dokaze preniknat za hranice trojrozmer-
nosti do priestorov vyssich dimenzii. Poincaré nas zbavil mylného sto-
toznenia vedeckého opisu s predikovatelnostou, ked objavil chaos
aukazal, Ze predstava hodinového stroja je neadekvatna predstave
prirodnych procesov.

V tomto zozname by bolo mozné pokracovat a menovat dalsie
zlomové udalosti vo vyvine matematiky. To vSak nie je nasim cielom.
Chceli sme iba poukézat' na skuto¢nost, ze ked' z vykladu matematiky
vynechame jej vybusna silu, ktorou rozvracia vsetky medze, do kto-
rych bolo udské myslenie v minulosti zovreté, matematiku ,skroti-
me” aako takd krotkd aneskodnd disciplinu ju mozeme uzavriet
tam, kam podla svojich filozofickych sklonov prave potrebujeme - do
rdmca apridrnej skisenosti, do sféry analytického poznania alebo
kamkolvek inam. Za , okyptenie” matematiky vsak platime cenu. Tou
cenou je dezintegracia matematického poznania, oddelenie jej episte-
mologického a sémantického aspektu. Iba nesptitand matematika, ma-
tematika bez obmedzeni kladenych na jej jazyk a met6édy, dokaze ne-
ustale nanovo prepajat oba pdly Benacerrafovej dilemy a vytvarat tak
krehkt dynamicki rovnovihu epistemologického a sémantického polu
matematiky. Kazdé takéto prepojenie je vSak iba prechodné. Matema-
tika nevyhnutne dospieva k poznaniu, ktoré rovnovahu epistemoldgie
a sémantiky rozbije - dospieva k objektom, pre ktoré chyba akékol'vek
sémantické zakotvenie (ako napriklad Cardanom objavené komplexné
Cisla alebo velké kardindly v stcasnej teérii mnozin), alebo k objektom,
pri ktorych zlyhédvaja vsetky dovtedajsie postupy (ako boli , patolo-
gické” funkcie objavené v matematickej analyze). Po kratkom case sa
tak rovnovédha epistemologického a ontologického pélu matematiky
rozpadne a je potrebny novy jazykovy ramec, aby bolo mozné naru-
Sent rovnovahu opéat obnovit. Toto obnovenie rovnovéahy vsak je iba
docasné.

Iba metédy nesputanej matematiky st dostato¢ne silné na to, aby
vzdy nanovo dosiahli az k skuto¢nosti (napriklad ked Gauss vytvoril
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sémantiku pre komplexné ¢isla) a aby vzdy nanovo vytvorili metédy
na poznévanie toho nového a ne¢akaného, na ¢o matematika narazila
(napriklad, ked Lebesgues, Hausdorff, Frechet a d'alsi vytvorili meto-
dy vhodné na skiimanie ,patologickych” funkcif). Predlozent stat
mozno pokladat za nacrt cesty k rieSeniu Benacerrafovej dilemy. Bude
potrebné vyuzit vsetky reprezenta¢né nastroje a predovsetkym ich
vzdjomnu previazanost, aby bolo mozné vystavat most, ktory prepoji
matematickd skuto¢nost s poznavajicim subjektom. NajdoleZitejsie je
vsak asi uvedomit si, Ze to rieSenie nebude statické, nebude mat po-
vahu definitivnej odpovede, ktora raz a navzdy ukaze, ako je v mate-
matike prepojeny jej epistemologicky a jej sémanticky pol. Odpove-
d'ou bude skor opis dynamickej rovnovéhy, ktora je krehka a ¢asom
sa rozpada, neustéle sa vSak vzdy znova a znova obnovuje. Kazdy ja-
zykovy ramec riesi problémy ramca predoslého a prindsa problémy
nove.
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