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VYVINOVE STADIA V DEJINACH ALGEBRY
Roman HRIC

DEVELOPMENTAL STAGES IN THE HISTORY OF ALGEBRA

The paper deals with one of the possible approaches to the development of
science proposed by J. Piaget and R. Garcia in [S]. The preliminary part of the
paper gives a brief characterization of essential ideas of this theory. This is then
illustrated in the next two parts concerned with problems of the beginning of
algebra and the development of the theory of solvability of algebraic equations.
In the final part a short discussion on some problems arising in this theory is
given,

Nasledujuce strany st venované jednému z moZnych pohladov na vyvin
vedy, ktory predkladaji autori monografie Psychogenéza a dejiny vedy sy
Jean Piaget a Rolando Garcia. Vzhl'adom na rozsah témy som sa obmedzil na
vePmi struént vieobecnt charakterizaciu tohto pristupu a jednu konkrétnu
ilustraciu na priklade vyvinu rie$enia algebraickych rovnic. V snahe o ¢o naj-
lepSiu Citatelnost’ textu som zredukoval mnoZstvo matematickej symboliky na
minimum a pokisil som sa zdoraznit’ len tie najpodstatnejSic momenty.

Vyznamny $vajciarsky psycholég Jean Piaget (1896-1980)* objavil v psy-
chogenéze diet'at’a niektoré fundamentalne mechanizmy, ktoré, ako sa neskor
ukazalo, sa uplatiiujli aj vo vyvine vedeckych teérii. Piaget zastava dosledne
kondtruktivistick poziciu; zhruba povedané, snaZi sa ndjst mechanizmy, ktoré,
vychadzajic z nevyhnutného minima, zabezpetia postupnii konstrukeiu pozna-
nia jedinca. Svoje zavery dokladd mnoZstvom psychologickych experimentov
uskutoénenych s detmi roznych vekovych kategorii.

V spominanej praci J. Piaget spolu s R. Garciom predkladaju novy, velmi
vicobecny mechanizmus intra, inter, trans, ktory bol objaveny najskor v psy-
chogenéze a neskor aj v dejinach vedy. V kratkosti spomefime, o o vlastne ide.

V dejinach vedy, obdobne ako v psychogenéze, mozeme vy&lenit isté vy-
vinové §tadi, pricom sa ukazuje, Ze tieto $tadia nenasleduju po sebe nahodne,
Pubovolne, ale Ze st usporiadané vo forme postupnosti, v ktorej sa konstrukcia
kazdého tadia stava moznou na zaklade predchadzajiceho a naopak, toto $ta-
dium umoZiiuje konstrukciu nasledujiceho. Ciel'om autorov je objasnit’ mecha-
nizmus prechodov medzi §tadiami na zéklade analégie vyvinu vedeckych teorii
a psychogenézy.
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Hlavnym prinosom préce je popis zakladnej Stadialnej triady intra, inter,
trans. Ukazuje sa, Ze tato triada je zna¢ne vSeobecnd a jej pochopenie uz
vlastne v sebe zahfna tieZ pochopenie hl'adaného prechodového mechanizmu
tejto triady. Pokisme sa stru¢ne vo vieobecnosti charakterizovat’ jednotlivé
stadia.

Intrastadium je typické snahou o pochopenie nejakého stiiboru objektov (¢o
moZzu byt stcasti domu, ale aj algebraické rovnice), pripadne ¢innosti preva-
dzanych s tymito objektami, pricom dané objekty alebo ¢innosti sa javia ako
navzajom izolované a nesivisiace. Pri analyze sa kazdy objekt skiima osobitne,
bez suvislosti s ostatnymi a pri narabani s nim sa od objektu k objektu
pouZivaji osobitné metoédy. Napriklad malé dieta skimajuce ,,dom* (dom je to
pre nas) si v§ima dvere, okno, komin atd’., pri¢om v okamihu, ked’ zameria
pozornost’ na dvere, ,,zabuda®, Ze existuje aj okno a komin.

V interStadiu sa postupuje d’alej; zisti sa, Ze ,,izolované* objekty st zviazané
suvislostami a zacinaju sa skiimat’ vzt'ahy a pripadné transformacie medzi
objektami. Diet’a si uvedomuje, Ze okno je vedl'a dveri a komin je na streche.

Nakoniec v, frans$tadiu dochadza ku konstrukcii a pochopeniu celkovej
Struktury, ktort vytvaraji objekty a ich vzt'ahy. Diet'a ,,pochopi® dom.

To, Co tu bolo stru¢ne ale nie celkom presne nacrtnuté, sa budem v dvoch
nasledujtcich Castiach snazit’ ilustrovat’ na vyvine algebry. PretoZe nebolo
mojou ambiciou korigovat’ historicku analyzu vyvoja rieSeni algebraickych
rovnic, ktor(i uvadzaju J. Piaget a R. Garcia (na baze diela J. Kleina), obmedzil
som sa len na drobné faktografické doplnenia a spresnenia. V prvych dvoch
¢astiach state obcas bez explicitného upozornenia volne citujem z kapitoly
Algebra uvadzaného diela [5].

1. POCIATKY ALGEBRY

Zacnime objasnenim stanoviska J. Piageta a R. Garciu k tomu, kedy vlastne
v dejindch matematiky moZeme hovorit’ o zaciatkoch algebry. Autori prijimaji
nazor, ktory sformuloval Jacob Klein vo svojej praci [2]. Napriek tomu, Ze ide
0, podl'a mojej mienky, v sii¢asnosti v§eobecne uznavany nézor, pokiisme sa ho
pribliZit’ aj so stru¢nym uvedenim hlavnej myslienky, ktora ho podporuje.

U niektorych historikov matematiky mézZeme vidiet’ snahu najst’ po¢iatok
algebry uz u Asyréanov, Babylon¢anov, Egyptanov pripadne o niefo neskor
v Alexandrijskej Skole. Najmi jej vrcholny predstavitel’ Diofantos (okolo roku
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250 n. 1.) byva ¢asto povazovany za prvého matematika, ktory sformuloval
aritmetické problémy v symbolickych terminoch a zaviedol ,,neur€ité hodnoty™
predstavované pismenami a nie ¢islami.

Pri tomto je potrebné sa na chvil'u pozastavit’. Je skuto¢ne pravda, Ze Dio-
fantos pouZiva rozne znaky a skratky na oznacenie neznamych v rovniciach.
Ak viak prijmeme stanovisko, podla ktorého o algebre moZeme hovorit' aZ od
chvile, ked’ symboly nadobtdaju svoje vlastné bytie ako ,,abstraktné entity®,
toto ete nesta¢i na to, aby sme hovorili o algebraickom symbolizme. V tejto
stavislosti hovori Jacob Klein: ,,Pismeno moze nahradit’ lubovol'né ¢islo, ale len
tam, kde je predpokladany vyskyt €isla; nesymbolizuje jeho hodnotu a nie je
pouzité ako také v operaciach.* Dalej Klein uvadza: ,, Takéto pismeno nikdy nie
je symbol v zmysle, Ze to, €o je oznatované symbolom, je samo osebe vseobec-
ny objekt.* .

Pokrok v symbolike sa dosiahol aZ o mnoho storo¢i neskér a je spojeny
s menom Francois Viete (1540-1603). Zacal pouZivat’ pismena namiesto &isel,
celovo a systematicky, nielen na ozna¢enie neznamej, ale ako vieobecné koe-
ficienty — pismeno preitho predstavuje ,,vieobecné Cislo®. Tento pohad mu
umoznil zaviest' nové objastiujlice rozliSenie medzi metodou narébania s Cisla-
mi (logistica numerosa) a metoédou narabania s druhmi alebo formami veci (lo-
gistica speciosa). Tym vlastne nakreslil deliacu ¢iaru medzi aritmetikou a alge-
brou v naom si¢asnom ponimani.

Autori, sledujiic postup Jacoba Kleina, analyzuji tento problém omnoho
detailnejsie, pre nase Ggely vSak bude uvedeny naért zrejme postacujici.

2. VYVIN ALGEBRY

Pri pokuse o analyzu vyvinu algebry sa hned’ vynéra problém, ktory savisi
s rozsiahlostou danej témy. Algebra je v sicasnosti Sirokou matematickou dis-
ciplinou, ktor4 je natolko prepletend a zviazand s d’alSimi matematickymi dis-
ciplinami, najmi s geometriou, topoldgiou a matematickou analyzou, Ze nie je
moZné precizne analyzovat jej vyvin bez toho, aby sme zahrnuli aj jej in-
terakcie s ostatnymi ¢astami matematiky. Ked uvazime tato skuto¢nost, je
zrejmé, Ze v rozsahu niekolkych stran pravdepodobne nie je moZné dosledne
spracovat danu tému, a teda na§ zaujem budeme niteni ohrani¢it’ do skromnej-
Sicho priestoru, ako by sa dalo ocakavat’ podl'a nazvu.



VYVINOVE STADIA V DEJINACH ALGEBRY 131

Budeme sa zaoberat’ len jednou vyvinovou liniou algebry, a to tedriou riese-
nia algebraickych rovnic (rieSenie algebraickych rovnic by sme v dne$nej ter-
minoldgii mohli vyjadrit’ ako hl'adanie korefiov polyndému p(x) v neurcitej x).
Pre tato vol'bu hovoria minimalne dva argumenty:

1. Historicky. Po¢nic Vietom az do polovice 19. storo¢ia algebra po-
zostavala len z pokusov o rieSenie algebraickych rovnic a tato snaha, ako d’alej
uvidime, vlastne viedla k vzniku algebraickych $truktir a k postupnému pro-
filovaniu sa algebry ako vedy o Struktirach, teda takej algebry, ako ju pozname
dnes. Preto, ak sme niteni obmedzit’ sa na jednu vyvinovi liniu, myslim si, Ze
by to mala byt’ prave teéria rieSenia algebraickych rovnic, pretoZe je pre d’alsi
vyvin algebry vo vel'kej miere podstatna, takpovediac ho v sebe nesie impli-
citne ,,zakodovany*.

2. Prakticky. Tato linia je dostato¢ne samostatna — mohli by sme povedat’,
Ze sa vyvijala sama v sebe — na to, aby sme mohli zanedbat’ interakcie s inymi
matematickymi disciplinami, ¢im sa zbavime uz spominaného problému.

Teraz prejdime k charakterizacii jednotlivych §tadii vo vyvine tedrie riese-
nia algebraickych rovnic.

2.1. Intraoperacionalne §tadium

Uz pred Vietom vedeli Hindovia riesit’ rovnice druhého stupria. Metddy na
rieSenie rovnic treticho a Stvrtého stupiia nasli v 16. storo¢i Tartaglia (vlastnym
menom Niccolo Fontana, 1499-1557), Geronimo Cardano (1501-1576) a jeho
ziak Lodovico Ferrari (1522-1565). AZ do polovice 18. storo¢ia potom uz
v algebre vlastne Ziadny pokrok nenastal.

Z hl'adiska toho, ¢o zaujima nas, je podstatny fakt, Ze v obdobi od Viéta aZ
do polovice 18. storo¢ia matematici zaobchadzali s kazdou skiimanou rovnicou
ako s oddelenym, izolovanym objektom, na ktory aplikovali zna¢ne individualne
metody. Vo veobecnosti méZeme povedat, Ze sa vlastne jednalo o metddu
pokusov a omylov.

2.2 Interoperacionalne $tadium

Az v druhej polovici 18. storocia sa za¢inaji hl'adat’ v§eobecnejsie metody
rieSenia rovnic. Po prvykrat bol formulovany v§eobecny problém existencie
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rieSenia, a to viedlo ku skumaniu transformacii rovnic, najma so zretel'om
na redukciu danej formy rovnice na formu riesitelnt.

Pri prechode od intraoperacionalneho Stadia k interoperacionalnemu je
kl'i¢ovou postavou Joseph Louis Lagrange (1736-1813). Lagrange si, namiesto
toho, aby uskuto¢iioval ,empirické® pokusy s roznymi rovnicami, poloZil
nasledujiucu otazku: Aka (Co) je povaha metdd rieSenia rovnic treticho
a §tvrtého stupiia a ¢o je dévod ich uspechu ? Objavil, Ze tieto Gispedné metody
spotivajl v zavedent istych funkcii redukujticich povodné rovnice, a to ho vied-
lo k hPadaniu vztahov medzi rieSenim pévodnych a rieSenim redukovanych
rovnic.

Dal§im, pre nas zaujimavym momentom, je to, Ze v d'alSom postupe La-
grange pouzil pojem permutécie, konkrétne permutécie premennych v istych
polynémoch viacerych premennych, ktoré vznikli pri transformacii rovnic. Ako
neskor uvidime, pojem permutécie povedie k teérii grap.

Na Lagrangeove my§lienky nadviazal Paolo Ruffini (1765-1822), ktory sa
na ich zaklade pokusil dokdzat’ nemoZnost’ vieobecného rie$enia rovnice piate-
ho stupiia v radikaloch (zjednodusene povedané, Ruffini sa snazil dokazat, Ze
pre rovnice piateho stupiia neexistuje vzorec pouZivajuci len operacie +,-,.,:
a odmocniny). Dokaz sa mu sice nepodarilo dokon¢it, napriek tomu je jeho

_dielo velmi cenné pojmovym rdmcom, ktory vytvoril a ktory je uz vel'mi blizky
Galoisovmu.

Ruffini definoval permutacie premennych v danej funkcii a klasifikoval ich
podla druhov. Tieto jeho mySlienky moZeme v sucasnosti formulovat’ v reci
teérie grip, aviak Ruffini sa eSte k Struktare grupy permutacii nedostal, pres-
nejsie, pochopil, Ze prechod z jednej permutacie na ini predstavuje istl trans-
formaciu, nepochopil viak Strukturu, v ktorej su tieto transformécie zasadenc.

O nieto d’alej sa dostal Augustin Louise Cauchy (1789-1857), ktory na
zéklade permutécii poriadku pismen definoval substiticiu ako prechod od jed-
nej permutécie k inej, zaviedol ich nasobenie, identicki substiticiu a tieZ sub-
stitdciu inverzna k danej substiticii. Pokial’ ide o substiticie, dokazal dokon-
ca niekol'ko vysledkov, aviak Struktaru grupy netematizoval.

Najvyznamnej$ou postavou konca interoperacionalneho $tadia je nesporne
Carl Friedrich Gauss (1777-1855). Z jeho diela je pre nase ucely podstatna
najmi analyza kvadratickych foriem, ku ktorej ho priviedla snaha o rieSenie
istych typov rovnic. Gauss sa zaoberd formami tvaru

ax? + 2bxy + ¢y,
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ktoré abstraktne reprezentuje trojicou (a,b,c). Ukazuje, Ze vlastnosti formy pod-
statne zavisia od ¢isla
b’ - ac,

ktoré nazyva determinantom formy. Zavadza transforméciu formy s neznamymi
X,y na in formu s neznamymi x',y’ pomocou substitdcii
x=lhx'+ by,
y=mx'+ny'
kde k,/,m,n st celé Cisla a ukazuje, Ze
b”?—a'c'= (b - ac)(kn — Im)?

V pripade, Ze sa dané forma dé transformovat’ na int formu, pricom (kn —
Im)?> = 1, hovori o ekvivalencii foriem, pomocou ktorej zavadza rozklad
mnoziny foriem s danou hodnotou determinantu na triedy foriem. Z. kazdej take-
jto triedy mézeme vybrat’ jednu formu, ktora ju bude reprezentovat’, pri¢om
tohto reprezentanta sa snazime zvolit’ ¢o najvyhodnejsie (aby sa s nim po-
hodlne pracovalo), na o Gauss poskytuje kritéria. Dalej Gauss zavadza isté
§pecialne relacie medzi triedami foriem a definuje rddy a druhy, aby mohol
prejst’ k tomu, ¢o nas predovsetkym zaujima, a to sice k definicii kompozicie
foriem, prvej operacie pracujicej s nec¢iselnymi objektami.

Pod kompoziciou formy fv premennych x, y a formy f' v premennych x', y
rozumie d’al§iu formu f" v premennych x", y" taka, Ze premenné x", y" do-
staneme pomocou vhodnych (pre nas nie je podstatné akych presne) substittcii
z premennych x, y, x’, y'. Prichddza k nasledujucim zaverom:

r

,»Ak forma fje toho istého radu, druhu a triedy ako g a forma /' je toho istého
radu, druhu a triedy ako g’, potom forma zloZena z f'a f je tej istej triedy ako

1k

forma zlozendzgag'.

,,Z toho mozeme lahko vidiet', ¢o rozumieme pod triedou zloZenou z dvoch,
alebo niekol’kych tried.

Z dnes$ného pohladu mdéZeme povedat’, Ze Gauss sa (pouzitim faktorizacie)
dostal k implicitnému pojmu grupy, konkrétne predstavovanej mnoZinou tried
foriem a operaciou skladania foriem, ale napriek tomuto $truktru grupy ne-
tematizoval.



134 Roman HRIC
2.3. Transoperaciondlne §tadium

Mlady nérsky matematik Niels Henrik Abel (1802-1829) sa zaoberal
riegitePnostou rovnic piateho stuptia v radikéaloch. Povodne veril, Ze odpoved’
na tato otazku je kladn4, ale postupne nadobudol opacné presvedcenie a snaZil
sa ho dokéazat’. V roku 1826 sa mu to aj podarilo. Nezostal v3ak iba pri tom,
a poloZil si tiez otazku, ako charakterizovat’ tie rovnice piateho stuphia, ktoré
riesitelné v radikaloch su. Ziskal &iastoéné vysledky, ale zaviest pojem grupy
a sformulovat’ svoje ivahy v takomto kontexte mu zabranila predZasna smrt’.

Tento krok urobil Evariste Galois (1811-1833). Dal névod, ako
skonitruovat takzvani grupu rovnice, pomocou ktorej sa dé rozhodnut, ¢i je
dana rovnica rieditelna v radikaloch. Tymto vlastne definoval grupu per-
mutécii. V jeho praci su implicitne obsiahnuté pojmy niektorych d’aldich za-
kladnych $truktur algebry.

Skamanie algebraickych rovnic bolo zaviSené v druhej polovici 19.
storotia. V tomto obdobi nastava v algebre velky historicky skok. Vo vyvine
teorie rovnic bol vyznamnou postavou Gauss. Jeho kompozicia foriem je prva
operacia, v ktorej nie sa Cisla priamo obsiahnut¢, aviak bolo zjavné, Ze kazda
forma je vztah, v ktorom koeficienty a premenné predstavuji isla.

Dalsim krokom vo vyvine teérie algebraickych rovnic bolo odhalenie sku-
to&nosti, Ze do vztahov, foriem a pod. nemusia vstupovat’ &isla, ale méZu to byt
akékol'vek objekty, ktoré su obsiahnuté v nejakej struktire podobnej Ciselnej
Struktare. Tato myslienka viedla k pojmu pola (nazyvaného aj komutativne te-
leso), $truktiry s dvomi operaciami — s¢itanim a nasobenim, ktoré maju pod-
statné vlastnosti $tandardného sitania a nasobenia redlnych &isel. V tomto
procese zohral vyznamni lohu Richard Dedekind (1831-1916). NiclenZe te-
matizoval pojem pola, ale ¢o je doleZitejSie, upozornil na to, Ze pre nas nie si
podstatné objekty, ale Struktiry v ktorych su tieto obsiahnuté.

3. NIEKTORE PROBLEMY KONCEPCIE PIAGETA A GARCIU

Na zéaver by som sa rad pristavil pri dvoch ,spornych miestach uvadzancj
koncepcie, a to pri probléme relativity intra, inter, trans a probléme poctu
stadii.

Je nesporné, Ze pri uréovani jednotlivych 3tadii tejto postupnosti mozeme
uplatiiovat’ pomerne velka I'ubovél'u. Autorom viak pravdepodobne neslo
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o0 jednoznac¢né urcenie akychsi §tadii, ale o popisanie konStruktivneho mecha-
nizmu, ktory funguje jednak v psychogenéze a jednak vo vyvine vedy. NavySe
sa zda, Ze ked’ ur¢ime prvotné objekty nasho zaujmu (napr. algebraické
rovnice) a ujasnime si, ¢o s nimi chceme robit’ (v pripade algebraickych rovnic
ich chceme riesit’), vieme pomerne jednoznacne rozlisit’ fazy intra, inter, trans.

Podobnym spdsobom sa tieZ da odpovedat’ na otazku, ¢i namietku, preco je
pocet §tadii prave tri, a nie, povedzme, dve alebo pat. Dokonca sa neda ni¢
namietat’ proti tvrdeniu, Ze pocet §tadii je Pubovolny a zavisi len na tom, ako sa
na situaciu pozerame, aky raster zvolime. Avsak pocet §tadii tri vyplyva pri-
rodzene z toho, Ze autorom ide predovsetkym — nezostdva nam nic iné, len to
znovu zdoraznit — o uchopenie mechanizmu vyvinu. To je dobre viditel'né pre-
dovsetkym z psychologického bodu pohl'adu.

Pokusme sa pozriet’ na $tadia a rozdiely medzi nimi v takomto psycholo-
gicky zafarbenom svetle. /ntra$tadium sa javi ako prvé poznanie situacie, bez
toho, aby sa vobec vyslovila otazka, ¢i medzi objektmi zaujmu nie st pripadné
vztahy; tieto vzt'ahy (dokonca moznost’ ich existencie) su zatial neviditel'né.
Interstadium je formulovanie ¢iastkovych pochopenych vztahov medzi objekt-
mi a postupné dopiﬁanie »mozaiky*, predovSetkym ale pochopenie a pri-
pustenie moznosti existencie vzajomnych vztahov medzi objektmi; vztfahy sa
zviditeI'nuju. Nakoniec trans$tadium je pochopenie celkovej Struktary skom-
pletizovanej ,,mozaiky* objektov, operacii (¢innosti) s nimi prevadzanymi a ich
vzajomnych vztahov.
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POZNAMKY

' Pouzivam rukopis slovenského prekladu J. Rybara.

? ). Piaget je znamy predovSetkym ako psycholog, aj ked' by bolo sotva mozné obmedzit’ jeho vplyv
len na oblast’ psycholdgie; blizsie o jeho koncepceii pozri Rybér [6]. Nas budi predovietkym
zaujimat’ jeho epistemologické skimania.
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