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LOGICISM AND PARADOX (II)

This is a sequel to my article devoted to the development of Fregean logi-
cism. The first part dealt with its .rise and fall*, i. e. its initial success in ana-
lyzing the concept of number and its subsequent fall at Russell's antinomy. In
the course of the previous article we did not (have to) leave the area of the
classical Fregean research. On the contrary, Russell’s paradox and its analy-
sis bring us now to the second part of the whole story — the (alleged) resurrec-
tion of the logistic idea in the works of Crispin Wright and George Boolos.
We find ourselves in the middle of a neo-Fregean — structuralistic — approach
based on the technigues of modern model-theoretical logic and (meta)mathe-
matics. We do not want to criticize it yet, but only present some of the most
important results such as the consistency of Hume's Principle or categoricity
of Frege's (and Peano’s) second-order arithmetic.

Toto je jakési pokracovini a dokonéeni mého ¢linku vénovaného osudiam
Fregova logicismu. V prvni &isti (Kolman (2005); ddle jen LPI), orientujici
se na klasickou éru fregovského badani, jsem se zabyval nékterymi aspekty
Jeho .vzestupu a padu®, tj. vylicil jsem hlavni linii Fregovy bezprecedentni
analyzy ¢isla coby pojmového privlastku a upozornil na signifikantni rysy
odvozeni Russellova paradoxu, kiery Fregovy vysledky podle Siroce sdile-
ného minéni definitivné znehodnotil. Obsah této druhé a posledni &asti je
udajné .znovuvzkiiSeni* logicistické ideje. iniciované predeviim pracemi
Crispina Wrighta a George Boolose.

Zahrneme sem reinterpretaci abstrakénich principl jako byl Grundge-
setz V & Humuv princip, a tim i novy pohled na Russelliv paradox. ddle pak
dukaz bezespornosti Humova principu. definici Fregovy aritmetiky a hlavni
kroky dukazu tzv. Fregova teorému, tj. odvozeni Dedekindovy resp. Peano-
vy charakterizace struktury prirozenych Cisel — tzv. Peanovych axiomii —
z Humova principu v ramei logiky druhého fidu a Fregiiv neddvno ..obje-
veny" paralelni dikaz jejich kategori¢nosti via rekurzivni teorém.

Tim budeme mit kone¢né pripraveno pole pro samostatné studie hodnoti-
ci zvIaSte jemnymi nastroji jak misto Fregova logicismu ve filosofii mate-
matiky a d¢jindch logiky (konstruktivisticky a strukturalisticky vyklad Hu-
mova principu). tak béZnou argumentaci pro & proti platnosti logicistické
teze.
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2. Zmrtvychvstani v Hilbertové hotelu

RussellGiv paradox nezasdhl jen Fregiv systém, ale viechny . logicistické™
pokusy jeho souc¢asnikil, mezi nimi i Cantorovu teorii mnoZin. P()dobm. jako
u Frega vysla i Cantorova analyza ¢isla z relace rovnopocetnosti (EQ)." jeho
zdjmy byly ale ponékud obecnéjsi. Stejné jako Dedekind se Cantor zpocitku
zajimal o topologické vlastnosti bodl na primce (lineare Punktmannigfaltig-
keiten) — vlastnosti kontinua. Tém odpovidaji ¢isla redlnd, kterd Cantor
(i Dedekind) vlastnim zpusobem z(re)konstruoval, aby si nasledné mohl
klast otazky tykajici se jejich poctu, tedy obritit pozornost k poméfovini
mnozin nekoneénych.

2.1 Cantoruav paradox

Vedle toho. 7e jsou dvé mnoziny X. Y. at’ konecné ¢i nekonecné, stejné
velké. plati-li EQ. j. existuje-li prosté zobrazeni jedné na druhou, bychom
méli sklon fici, Ze je X co do poctu mensi nez Y, je-li X prosté zobrazitelnd
na vlastni ¢ast Y. Jiz davno pred Cantorem viak bylo pozorovino to. co
obecné zndme pod Bolzanovym titulem . paradoxy nekonecna®. specidlné
prostd zobrazitelnost nekone¢né mnoziny na vlastni ¢ast.

Za&neme-li pod sebe psit pfirozena a sudi ¢isla
3 4
T T =
4 6 8 ..
je zahy ziejmé, ze se odpovidajici pojmy nachazeji ve vziahu rovnopocet-
nosti zalozeném na prostém zobrazeni f(x) = 2x. neboli Ze ob&éma Faddm
prislusi elqne ¢islo NxPx. Cantorovymi slovy ..stejnd mohutnost™ nebo také
kardinalita.” Kazdému pfirozenému ¢islu odpovidad privé jedno cislo sudé
a vice versa. (To. Ze jsme ze vySe uvedencho scznumu vynechali ¢islo 0 ne-
vadi: nekonec¢né posloupnosti 0, 1. 2.3 ... a 1. . jsou evidentné opét
rovnopocetné.) Prostd zobrazitelnost na vlastni ¢ast zde tedy nemuze zname-
nat mensi kardinalitu (<). nebot’ pak by méla nekone¢nd mnozina mensi
pocet prvkill nez ona sama. Dané Kritérium je tfeba uchopit negativné: je-li

p—
o I 0

0
2

' Pripomefime. 7e v LPI jsme rovnopocetnost dvou pajmi F a G, symbolicky ..EQ, (Fx.Gy)"
a volngji také F eq G, definovali jako relaci

(EQ) BRIV X)FX — (3!V)Gy A xRy)) A (Vy)NGy — (F!IX)Fx A xRy))|.
* Cantorova mohutnost neni definovina na pojmech, ale na mnoZindch, vyjdeme-li tedy z béz-
ného znaéeni [A| mohutnosti mnoZiny A, pak pro Freglv kardindlni operitor plati NxPx =
[{x:Px}|.
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mnozina A zobrazitelnd na vlastni ¢dst mnoziny B, pak neni ,v&t3i* neboli
je mensi nebo rovna (<),

Novym ,paradoxem™, ktery tradice neuvaZovala, bylo zjidténi, Ze lze
podobnou konstrukei provést rovnéz u raciondlnich isel. tj. ze lze zkon-
struovat prosté zobrazeni prirozenych ¢isel na raciondlni, coZ je o to zvIas-
n€jsi, ze raciondlni cisla maji zjevné od piirozenych radikdlné odlinou
strukturu: mezi kazdymi dvéma se nachazi nekoneéné mnozstvi dal$ich
(vlastnost hustoty).3 Cisla raciondlni, specidlné dvojice &isel prirozenych,
maji tedy stejnou mohutnost jako prirozend ¢isla. Totéz lze prirozené ukdzat
pro trojice, obecné tedy n-tice ¢isel pro n koneéné. K podobné, mnohem
prekvapivéjsi redukei dimenzi dospél Cantor i pro kontinuum: ukdzal, 7e
piimka, rovina, obecné tedy n-rozmérny prostor, maji stejny pocet bodi.*

Chipeme-li prirozend ¢isla jako jakousi kanonickou strukturu, lze se
nyni ptit, je-li mozné i jiné nckoneéné mnoziny néjakym zplisobem spoéist,
tj. ocislovat pfirozenymi ¢isly tak, aby kazdému odpovidal privé jeden jeji
prvek a vice versa. Této vlastnosti, tj. rovnopocetnosti mnoZiny (extenze
pojmu) s mnoZinou (ne nutné viech) prirozenych &isel. se fikd spocemost
a vySe uvedené dilei vysledky by mohly vést k domnénce. Ze jiné nezli
spocetné nekonecno neni. V rozporu s tim Cantor ukidzal, Ze mnozina real-
nych &isel (kontinuum) je nespocetnd, Ze tedy ,existuji** i jiné — vyssf —
mohutnosti.

Cantority argument je opét velmi ndzorny: Mé&me viechna redlnd ¢isla
intervalu [0. 1] n&jakym zptsobem ocislovina prirozenymi ¢isly, tj. uspofa-
ddna do tady ay, a,. as. ... jejiz i-ty ¢len zapisujme jako 0.a;;a5a;3... . UvaZme
nyni redlné &islo ¢ = 0.¢,¢a¢s.... pro jehoZ j-ty ¢len desetinného rozvoje plati

cj=1 jestlize a;= 1

2 jestliZe ajj= l.
Toto ¢islo je jednoznacné popsino, zaroven se viak od kazdého prvku a; po-
sloupnosti lisi v i-tém ¢lenu desetinného rozvoje, pro néjz z definice plati

' Uvazujeme-li pro jednoduchost systém viech dvojic piirozenych &isel. je piislusné zobrazeni
dino predpisem c(x.y) = 1/2(x+y)(x+y+1)+x. Racionilnich &sel je tedy - jak lze odvodit —
méné (<) nez prirozenych. opacnd nerovnost (2) je trividlni, a zbytek vyplyvi z tzv. Cantor-
Bernsteinovy véty. tj. tvrzeni: [A| < [B], |A] = |B| — |A| = |B|.

* Pro jednoduchost vezméme Lpouze” interval [0,1] redlné osy. Kazdé ¢islo z tohoto intervalu
mi jednoznaéné urceny nekonecny desetinny rozvoj. Pifadime-li dvojici ¢isel x = 0,XX2Xx...
ay = 0yiyaya. Cislo 2 = 0.y Xay o, je ziejmé, Ze jsme tak prosté zobrazili body pfislu§ného
Ctverce do piislusné piimky. tedy ukizali. Ze jich nenf vice. — Cantor si pavodné myslel, Ze tim
dokazuje celou rovnost, t). Ze se jednd i o zobrazeni na. coZ neni pravda s ohledem na dvoj-
znacnost rozvoje cisel typu 0.499999 a 0.500000, srv. Dauben (1979). Tim se zde ale nemu-
sime tripit: nim staci aplikovat opét Cantor-Bernsteinovu vétu,
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¢, # a;,. Nemuze tedy byt v uvedeném vyctu. ackoli tam podle predpokladu
méla byt viechna ¢isla intervalu. _

Tomuto a dal§im podobnym argumentim se fikd diagondlni.” nebot
zminénd konstrukce — diagonalizace — Cisla ¢ spociva v jeho odlisnosti od
diagonidly a,;. Obdobnym argumentem lze ukdzat. Ze i mnoZina vsech pod-
mnozin P(N) piirozenych c¢isel N (obecné tedy nekone¢né spocetné mno-
ziny) neni spocetna, neboli je nespocetnd. Libovolnou podmnozZinu u lze re-
prezentovat jako nekone¢nou posloupnost jedni¢ek a nul neboli pomoci cha-
rakteristické funkce u(x) takové, ze

u(x)=1 jestlize x € u

=0 jestlize x & u.

Pfedpoklddame-li nyni spocetnost viech prvki z P(N), tj. jejich ocislovini
Uy, Us, ... piirozenymi Cisly. dovoli ndm diagonalni tvaha zkonstruovat mno-
Zinu, kterd mezi nimi neni. totiZz v takovou, Ze v(x) # u(x) neboli v = {x:; X
¢ u,}. Této definice. nyni jiz bez diagondlni (dvojrozmérné) doprovodné
ilustrace. lze ovSem pouzit pro libovolnou, tj. i nespocetnou nekone¢nou
mnozinu, nechame-li analogicky vsechny jeji podmnoZiny zkusmo indexo-
vat jejimi prvky. Proti pavodni domnénce jediného nekonecna zde tedy stoji
neomezend hierarchie vétsich a vetsich nekonecen.

2.2 Cantoruy paradox

Posledné jmenované tvrzeni, tzv. Cantorova véta, podle niz ma potence
mnoziny veétsi mohutnost nezli tato mnozina sama, zajistilo sice teorii
mnozin definitivni status nauky o (nyni jiz stratifikovaném) nekonecnu,
zaroven s ni na svét piisel dalsi z nekone¢nych paradoxi, tzv. paradox
CantorQiv. Zabyvdme-li se mohutnostmi predméti, je ziejmé. ze nejvetsi
poCet musi mit mnoZina predméta viech, tj. celé univerzum V. Podle
Cantorovy véty ale mohutnéj§i mnozina existuje, totiz P(V). Spor! — Pro nds
je momentdlné zajimavé predevsim to, ze privé analyzou této antinomie
objevil Russell spor ve Fregove systému.

Vychazeje z vyse uvedeného predpokladu. Ze univerzu. (j. extenzi predi-
kdtu .. = & ndleZi nejvetsi ¢islo Nx(x = x) a Ze v ném kromé& mnozin exis-
tuje béaze prvkl. které mnozinami nejsou — logickych atomu —, uvaZzoval
Russell’ zobrazeni funiverza V na P(V) takové. Ze

¥ Vyse uvedeny diagondlni argument k ditkazu nespoetnosti pouzil Cantor ale aZ roku 1891,
prvni — v jistém smyslu elegantngjsi — pochizel z roku 1984 a vyuzival toho, Ze je mnoZina
redlnych &isel uzaviend na suprema. Srv. k tomu Hallett (1984) ¢i obeené Dauben (1979).

" Viz Russell (1903), §349.
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f(xy={x} je-li vatom

Toto zobrazeni nent prosté, nebot’ je-li v atom, platf f(x) = {x] = f({x})
Russellovu dcelu oviem postauje. nebot’ vyuiivi piedpokladu, Ze je P(V)
ve V obsaZzeno. a to viastl inkluzi. Paraleln¢ k dikazu Cantorovy véty uva-
zuje nyni Russell kritickou mnoZinu v = {x: x & f(x)}. JelikoZ pro atom plati
X € [x} = {(x), redukuje se definice na v = {x: x & x . /m imco v Cantorove
pripadé ved! predpoklad existence mnoziny u takové, Ze fu) = v = {x: x &
f(x) 1. pe‘w pozorovani, Zze u € f(u) tehdy a jen tehdy. kdyZ u ¢ f{u), k po-
preni existence zobrazeni f. zde se — via Russelliv paradox — ocitd v pochyb-
ném wctﬂc JiZ sama mnoZina v

{xox ¢ x}. tedy samotny zplisob defino-
vani mnozinovych objektll: v € v tehdy a jen tehdy. kdyZ v & v.

Souvislost Russellova paradoxu s Cantorovym je oviem mnohem hlubsi,
102 by se 2 vyde naznalend historic Russellova objevu moh ﬂu zdat. Podivej-
me s¢ na princip pojmové abstrakce wd’m‘t soucasné teorie modeld, tedy
ptejme se, Jak musi vypadat struktura, v niZ plati formule

#E = H#G e F- G

takoveto struktufe ma wn'rhul # mdpmridzx!: funkee f piifazujici pod-
mxm?' ndm nosice A (univerza) je wrvky. a to tak, Ze mnoZinam ekvivalen-
tim podle relace ~ piifazuje x!\)" stejné, mmoZindm neekvivalentnim riz-
né. Jedni se tedy o funkei 2z I"(;\) do A (symbolicky fi P(A)Y~A), pro niz
platf:

XY = (YY) e (X =[Y].

Uvizime-li namisto mnoZiny P(A) jeji kvocient PA/~, nnoZinu viech
jejich ekvivalencnich tiid {[X]: X & P(A)}. miZeme mu?uw ckvivalenci
chapat jako poZzadavek na existenci funkee gp kterd prosié zobrazuje P(A)/~

do A (k;\‘mbohcky g PLAY~=» 1 A). Pro mohutnost pitsiunych mno#in to
znarmend, Ze must platit

(y [P/~ <A

Pripomenme, Ze v LA jsme v, Grundyeser: V

GV [ BPxd = {5 Ox) e (93)Fx o Gx).
adpovedny za odvozeni Russellova paradoxu. nahlédli joko specidini pripad tzv, pofjmového
principu abstrakee formy

#E=H#G e -~ G
kde Fa G reprezentup pojmy prvntho fidu o HFCL BGT predméty, kieré pod né spadajl
resp. mohou spadi
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Toto je tedy obecna analyza takovéhoto typu abstrakénich definic. Kon-
krétngjsi predstavy o prislusné funkei f zavisi na specifikaci piislusné relace
ekvivalence ~, rozd¢lujici P(A) na urcity pocet vzdjemné disjunktnich ekvi-
valen¢nich tfid. V piipadé GV je onou ekvivalenci totoZnost prvku. kterou
u mnoZzin bereme za definici jejich identity — GV je specifickd obdoba axio-
mu extenzionality. To ale znamena, Ze se P(A) rozpadne na pravé tolik ekvi-
valen¢nich trid, kolik je v A podmnozin, .

(2)  |P(A)~| =|P(A).

S ohledem na (1) po nds tedy GV chce, aby platilo

3)  [PA)<|Al,

coZ je ovSem pravy opak tvrzeni Cantorovy véty!

2.3 Fregova aritmetika
Cantortv a Russelltiv paradox maji tedy stejnou pozitivni pii¢inu — Canto-
rovu vétu. S ohledem na ni neni GV splnitelny v zadné standardni struktute
predikatové logiky druhého fadu.

Jestlize Frege od pocdtku axiomu GV nedivéroval, tj. pochyboval, zda
se jedna o analyticky princip. rozhodné neocekaval — stejné¢ jako nikdo z je-
ho soucasnikii —, Ze se jedna dokonce o negaci takovéhoto principu, tj. kon-
tradikei. Odtud také jeho prekvapeni a neschopnost, ba neochota paradox
oSetrit.

Ukol GV v ramci systému byl jasny: zavést logické predméty, mezi nimi
i Cisla. Jeho vySkrtnuti by tedy sice blokovalo vyse popsané odvozeni sporu,
zdroven ale 1 odvozeni vét aritmetiky, tedy sledovany cil. Odhlédnéme ale
na okamzik od obecnych problémi inkonzistence GV, tedy otdzek spjatych
s ulohou mnozinové abstrakce, a vratme se k Fregové vykladu z Grundla-
gen, specidlné ke kontextu, v némz byl GV zaveden. Zminili jsme, Ze tomu
tak nebylo explicitng, ale implicitné v ramei ditkazu Humova principu (HP),
jenz také hraje v poloformalnim narysu dal$ich kroka rekonstrukce aritmeti-
Ky prominentni roli.” Je tedy na misté domnénka. zda aritmetika, specialné
jeji axiomatizace v podob¢ tzv. Peanovych axiomu, neni odvoditelnd jiz
z Humova principu samotného.

Tuto ,,hypotézu* vyslovil jako prvni Charles Parsons roku 1965. Crispin
Wright roku 1983 piislusné dedukce predvedl, spolu s dalsi domnénkou,
totiz Zze je Humuv princip, narozdil od GV, konzistentni. V reakci na Wrigh-

$V LPI jsme Humiiv princip zavedli jako jeden z pojmovych abstrakénich principu
(HP) NxFx=NxGx < FeqG,
v némz eq znadi relaci rovnopocetnosti.
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tovu knthu dokazal George Boolos, Ze
je a spolu s logikou druhého féddu (1.2) tvofi systém ekvivalentni Peanové
aritmetice h'uh(hw radu (PA2), ktery muZe byt nazyvan Fregovou aritme-
tikou (FA).” Boolos dale zdtraznil. 7e Frege ve svém naértu viastniho pro-
vedenf logicistické teze v Grundlagen pouZil inkonzistentni GV pouze k di-
kazu HP, a navrhl. aby byvla odvoditelnost P movv h axiomt z Humova
principu nazyviana Fregovym teorémem (1 T)." Richard Heck nakonec uka-
zal, ze Frege viechna zminénd odvozeni v ramet formalismu Grundgesetze
skutené provedl, a to véetné Dedekindova dikazu kategori¢nosti pa2.t
Viskyt GV se v teehto dedukeich sice neomezuje pouze na ditkaz HP, v ta-
kovych priy mdc} b jej lze ale eliminovat, Tolik hlavni milniky novofregov-
K‘I\‘ého badani."” K posouzeni jejich postaveni v obeenych otdzkiach vztahu

witmetiky a logiky, ¢isla a paradoxu, oviem potiebujeme detatly. Zalnéme
onou bezespornosti HP.

Booloslv dikaz spotiva v I-(mMHI" modelu, jehoZz bazi je mnoZina
N viech piirozenych &fsel. Humiiv pn wip jakoZto pitpad z l\(m,x abstrakce
vyZaduje existenci funkce /o pFifazujl pmim nozinam nosice, tj. prvkam
P(N), stejna ¢ista tehdy a jen u‘*hd)u asmuwh rovnopoéetné. Definice f(X) =[X]
funguje dobfe pro pit wd kdv je X konednd. Pak je [X] piirozené &islo n,
vyjadiujict pocet plcdmuu nmwimy X, a zaroven prvek nosice. P(N) nema
oviem pmm‘ konecné prvky: naleZi ji celd N, mnoZina vSech sudych &isel,
lichych ¢isel atd. [X| je ve viech téchto prm;xdnzuﬂ\ nekoneénd mohutnost
(nekonedné ]\md nalni &islo), X tedy vyse uvedenou funkef neni zobrazo-
vina do N, nebot’ tam jsou pouze konedné kardinaly.

Cesta k naprave alc' neni obtiznd: ackoh je v P(N) nekoneéné mnoho
nekoneénych mnozin (vyjmeme-l napt. z N konedné mnoho &isel ziskdme
opét nekonednou). viechny maji stejnou mohutnost, totiz mohutnost celého
N. Jinvmi slovy: jsou spocetné a [X| pro X nekoneéné se tak vidy rovnd
prvnimu nekoneénému kardindlnimu &islu ¥ Nyni midme dveé zakladni
moznosti jak definovat model, v ném# plati HP.

Humitv princip skutecné konzistentnf

(1) Ponechat d"f” veh f(X) = [X]. ovem s tim. Ze prvky nosi¢e rozsifime
0 Xp: mamisto N tedy uvazujeme mnozinu (0, 1, 2., Xp}, kterd je opét

pou‘m“ E; nemd jiné neZ spoceiné podmnoZiny.

" Viz Boolos (1987). V cldnku je odkaz na Burgessovu recenzi. v niz je prisluiny dikaz
konzistence naznaden.
" Viz Boolos (1990).

YWiz Heck (1993), Heek (1995).

" Reprezentativid soubory piedehozich, ale i jingeh ¢ldankt moderniho fregovského badan
piedstavuji Boolos (1998), Demopoulos (1995} a Schirn (1998)
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(2) Ponechat nosi¢ N a redefinovat funkei f
f(X) = |X]+1 X je kone¢na
=0 X je nekoneéna.
V obou piipadech jsou mnoZindm rlizné mohutnosti pfifazeny riizné prvky
nosice a vice versa. HP je tedy spinén. ¢ili bezesporny. Podle Boolosovy
rady se m¢l Frege ihned po obdrzeni Russellova dopisu zaregistrovat v Hil-
bertové hotelu.’

2.4 Cty¥i principy

Idiom impredikativity spojil Russell s predstavou bludného kruhu: princip
zavadi nové predméty, zaroven ale jiz predpoklddd, Ze jsou v univerzu, pies
néz kvantifikuje. Tento konstruktivni element v hilbertovské metodé impli-
citnich definic a prikazt bezespornosti predvedenim libovolného modelu
chybfi; hierarchie mnozin. jejich potenci a funkei je jednodue predpokld-
dina jako dand. Russellové predstave bludného kruhu tedy odpovida pouze
fakt zobrazovini podmnoZin nosice D do tohoto nosi¢e samotného, tj. sku-
tecnost, Ze zvazujeme funkcei f: P(D)—D. Okolnost. 7e toto zobrazeni reali-
zovat nelze. sama nijak paradoxni neni. stejné jako okolnost, Ze to v jinych
piipadech — jako je HP — vychdzi.

VySe popsanému konstruktivnimu vykladu abstrakéni definice, postupu-
Jjici od ekvivalence nad puvodnimi objekty. k rovnosti mezi objekty novymi,
by pro piipad definic typu GV ¢ HP Iépe odpovidala dvaha funkce
S P(D)—-D', kde D' reprezentuje doménu novych — od piedméti D odlisnych
objekti. V rdmei teorie modell se jednd o tzv. piirozené zobrazeni f mno-
ziny P(D) do jejiho kvocientu P(D)/~. pro kter¢ plati f(X) = [X].. obecné lze
ale uvazovat doménu D' jakoukoli. zustane-li splnéna podminka abstrakéni
definice, tj. ze f(X) = f(Y) tehdy a jen tehdy. jestlize [X]. = [Y]- neboli
X = Y: jinymi slovy: D' musi mit alespon takovy pocet prvki jako P(D)/~.
Tim je paradox eliminovin.

Otdzka. co Fregovi branilo pfijmout tak jednoduché reseni paradoxu, pfi
némz stacilo rozlisit dva rizné typy diskurzii, mize samoziejmé konéit
trividlnim odkazem na jeho ideu vSeobjimajiciho diskurzu univerzilniho,
tedy v roviné osobniho — dnes jiz prekonanc¢ho — piesvédceni. Divody jsou
viak prekvapivé technického charakteru. Vratme se nyni znovu k formuli
#F=#G < F ~ G aotazkim jeji modelové-teoretické interpretace.

V Hilbertové pojeti se zde rovnéz jedna o otdzku implicimi definice fun-
kce fodpovidajici symbolu #* — definovany objekt neni zaveden pfimo, ale

" Boolos (1987).
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v kontextu axiomu. které md spliovat. My jsme v predchazejicich kapito-
lach dospeli k tomu. Ze ve struktufe s nosicem A miiZe takovito funkce exis-
tovat jen tehdy, jestlize [P(A)/~| < |A|. Ve zdlezi tedy od prislusné ekviva-
lence ~.

UvaZme nyni ¢tyfi pripady ekvivalence na P(A), kde pro X,Y € P(A)
plati:

(1) X4 & (Vx)[(xeX < xeX) v (XY & xeY))]

(2)  X=Y & (X-Y)u (Y-X) je konecné

(3) XY & (3gh)[(g X—*|.|Y) A (h: Y—>||X)]

4 XY o (Vx)(xeX < xeY).

V pripadé (1) jsou si libovolné dva prvky P(A) ekvivalentni, plati tedy
[P(A)/~|| = 1. Prisluiny abstrakéni princip Ize proto splnit v libovolné struk-
tufe, nebot’ ta je z definice (kterou se nyni nemd cenu zabyvat) neprazdnd, j.
zl.

Pripad (4) je naS znamy GV, ktery naopak neplati v Zddné struktufe,
nebot’ by pak muselo platit nepiipustné |[P(A)/~s| = [P(A)| < |A|. Zbyvaji pri-
pady (2) a (3). Oba vykazuji podobny druh inverze jako pripady (1) a (4),
totiz rozlisime-li v nich (a) kone¢ny a (b) nekoneény nosi¢ A.

U konecného nosice vede piipad (2) trividlné na pfipad (1), tj. viechny
podmnoZziny jsou ekvivalentni. U nekone¢ného A se dostaneme naopak
k pfipadu (4): Uvazujme nejprve systém viech jeho koneénych podmnozin.
Ten ma kardinalitu stejnou jako A, dejme tomu k. Pro X libovolnou pod-
mnoZinu A tedy existuje jen K ekvivalentnich prvki P(A), &ili |[X]~| = k.
Jelikoz kvocient P(A)/~; predstavuje tplny rozklad P(A) do A disjunktnich
mnozin, plati 2" = |P(A)| = Kk = max{K.A}, ¢ili A = 2% Z toho vyplyva. Ze
|[P(AY~| = |P(A)).

V (3) pfipadé je tomu pravé naopak. X a Y jsou zde ekvivalentni jestlize
[X] < |Y] a |Y| < [X]. Podle Cantor-Bernsteinovy véty mizeme z téchto dvou
nerovnosti usoudit na |X| = [Y]. neboli existenci prosté funkce i zobrazujici
X naY (symbolicky: 11 Xe=11Y). (3) je tedy nd§ znamy HP. Uvaz-me nyni
A kone¢né o n prveich ay, as, .., a,. Prifadime-li i-tému prvku vSechny mno-
ziny z P(A) o { prveich, zastane jedna jedind mnozina nepfifazena, a to mno-
zina prizdnd, reprezentujici mohutnost 0. Plati tedy [P(A)/~;| = [A]+] > |A|.
— Vzpomeneme-li konstrukci modelu HP z predchozi kapitoly, vidime nyni
jasné, Zze v ni byla vyuzita vlastnost nekoneéné bize A. toliZ Ze v ni neni po-
¢et kardindlit menSich nebo rovnych |A| vétsi nez [Al, ale mensi nebo (v tom-
to piipadé dokonce) roven [A.
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Secteno a podtrzeno: Predpokladand platnost HP indukuje nekonecnost
domény D. coZ je pri budovani aritmetiky zdsadni zjisténi. Tato zasluha
ovSem nalezi pravé zminéné impredikativité. kterd vylouéila existenci fun-
kece gt P(D)/~3— 1D pro D konecné, pro nekonec¢né ale nikoli.

3. Freguv teorém

Vyse popsany sémanticky dikaz bezespornosti HP konstrukei modelu lze
snadno prevést na syntakticky dikaz v ramcei axiomatické teorie mnozin
(Zermelo-Fraenkelova ZF) resp. Peanovy aritmetiky druhého fidu (PA2).
V téchto teoriich lze formdlné reprodukovat vyse uvedené argumenty. Kdy-
by tedy byl HP nekonzistentni, musely by byt ony samy nekonzistentni;
Jinymi slovy: HP je bezesporny relativné k bezespornosti ZF resp. PA2.

Nyni se budeme zabyvat opaénym problémem, totiz reprodukovatelnosti
aritmetiky v systému logiky vysstho, konkrétné druhcho fadu (L2), prezen-
tované v Begriffsschrift, a Humova principu, prezentovaného v Grundlagen,
coby jediného mimologického principu formy

NxFx = NxGx ¢» FeqG.
kde Nx®dx predstavuje nds jediny mimologicky symbol. Tento systém nazy-
vame podle Boolosova ndvrhu Fregovou aritmetikou (FA). Piijde ndm o hru-
by ndrys Fregovy rekonstrukce aritmetiky. zejména dedukce axiomi PA2,
z niz a Dedekindovy paralelni analyzy si lze u¢init cenny piehled o struktufe
piirozenych cisel.

3.1 Nula, jedna, ...
Ukolem HP resp. operitoru Nxx je zavedeni éisel. Vzhledem k tomu. 7e
jsou funkéni symboly interpretoviny jako totdlni funkce. plati

(VF)(3x)(x = NxFx).

K ¢emu se ale vztahuje proménnd . F* resp. co je oborem hodnot kvanti-
fikace vySSich rada? V predchozi kapitole jsme ve shodé s moderni tzv.
standardni sémantikou predpokladali. Ze jsou to .,vSechny™ podmnoziny
P(D) oboru D. k némuz se vztahuje predmétnd proménna ..x". Frege oviem
nehovoii o mnozinach ale o pojmech prvniho fadu, 1ze tedy predpokladat, ze
kvantifikuje pres vyrazy jistého vyrazového systému. Této druhé kvantifika-
ci se fikd substitucni, té prvni objektovi. Otizky jejich vzdajemného vztahu
ponechme nyni stranou a v obecném pripadé predpokladejme pouziti prvni
z nich, (. pokracujme v tzu predchazejici Kapitoly.

<
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Po odvozeni HP z nekonzistentntho GV. ktery se snazime eliminovat,
pfedklada Frege v Grundlagen nékolik definic. Pomineme-li samotny pojem
¢isla ve smyslu Cantorovy mohutnosti neboli ¢isla kardinalniho, jenZ lze
snadno ziskat z HP jako (3F)(&=NxFx), je prvni vyznamnou definici ¢islo
0:

(DO) 0 =Def NX(X?ﬁ X)

coby ¢islo piislusejici pojmu ,,neroven sob&“. Z HP a DO lze snadno odvo-
dit, Ze pojmu F pifslusi ¢islo 0, tj. NxFx = 0, tehdy a jen tehdy, je-li F praz-
dny, tj. (Vx)—Fx.

Midme-li jistotu jednoho predmétu, totiZz 0, mazeme vytvofit predikat
byt roven 0%, a dospét tak k definici dalSitho predmétu

(D1) 1 =pg Nx(x=0).

JelikoZ pod pojem ..& # £ nespadd Zadny predmét, pod pojem ,,& = 0% pak
piedmét jediny, a to 0, plati =(x # x eq x = 0), tedy Nx(x # x) # Nx(x = 0).
Vyse uvedenym postupem, tj. konstrukct

(Dn) n =pes Nx(x=0vx=I1v..x=n-1)
pak ziskdme nekone¢nou posloupnost dokazatelné odlisnych predmétt 0 # 1
#2#ad.

Vzpomeneme-li si znovu na Fregovu adjektivni definici Cisla (viz LPI,
§1.1), tj. uchopeni ¢isel jako tzv. numericky definitivnich kvantifikdtort

(EO)  (Fox)Fx =per =(3IX)F(x),

(En)  (3wx)Fx =per EX)[Ex A (Fnay)(Fy A x #y)l,
vidime nyni, 7e pres zdédnlivé shodnou formu je rozdil mezi ni a definici
prave predloZenou zcela zdsadni. Kdyby mélo univerzum D pouze konecny
pocet n predmétu, nespadaly by pro m > n pod pojmy 3, xPx zddné pojmy
prvniho Fddu a viechny tyto (m > n) druhofddové kvantifikdtory by si tedy
byly extenziondln¢ ekvivalentni. Budovdni aritmetiky by tak bylo zdvislé na
stavu pocitaného predmétného univerza D ¢ili na mlmolomcl\em predpok-
ladu jeho nekonecnosti. V piipadé HP je tomu (v jistém Smyslu) Jmak po-
jem .neroven sob¢”, z n¢hoz byla odvozena nula, nepfedpokladd, Ze by
v pfedmétném univerzu D bylo néco, co by pod néj muselo spadat, nebot’

" Otdzka zdvislosti a nezdvislosti pfislusnych definic a principi na nekonegnosti univerza je
trochu sloZit&jsi. neZ by se z téchto fadek mohlo zddt, a budeme se ji zabyvat jinde. (Viz mij
nepublikovany manuskript Kolman (2004b)). Predbézné feknéme, Ze lze situaci vidét také
takto: adjektivni definice pfipousti jak kone¢né tak nekone¢né univerzum, v pfipadé konecné-
ho je ale externé smysluprdzdnd: definice prostfednictvim HP koneéné univerzum vylucuje
v tom smyslu, Ze je v ném nesplnitelnd, tj. interné smysluprazdna.
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pod n¢j — narozdil tfeba od pojmu .roven sob&” — nikdy nespadd nic. Diky
této své ,.nezavislosti* na stavu univerza garantuje pojem ..neroven sobé* li-
bovolnému univerzu existenci jednoho predmétu, ¢isla 0. To je impredikati-
vita v praxi! Z piedpokladu existence n predmétl ziskdame n+1-nf téhoz ty-
pu.

Tento novy postup ma v kontrastu k adjektivnimu navic i vyhodu jisté
jejich pocitdni. Nova analyza ndm napf. dovoluje fici, Ze pojmu ,,prvocislo
mens$i nez 10 prislusi ¢islo 4, aniZ by nds tim jako v pfipadé adjektivni
analyzy dostala o dvé hierarchie vy§ k pojmim ¢tvrtého fadu, urcenym
k pocitini pojmi fadu druhého atd. atd. Zdkaz impredikativity, ktera je obvi-
néna z paradoxu pripusténim .bludného® F({x:Fx}), by napt. vedl k vylou-
Ceni zjevné pravdivé véty

Nx(x je prvocislo mensi nez 12) je prvocislo mensi nez 12
z jazyka aritmetiky.

3.2 Naslednik v Fadé a indukce

Analyza problému Julia Caesara pro piipad adjektivnich definic (EO), (En)
nas v LPI vedla k potfebé rozhodnout, zda se libovolny objekt pifslusného
typu nachézi v této fadé ¢i nikoli. tedy zda je to &islo. Rekli jsme, Ze in-
duktivn{ definice jako (EO). (En) explicitné definuji kazdé ¢islo v fadé 0, 1,
2, ..., nikoli v8ak pojem ¢&isla samotny. Jelikoz jsme mezitim diky velkory-
sosti relace rovnopocetnosti dospéli i k ¢islam nekonednym, je tieba fici
vyslovng, Ze se ndm jednd o definici ¢isel pfirozenych. . koneénych kardi-
nall neboli ndsledniku ¢isla O v fadé uréené definici (D0O), (Dn). Pro kardi-
nalni ¢islo obecné jiz ostatné explicitni definici mame. — Problém je nyni
stejny jako u (EO), (En), y. jak definovat pojem Fin(x) pfirozeného ¢isla.

Reseni predlozil Frege zdroven se svou Begriffsschrift, a ve skute¢nosti
to byl tento problém, kviili kterému svoji esej napsal. Jeho vychodiskem by-
la relace ptimého ndslednika dvou (pfirozenych) ¢isel v fadé. V Grundlagen
(§76) je popsdna nasledovné

(S)  mSn =pg (FF)3y)[Fy A NxFx =n A Nx(Fx A x #y) = m].
Podobnou definici Ize samoziejmé podat i pro adjektivni pfipad, tj. lze
popsat analogickou relaci tfettho fadu, kterd plati mezi numericky defini-
tivnimi kvantifikatory tehdy a jen tehdy, 1isi-1i se jejich indexy o 1.

O relaci § dokazuje Frege nékolik dulezitych vét. Podle prvni je to relace
jednoznacna vuci levému argumentu, tj.

(Vla) (mSn; A mSn;) — n;=n,.
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Tim mdme zajisténo, Ze se relace pfimého naslednika chova jako tunkce.
Podobné lze oviem dokdzat i jednoznacnost vici pravému argumentu

(VIb) (miSn A madSn) = my = ma.
Relace S je tedy jedno-jednoznadna.

Daldf véta tikd, Ze f) Zadnému argumentu nepfitazuje ¢islo 0, neboli:

(V2) —mS0O.

To je dano jednoduse tim, Ze pfedchazeni ve smysiu mSn vvZaduje z defi-

ice (S) existenci prvku v spadajiciho p()d pojem I‘i pro ktery NxFx = n.
NxFx = 0 plati oviem tehdy a jen tehdy. je-li pojem F prazdny, coZ jsme
nziﬂcdtm’cc Frega ukdzali v predchozim paragrafu.

V uvodu tohoto wdd Tu jsme jako coff daldf analvzy polozili definici priro-
zeného Cisla. Souvisiost s d(.,t el ndslednika v Eiselné tadé je ziejmd:
mame-li ji, miZzeme 5’)?'”’()'&(‘11(} ‘isto definovat jako x takové, které je ndsled-
nikem O v &iselné radé. Relace S oviem kyZenow naslednickou definicl zda-
leka nent: je to viastné jen explicitni pf‘cl M induktivaiho kroku definice (En)
resp. (Dn). ktery nam dovoll nanejvy§ fici, Ze piirozené &islo - ndslednik O -
je to, k emu lze dospét néjakym konednym podtem n aphikaci rel ace Sp//»
ného nastednika v Ciselné radé. Zminéné n je opd mhumn.,kc pismen
nikoli soucdst explicitnt definice.

Obecného naslednika S definuye Frege z primého § pomoct logiky dru-
hého tadu zphisobem. ktery dnes zdomacnél ;mi nazvem ancestral defini-
tion”, neboli definice predka, co? je relace inverzni k té, kterou uvaZujeme.
Definice samotna je aplikovatelnd na b h(m»lnou e [uu R:

(R} aR% b =pg (VO (aRR = Fx) A

ALYV IR A xRy — Fy) — Fbl.

Definujeme-li druhofadovy qum‘n Hxhx viastnost & dédicné v R-fadé jako

(H)y  HxDx =pg (VX yHDx A xRy — Dy),

Fika vySe uvedend definice, 7e jsou pfedméty a. b ve vztahu obecného nds-
lednika R* tehdy a jen tehdy, ma-li b viechny dédiéné viastnosti v R-fadé,
kterd maji véichni piimi R naslednici a.
Na zékladé definice R* fze nyni snadno zavést odvozenou relact R¥7:
aR*b =pe aR¥bva=b
tzv. neviastntho (npropery naslednika, ktery mohl byt ostatné definovan
primo jako

(Rf*‘ ") aR* b sy (W’)H-’u A (\y’x,\f}(l-“x A xRy - Fy) — Fbl.
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(Fin) Fin(x) =p, 0S#¥°x.

Tim se oviem role vlastniho resp. nevlastniho nislednika (R¥) resp. (R*7)
nevycerpdvd, ba naopak: s jejich pomoci dokdze Frege k jiz odvozenym
vlastnostem relace S pridat netrividlni vlastnosti dalsi. Vyznamny tsudkovy
princip. ktery pfi jejich dikazu Frege pouzivd. je primym disledkem obou
definic: jednd se o princip matematické indukce.

3.3 Peanova relace
Podle principu matematické indukce jsme opriavnéni k tvrzeni. 7e vlastnost
F plati pro vSechna prirozend ¢isla, jestlize jsme prokazali. Ze (i) plati pro 0
a (ii) ze je dédi¢nd v fadé urcené relaci S. Jedna se tedy o tsudkové pravidlo:

(SI") FO, Fx A xSy — Fy = Fin(z) = Fz
coby konkrétni piiklad obecnéjsiho:

(RI") Fa, Fx A xRy = Fy = aR*"z — Fz.

Odvozeni (RI") z definice (R*") je trivialni: Predpoklidejme obé formule
antecedentu pravidla spolu s antecedentem jeho zdvéru, tj. formuli aR*7z,
coz je vlastné definiendum (R*7). Antecedent definiens je nyni shodny s an-
tecedentem obhajovaného pravidla. ktery predpokliddame, a aplikaci MP pak
ziskdme formuli Fz. tedy konsekvent konsekventu naseho pravidla. Doka-
zino. — Paraleln¢ Ize uvazovat a odvodit i pravidio

(RI) aRx — Fx, Fy A yRz — Fz = aR*w — Fw.

a jeho konkretizact pro S ziskanou instanci (SI).

Podivame-li se nyni zpét. vidime, Ze pravidla (SI) resp. (SI7) a véty
(Vla-b), (V2) jsou zatim vSe, co jsme dokdzali o relaci S. Ctendf znaly
Peanovych axiomi vi. Ze jsme tim znac¢né pokro¢ili v dikazu Fregova teoré-
mu, explicitngjsi ale budeme v tomto ohledu az pozdéji.

V Grundlagen Frege dile nacrtdva dikaz toho, Ze relace S kazdému pfi-
rozenému Cislu pritazuje opét néjaké prirozené ¢islo. Z toho plyne. Ze ji lze
na oboru pfirozenych ¢isel uchopit jako tordlni funkci. Fregovu ramcovou
ideu. jak takového vysledku dosdhnout. jsme jiZ nastinili: Mdme-li zkonstru-
ovinu fadu 0, 1, ..., n ¢isel. pak &islo n+1 je pocet. ktery ndleZi této fadé jako
celku. Jelikoz disponujeme relaci $%°. jsme toto Cislo schopni explicitng vy-
jadrit formuli jako NX(xS#7n). Zbyva tedy dokdzat

(V3) Fin(m) — mSNx(xS#™m).

Tento ditkaz jiz tak trivialni neni.

Frege jej provddi indukei aplikovanou na formuli (vlastnost) FE:

ESNX(xS*7E). Prvni ¢ast induktivniho dikazu. tj. formule FO. je relativné
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snadnd. K dikazu dédic¢nosti vlastnosti FE je ale zapotiebi coby vyznamny
mezikrok véta, podle niz Zadné ptirozené ¢islo neni svym vlastnim nasled-
nikem, neboli:

(V4) Fin(m) — —mS*m.

Zde je pozadavek konecnosti m evidentni, nebot’ podle definice (S) je ihned
ziejmé, Ze nekonecnda m sama sebe v S-fadé predchazeji. Z (V4) se pak
predpoklad Fin(m) pfenasi do véty (V3).

K dikazu jeji netrividlni ¢dsti (tj. rozpisu druhé ¢asti dikazu indukef)

(L) ¢Sd — [cSNx(xS*7¢) — dSNx(xS*7d)]
je nyni zapotiebi dokdzat, Ze plati korolar

(K) ¢Sd — (Vx)(xS*d A x#d— xS¥¢).

Frege v Grundlagen naznaCuje, Ze na to staci (V4), tak je ale ve skutecnosti
mozné odvodit jen podminénou variantu (K)

(K')  Fin(d) = (K).
Midme-1i ji, jsme schopni dokazat opét jen podminénou variantu (L)

(L)  Fin(c) = (L).
Takto oslabené (L) ovSem naStésti k odvozeni véty (V3) staci, musime jen
pouzit mirné upravené podoby indukce (RI7)

(RI™) Fa, aR*"x — (Fx A xRy = Fy) = aR*7z — Fz,
resp. jeji specidlni verze (SI™'). Véta (L") je jejim druhym antecedentem,
(V3) tvorii konsekvent.

Dukazem véty (V3) lze dospét k definitivinimu souboru tii vét (V1-3)
a jednoho pravidla (SI7), jenz uplnym zplsobem popisuje relaci S a na ni
zalozenou strukturu prirozenych ¢isel. Tento v Grundlagen nastinény plan
Frege realizoval ve svych Grundgesetze, tj. predvedl prisné formalni odvo-
zeni Peanovych axioml z elementdrnich vét logiky a Hp." Analyza role,
kterou tam svym teorémum (V1-4) pfipisoval, vede potom k plauzibilni
hypotéze, ze to jsou tyto varianty Peanovych axiomi, co ve skutecnosti
minil svym titulem ,.zakladni zakony aritmetiky*.

Kromé Fregova teorému obsahuji ovSem Grundgesetze vyznamny ,,me-
tateorém™, tykajici se zminéné strukturdlni jednoznacnosti Fregovy (resp.
Peanovy) aritmetiky. K té se nyni — zcela na zavér — stru¢né vyjadiime.

% podrobnou rekonstrukei tohoto odvozen, tedy i zdlivodnéni toho, Ze mizeme Fregovi pfi-
psat autorstvi Fregova teorému, lze nalézt in Heck (1993). Odlisnostmi mezi Grundlagen
a Grundgesetze ve véci Fregova teorému se zabyva Boolos & Heck (1998).
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3.4 Kategoricnost

Omezme se pro tento okamzik v tvahéch o ¢&isle pouze na nasledniky 0, tj.
x takovd, ze Fin(x). Na zdkladé véty (V3) vime, Ze relace S kazdému &islu
m pritazuje néjaké Cislo n, tj. levy argument S je definovan na celém oboru,
ktery uvazujeme. Podle véty (Vla) lze tedy relaci S uchopit jako funkci s,
pfifazujici kazdému cislu m jeho naslednika s(m), neboli tzv. ndslednickou
funkei Peanovy aritmetiky.

Prvni dva axiomy tohoto kanonického systému dostaneme z vét (V1b)
a (V2), totiZ Ze je s prostd, neboli

(P (Yxy)(s(x)=s(y) = x =vy),
a Ze nepfirazuje nic 0, neboli
(P2)  Vx(s(x)#0).

Uvazime-li fadu predmétd 0. s(0), ss(0), ... ss.n-krat(0), je z véty (V4)
ziejmé, Ze Clen ziskany posledni iteraci funkce s nemohl byt identicky z Zad-
nym Clenem pfedchozim, tj. je zcela novy. (Tento fakt oviem plyne jiz
z predchozich dvou axiomi, tj. (P1), (P2)))' Posloupnost ziskana aplikaci
funkce s na predmeét 0 je tedy nekonecna.

Z hlediska teorie modelt je nekonec¢nost domény D potencidlniho mode-
lu pro (P1), (P2) dana pfimo pozadavkem existence prosté funkce zobrazuji-
ci D na vlastni ¢dst. Této charakterizaci nekonené mnoziny se fika dedekin-
dovska: kazdd dedekindovsky nekone¢nd mnoZina je nekoneénd, opaéna im-
plikace oviem plati aZ v teorii mnoZzin obohacené o axiom vybéru (AC)."”

Nasim cilem ale nebylo zachytit libovolnou nekone¢nou doménu, ale
doménu sestavajici vyhradné z prirozenych &isel 0, s(0). ss(0), ... resp.
prvku a odpovidajicitho konstante .0 a naslednych aplikaci funkce f odpo-
vidajici konstanté .s". V zamysleném modelu <D. f, a> by mélo jit kazdy
prvek b popsat jako f"(a) pro néjaké n, j. dospét k nému koneénou aplikaci
funkce f na prvek a. K tomuto d¢elu méla slouzit pravé Fregova definice
naslednika v fad€, nyni prezentovand ve formé axiomu indikce

' Ve standardni axiomatizaci aritmetiky se namisto Fregova (V4) vyskytuje jiny redundantni

axiom, totiz (Vx)[x # 0 — (Jy)(x = s(y))]. Oba jsou zajimavé piedeviim z hlediska zkoumani
slabych aritmetik, neobsahujicich princip indukce.

"7 podle AC existuje na kazdé mnoziné X takovd funkce f (tzv. selektor), kterd pro kazdy
prvek X s vyjimkou prizdné mnoZiny vybird prvek tohoto prvku, tj. (Vx)(xe X — f(x)€ x).
S pomoct selektoru na potenci P(D) nekone¢né mnoziny D dokdzeme snadno definovat neko-
necnou posloupnost ay, as, ..., vzdjemné riznych prvkl z D, a posléze funkci ¢ na D, kterd kaz-
dému a; pfifadi ai. a viem ostatnim prvkim D sebe sama. Je zjevné, Ze g zobrazuje D prosté
na vlastni ¢ist D—{a,}.
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() (VENFO A CVXEY > Fs(x)) = (Vy)Fy]
Uvazujme nyni doménu D interpretace <D, a>, v niZ plati (D, a mnoZinu
M D, tvofenou viemi pryvky ziskanymi aplikaci f na « a niéim jinym. Vez-
méme dale libovolny prvek beD. MnoZina M zjevné spliuje Linduktivni

plec Ipo] IM . nebot’ z definice platd (1) ae M a (i) xe M —» f(x)& M, mus{
tcd\ plat avér Vx(xe M). To ale znamend, 7e 1 be M neboli D ¢ M, tudi?
=,

Platnost 'If) vointerpretact <DL f a2 'dgl‘»ﬂl.l.jt:, uspofadant D funkel f do
Fady a, {(a), ff(a), ..., a tim i jeji spocemost. (P1) a (P2) pak garantuji, Ze je
(dedekindovsky) nekonecdnd. Systém viech tH axiom( (voFf tzv. Peanovu
m‘tmcliku druhého radu (PA2). I,xhu\,ulny model <3, f a» PA2 ma za do-

nenu nekonednon spocetnor mnoZinu £ usporadanou funkei fdo fady podi-

najici prvkem a. Timto pozorovianim se zdd byt kate wfm iCnost PA2, 1. sku-
tu_, 10st, Ze jsou jejl dva Hibovolné udcﬂv My=<Dy 1. 5z <Dy, T, ag
strukturdlng identicke. nebolt 1izomorfui (symbolicky \4 M;y potvrzena
na neformdlni drovni. Technicky oviem potifebujeme ukm/:m Ze existuje
zobrazeni it D e, ,Ug takové, 7e

(1 h(ﬂI) = &
a pro lihovolne x z D) plat

() h{fi(x) = ﬁ‘;(h(’,\')}.
Skutecnost. Ze se zdd byt pfislusnd bijekce snadno zndzornitelnd jako

Doy fila fifitan

h: ! 7 7

Dy o f4¢a0) a1 (as)
vedla mnoho matematikin k tomu, Ze dikaz povazovali za zbyteény nebo
odbyty ptmlmmun na to, ze je-hi h definovana pro a; a v kr oku f1(x) se
odvoldvi na jiZ definovanou hodnotu h 1%}, je definovana jednoznaéng, a tim
1 existige. lmtu emusi byt nutné argument kruhem, jeho? bludnost ~ jak
arsumentuje M. X“’()ilm'm spociva v tom, e pf‘ud;ml‘lﬁ(i" Jednoznacnost
funkce predtim, neZ prokidzal. Ze tato funkee vibec existuje; v nasem pii-
pad¢ predem zvoleného strukturalistického™ rdmee t ale zietelny lapsus je,

e Kdybychom namisto Dedekindovy funktorové konstanty s uvaZovali Freglv znak .8 pro
(dvoimistnou} relaci, bylo by naopak nutné pro prisiuing 1'<,I(xu, Ry, Raa tibovolnd x, v 2 Dy
oveli, Ze

Ry e hOORGh(v)

Y Potter (2000), s. 82n.
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nebot’ v pog)isu funkce h jsme nesli dal nezli za rovnice (1), (2), tedy zadani
celé ulohy.”’

Rigorézni (Iépe feceno: nekruhovy) dikaz, definujict funkci /i ,po Cds-
tech resp. metodou minimalntho uzdvéru mnoziny {<a;.a,>} na funkci
g(<x,y>) = <fi(x),f2(y)>. predvedl, jak zndmo, jako prvni Dedekind, a to
jakozto dusledek mnohem obecnéjsiho (a podobné ,sebeevidentniho™)
vysledku, tzv. rekurzivaiho teorému, jenz garantuje korektnost rekurzivni
definice funkce nad oborem argumenti, ktery ma strukturu pfirozenych
Cisel. Jak jsme jiz zminili, Heck (1995) ukdzal, Ze tyto vysledky existuji i ve
Fregovych Grundgesetze, s tim rozdilem, Ze jsou tam oproti Dedekindovi
plné formalizovédny. Fakt, Ze jsou v ptipadé Grundgesetze obvykle piehliZe-
ny, lze snadno zdvodnit tim, Ze je Frege pouzil jako pouhych lemmat k di-
kazu teorému o pojmech nekone¢né mohutnosti, konkrétné teorému 263.
Celd véc se md takto: Frege definoval nckoneénou kardinalitu <o jako ¢islo
prislusejici pojmu ndslednika O, (j

(00) 0 =p¢ NxFin(x).

Teorém 263 nyni tvrdi, Ze tuto mohutnost md kazdy pojem G. jehoZ extenzi
1ze usporadat relaci Q s vlastnostmi popsanymi vétami (V 1-4), tj. funkciona-
litou, ,,prvnim® prvkem, ,,dalsim* prvkem a ireflexivitou. Frege nejprve jako
pomocné tvrzeni dokdzal, Ze jsou vechny extenze této strukturalni vlastnos-
ti vzdjemné izomorfni, aby pak z toho, Ze naslednici O spliuji uvedené
axiomy, odvodil i zminény teorém. Kategoricnost FA (PA2) je tak snadnym
disledkem pomocnych lemmat 254 a 259, s lemmatem 256 jakozto va-
riantou Dedekindova rekurzivniho teorému. To vSe uvadime jen pro tplnost
a dal§i detaily sledovat nebudeme, je$té se ale stru¢né zminime o nékterych
dusledcich dukazu ., kategori¢nosti™ pro ideu zakladani matematiky.

V obecné roviné jsem o tom hovoril jiz na zdvér mého predchazejiciho
logicistického* &lanku,” kdyz jsem zminil, Ze kategori¢nost je pro doktrinu
matematického strukturalismu tim. co byla pro Hilbertv formalismus

* Problém, na ktery tu nardzim, souvisi s odlinymi koncepcemi pojmu funkce, tedy i tim, jak
je nam ,dana“. Logicisté jako Dedekind ¢i Frege berou za zdklad obor nespecifikovanych
funkei, mnoZin a relaci, z nichz chtgji ty aritmetické vydélit jako specialni ptipad: rekurzivni
definice jako (1), (2) proto nechdpou a ani nemohou chdpat jako jména konkrétnich funkci, ale
jen jako wrcité deskripce, u nichZ je z povahy véci nejprve tieba dokdzat, zda néco oznauji
a zda to oznacuji jednoznac¢né. Pro konstruktivistu je oproti tomu vyse uvedend rekurze nejele-
mentarnéj$im zachycenim funkce coby korektniho vypoctu, tedy pravé viastni jméno, u néhoz
neni co dokazovat, nebot’ denotuje z definice. Podrobnostem k otizkdm logicistického stan-
dardu ,.definovani* se vénuji in: Kolman (2004b) a Kolman (2004c).

*! Kolman (2004a).
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a axiomatismus bezespornost, tj. jakymsi kritériem smyslu. Nyni technické
detaily. — Z véty o uplnosti logiky prvniho fadu vime, Ze neuplna teorie
prvniho fadu nemuze byt kategorickd. Z Godelovych vét o nelplnosti arit-
metiky tedy plyne, Ze PAI nenf kategorickd. Syntakticka neuplnost PA1 se
pfesouva i na PA2 coby nadsystém, tj. neplati

PA2FA & NEA.

Prokazana kategori¢nost ma ov§em vliv na Uplnost sémantickou, narozdil od
PAI, pro niZ jsou z véty o Uplnosti relace |~‘ a }=‘ zaménitelné, tedy plati

PA2FEA < NEA.

Lze okamzZité tusit, Ze se tato asymetrie musi dotknout i uZité logiky, a sku-
tecné: logika druhého fadu je neuplna! Silna verze této véty je okamzité
zfejma z pravé zminénych ekvivalenci, které blokuji kyZené

PA2}FA < PA2EA .

Dukaz neplatnosti slabé verze véty o dplnosti L2 je rovnéz jednoduchy:
M¢jme néjakou ,.efektivni* axiomatizaci L2, kterd je korektni vGci standar-
dni druhotfadové s€mantice, a uvazme mnozinu

S = [A:(lL2) }- PA2 — A, A je prvoradova aritmeticka sentence}.22

S je z korektnosti L2 podmnoZinou mnoZiny

Th(N) = {A; N |=A. A je prvoradova aritmeticka sentence}.
(Podrobngji: | PA2 — A implikuje F PA2 — A implikuje N fF PA2 — A
implikuje N |= A). Aby mohla byt L2 dplnd, muselo by nyni platit S = Th(N),
nebot’ z kategori¢nosti PA2 plyne, Ze pro pravdivou A je PA2 — A druhofa-
dovou tautologii! (Podrobngji: N | A implikuje PA2 | A implikuje f PA2
— A.) Kdyby to ale nastalo, byla by aritmetika prvniho radu rekurzivné axi-

omatizovatelna (,.efektivné® generovatelnd sentence po sentenci), tedy dpl-
nd, coz je v rozporu s Godelovymi vysledky.

Katedra logiky

Filosoficka fakulta Karlovy Univerzity
Celetna 20

116 42 Praha |

* Narozdil od PAI lze PA2 chdpat jako jediny axiom, zdpis ,,PA2 — A" tedy diva smysl.
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