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GOTTLOB FREGE - ZIVOT A DIELO

Frantiek GAHER

GOTTLOB FREGE - LIFE AND WORK

G. Frege is one among the most prominent logicians in history. The author
deals with the main events not just from Frege's awkward private life, but also
from his scientific and teaching activities. This text is throwing some light on
meaning and significance of the Frege's most important works and his
revelations in the field of symbolic logic and semantics. Also, here are
explained some notable relations concerning realisation of the main aim of his
scientific works - realisation of the logicism programme.

Bez zveli¢ovania mozeme povedat’, Ze Frege patri medzi najvyznamnej3ich
logikov v dejinach l'udstva. Moderni logiku si bez Fregeho prinosu sotva
vieme predstavit. V &ase jeho Zivota si viak iba mélokto - ak vbbec niekto -
toto uvedomoval. Mnohi ho povaZovali za neispe3ného a bezvyznamného vy-
sokoskolského uéitel'a. ESte v roku 1908 po 34 rokoch jeho posobenia na uni-
verzite v Jene univerzitny kurator o fiom napisal, Ze od nejakej zvlaitnej
pocty k Fregeho Sestdesiatke m6Zzeme odhliadat’, pretoze jeho ugitel'ské pdso-
benie ma podradny vyznam a nie je pre univerzitu prinosom (pozri [5], 1).

Studentské obdobie

Friedrich Ludwig Gottlob Frege sa narodil 8. novembra 1848' vo Wis-
mare (Mecklenburg) v Nemecku. Jeho otec Karl Alexander (1809 - 1866) bol
zakladatel'om a riaditel'om sikromnej vy$ej diev&enskej §koly. Matka Gott-
loba Fregeho Augustina Bialloblotzké bola u&itel’kou na tejto §kole a po smurti
svojho manzela riaditel'kou. Rodné meno matky poukazuje na jej pravdepo-
dobne pol'sky povod. Fregeho rodina sa hlasila k evanjelickej cirkvi augs-
burského vyznania.

Frege navitevoval gymnazium vo Wismare, kde v roku 1869 zmaturoval.
Studoval matematiku, fyziku, chémiu a filozofiu, a to Styri semestre na uni-
verzite v Jene v rokoch 1869 - 1870 a pat’ semestrov na univerzite v Gottin-
gene vrokoch 1871 - 1873. V jtudentskych &asoch sa najviac zaujimal
o tedriu komplexnych matematickych funkecii, ktoré §tudoval u profesora Emn-
sta Abbeho v Jene a u profesora Emsta Scheringa v Gottingene. Schering bol
nastupca po Karlovi Friedrichovi Gaussovi a prvy editor jeho zobranych spi-
sov. Ako Fregeho u¢itel’ matematiky i jeho Skolitel’ urite vitepoval Fregemu
gaussovsku tradiciu a zdoraziiovanie logickej presnosti euklidovského typu
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([6], 335 - 337). Doktorski dizertdciu Frege napisal z oblasti geometrie
"O geometrickom zobrazeni imaginarnych utvarov v rovine" a 12. decembra
1973 ziskal titul Doctor Philosophiae na univerzite v Gottingene.

Frege ako ulitel

Po ziskani doktorského titulu sa uchddzal o miesto sukromného docenta,
t.j. neplateného ucitel'a na univerzite v Jene. V tom &ase ho zrejme finan&ne
podporovala matka. Habilitaént pracu z odboru matematika "Metddy vypo&tu
zaloZené na roz§ireni pojmu veli€iny" napisal v roku 1874 a na zaklade velmi
pozitivneho hodnotenia profesora Abbeho ho komisia odpori¢ala na prijatie.
Po uskuto&neni verejnej diskusie a vykonani troch skiiobnych prednaok sa
stal vmdji 1874 ¢&lenom matematickej fakulty. Vyudoval matematiku
a spociatku bol jeho tvdzok nezvy&ajne vysoky, najmi vroku 1878, ked
prednalal za profesora K. Snella. Frege bol vel'mi svedomity ucitel, ktory
svoje prednasky koncipoval so zretelom na potreby $tudentov, prednaial
jasne, premyslene a Studentov nezataZoval nadmernou zloZitostou. Rudolf
Carnap, ktory navitevoval Fregeho prednasky v rokoch 1910 1914 a ktory sa
povazuje za jeho najvicieho Ziaka, si necenil ani tak prednaiky z vlastnej
matematiky alebo z vlastnej filozofie, ako prave Fregeho prednasky tykajice
sa hrani¢nej oblasti medzi nimi. Fregeho utitel’ a neskor aj priatel’ profesor
Abbe v hodnoteni Fregeho prace pre rok 1879 vysoko hodnotil jeho
prednadky ako absolitne perfektné v kazdej zdkladnej otdzke. V tomto
ohl'ade je prizna¢na znama historka z neskorieho obdobia, ked' priiel za
Fregem Wittgenstein (1911). Wittgenstein spomina:

"Frege nikdy nediskutoval o nie¢om inom ako o logike a matematike; ak
som zacal o nejakom inom predmete, povedal mi €osi zdvorilé a ponoril sa
znovu do logiky a matematiky. Raz mi ukazal nekrolég o kolegovi, ktory ako
bolo uvedené nikdy nepouzil slovo bez toho, aby nevedel, ¢o znamend; vyja-
dril obdiv a nazor, Ze tohto ¢loveka by si mali za to vazit™ ([3], 132).

Zmysel tohto nekrolégu by sme mohli povaZovat aj za Fregeho Zivotné
krédo.

Zmysel pre presnost’ je pre matematiku a logiku najddleZitejSi predpo-
klad uspe&nosti a musi sa pestovat’. Frege ho pestoval s neoby&ajnou intenzi-
tou a doslednostou cely Zivot a z neho vychadzajuca kriti¢nost’ vo&i ndzorom
ktoréhokol'vek vedca charakterizovala v3etky jeho vedecké diela. Provokova-
la madrmomyselnost’ inych do tej miery, Ze to viedlo az k tomu, Ze jeho objavy
zostali takmer dplne nepoviimnuté. Frege viak v tomto ohlade nepripistal
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Ziadny kompromis &i zlavenie poZziadaviek vofi nikomu. Ani voéi sebe
samému. A ta chvil'a tieZ pri§la.

Od matematiky k logike

V recenziach, ktoré publikoval v prvych rokoch ucitel'ského posobenia,
moZeme zbadat prvé prejavy projektu, ktory dominoval celej jeho kariére
a ktorému venoval vaé§inu vedeckej prace, a to dokéazat, Ze aritmetika je od-
vetvim logiky. V recenzii na knihu H. Seegera Die Elemente der Arithmetik
kritizuje, Ze zakladné teorémy a transforma¢né formuly sa uvadzaju bez doka-
zu. Student sa zakony aritmetiky musi ugit’ viacmenej naspamit’ a zvykne si
na to, Ze bude spokojny aj so slovami, ktorym nerozumie (KSch, 85). To, ¢o
tak chybalo v Seegerovej knihe - jasné a presné vysvetlenie zakladnych poj-
mov a dokazov zékladnych zakonov aritmetiky - je hlavny ciel’ Fregeho pro-
gramu logicizmu. Neskor (v roku 1919) o tom napisal:

"Od matematiky som odigiel. Pre tito vedu som videl najnaliehavejsiu
filohu v tom, postavit ju na lepgie zaklady. Skoro som spoznal, Ze &islo nie je
stbor veci ani rad veci atieZ nie vlastnost' jedného siboru, ale Ze &iselny
tdaj, ktory na zéklade potitania uréime, obsahuje vyrok o nejakom pojme. Pri
takomto skimani prekazala logickd nedokonalost jazyka. Napravu som
hlPadal v mojom pojmovom pisme. Tak som presiel od matematiky k logike"

(N, 273).

Pojmové pismo

Prvou pracou, ktorou zafal realizovat’ tento program, bolo jeho Pojmové
pismo (Begriffsschrift -BS), vydané v roku 1879. Frege zistil, Ze prirodzeny
Jjazyk nie je vhodny na zachytenie presnosti takého stupiia, aky vyZzaduju lo-
gické zaklady aritmetiky: mnohé jednoduché vyrazy icelé slovné spojenia
z prirodzeného jazyka su viaczna¢né, vyznam mnohych slov nie je dostato¢ne
ostry. Preto buduje symbolicky jazyk lingua charakteristica, v ktorom vsetko,
¢o je pre vyplyvanie nepotrebné, bude zatlatené do uzadia a vietko, ¢o je
z hl'adiska vyplyvania délezité, bude jednoznacne a prehladne zachytené.
Vietky predpoklady musia byt explicitne uvedené - nesmie sa vychadzat' zo
Ziadneho implicitného predpokladu. Zakladné pravidla usudzovania musia
byt ¢o najjednoduch$ie a spravne iba na zaklade svojej logickej 3truktury.
Frege vypracoval pre svoj symbolicky jazyk dvojdimenzionalny zapis.

Obsah vyrazu rozdel'uje akoby do dvoch &asti: i) €ast), ktord je ddlezita
z hladiska vyplyvania a je objektivna; ii) Cast, ktord nie je pre logické
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vyplyvanie relevantna. Prvii nazyva pojmovy obsah (begrifflicher Inhalt). le
to ta Cast’ obsahu, ktora je v oboch odli¥nych vetach

(1) Pri Platajach Gréci zvitazili nad PerZanmi
(2) Pri Platajach boli Perzania porazeni Grékmi

ta istd (pozri BS, 3). Pojmovy obsah, ktory mdzeme tvrdit, je usudzovatelny
(pojmovy) obsah (beurtheilbare Inhalf). Pojmovy obsah predstavy "dom" nie
je usudzovatelny, ale méZe byt jeho astou, to znamend, Ze usudzovatelny
obsah ma svoje &asti. Aviak gramatické rozliSenie na subjekt a predikat nepo-
vazuje pre pojmové pismo za primerane oddvodnené, pretoZe vety
v prirodzenom jazyku s odliSnymi subjektmi - ako je to v pripade viet (1)
a (2) - mdzu mat ten isty pojmovy obsah. Definuje zakladné vyrokové spojky
- implikéciu a negéciu. Roz8iruje pojem funkcie aj na neiselné priradenia.
Pojem explikuje ako funkciu, ktorej hodnotou su pravdivostné hodnoty,
a miesto gramatickych kategérii prisudku a podmetu pracuje s logickymi ka-
tegériami funkciou a argumentom funkcie. Zavaddza vseobecny kvantifikdtor
a koncipuje moderny pojem premennej. Ukazuje prepis subjekt-pre-
dikatovych vyrokov v pojmovom pisme, ¢im dokaze, Ze jeho Pojmové pismo
obsahuje aj vietko to, &o zachytdvala Aristotelova logika. Napriklad vieo-
becny kladny vyrok [v dne$nej symbolike napr. (Vx)(S(x)— P(x))] zapisoval
vo svojej dvojdimenzionalnej symbolike:
T
S(x)

kde |~ je znak pre usudzovatelny obsah, U je znak pre v§eobecny kvantifikdtor,
ktory viaZe premennid x [on pouZival nemecké (gotické) pismend)], ktora je
uvedena nad tymto znakom (nad touto "prehibeninou"),_l: je znak pre im-
plikdciu (antecedentom je dolny vyraz, konzekventom nomny), S, P su
predikaty.

Formuluje v modernej dobe prvy uplny axiomaticky systém vyrokovej
logiky a zadklady predikétovej logiky. Na zadklade pojmu logického ddsledku
definuje niektoré zakladné pojmy aritmetiky, napriklad pojem dedicnej viast-
nosti, relaciu nasledovnika, resp. predchodcu a iné. Uskuto¢ni dékazy 133 lo-
gickych alebo aritmetickych teorém (BS, 26 - 86).

Napriek tymto objavom nemala tato Fregeho prva monografia takmer

Ziadny pozitivny ohlas. Zo Siestich recenzii bola iba jedna ako-tak priazniva
([1], s. 1718). Najdélezitejsie boli recenzie, ktoré napisali odbornici v logike
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- John Venn v Anglicku a Emnst Schroder v Nemecku. Obaja namiesto toho,
aby ocenili velky pokrok v oblasti logiky, ktory Pojmové pismo znamenalo,
odmietli Fregeho dvojdimenziondlny zapis ako taZzkopadny, neSikovny
a nezvy&ajny (Venn) &i ako obrovsku stratu priestoru, ktord je zaloZena na
obl'ube japonského zvyku vertikalneho zapisu (Schrider); sotva sa vyrovna
logike Georga Boola. Nezbadali Fregeho objavy, pretoze Pojmové pismo
neustale porovnavali s Boolovou pracou Zdakony myslenia.’ Frege necitoval
Boolovu précu, a preto mu Venn vytyka ignoraciu toho, €o sa v tejto oblasti
uZ urobilo.

Rok vydania Pgjmového pisma bol pre Fregeho délezity. Pred ohlasmi
na Pojmové pismo mal vietky dovody na optimizmus. Ziskal dobri reputéciu
v Jene, stal sa mimoriadnym profesorom, &im ziskal urcité¢ finan¢né pro-
striedky na zaopatrenie seba a svojej rodiny, a vydal prvi knihu. Po zverej-
neni ohlasov v3ak nastalo pre neho tazké obdobie. Viac ako desat rokov bolo
jeho dielo ignorované alebo nepochopené. V rokoch 1891 aZ 1901 postupne
ziskal vieobecné uznanie aj za hranicami Nemecka. Ani v osobnom Zivote to
nemal 'ahké - v manzelstve s Margaretou Lieseburgovou (1856 - 1905) im
zomreli vietky deti eSte ako malé a okolo roku 1900 adoptovali syna Alfreda.
Aviak vroku 1905 jeho manzelka zomrela a nechala ho s malym chlapcom
samého.

Frege si po neuspechu Pojmového pisma uvedomil, Ze sa musi vyrovnat
z Boolovou pracou. Ako odpoved’ na kritiku napisal brilantni 3tadiu Booles
rechnende Logik und die Begriffsschrift (N, 9 - 52), kde porovnal ciele
a vlastnosti jeho vlastnej symboliky s Boolovou logikou. Preukézal tu neoby-
¢ajnu schopnost’, ktorit moZno dostatodne nevyuZil pri pisani Pojmového
pisma, presne a jasne vysvetlit’ problematiku. Presvedéivo vysvetlil, preco ne-
mohol pouzit Boolovu symboliku a ukazal prednosti vlastnej notacie. Clanok
ponikol do troch ¢asopisov, ale vo vietkych ho odmietli. Ked’Ze to bol vel'mi
dlhy ¢lanok, plny zloZitych symbolov, rozhodol sa napisat skratent
a ustretovejSiu verziu Booles logische Formelsprache und meine Begriffs-
schrift (N, 53 - 60). Ani tento &lanok neprijali, ato R. Avenarius zo Svrtro-
Genky pre vedecki filozofiu ([1], 21).

Frege viak nezlozil zbrane a v roku 1882 sa mu podarilo publikovat
velmi vieobecny a symbolkov tplne zbaveny ¢&lanok O vedeckom oprdavneni
pojmového pisma'® a na zasadnuti Jenskej spoloCnosti pre medicinu
a prirodovedu v januari 1882 predniest’ prednasku, ktora bola neskor publiko-
van4 pod nazvom O ucele Pojmového pisma (Uber die Zweck der Begriffs-
schrif?). Zdoraziiuje odlisné ciele svojho diela oproti knihe G. Boola:
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.. nechcel som zobrazit' abstraktni logiku vo formuldch, ale obsah
napisanych znakov vyjadrit' ¢o najpresnej$im a najprehl'adnej$im sposobom,
aky je len vobec mézny. Nechcel som v skuto€nosti vytvorit' &isty "calculus
ratiocinator", ale "lingua characteristica" v Leibnizovom zmysle, pri¢om
kazdy logicky ddsledok bude uznany ako nutna sucast’ Pojmového pisma"
(BS (1964), 97 - 98).

Poukazuje na nedostatky v Boolovej symbolike, ked' jeden aten isty
symbol (taky, ako je znak "+") raz znamena aritmetickd operdciu s¢itavania
a inokedy zas logickil operédciu "spojenia". Obhajuje proti Schroderovej kri-
tike svoju noticiu a demonstruje, Ze jeho dvodimenzionalny zapis je neoby-
¢ajne vhodny a prehl'adny v pripadoch zlozitejSich tvrdeni.

Ziklady aritmetiky

Frege pochopil, Ze ak chce naozaj presved¢it odbornikov i §ir§ie
¢itatel'ské auditérium o spravnosti svojho projektu, musi zmenit taktiku. Roz-
hodol sa napisat’ knihu, ktord by sa tykala zakladnych pojmov aritmetiky,
akymi bol napriklad pojem cis/a, ale bola by napisand bez symbolickych
zapisov, voli ktorym bola taka averzia. V roku 1884 vyilo jeho dielo Zdklady
aritmetiky (Grundlagen der Arithmetik - GLA). Ciel prace bol zdanlivo jed-
noduchy - definovat’ pojem ¢isla. Toto dielo je hadam "najfilozofickejsie" zo
vietkych Fregeho prac. V mnohych ohladoch je to priam ulebnica episte-
mologie. Frege s neoby¢ajnou trpezlivostou analyzuje najznamejsie vysvetle-
nia pojmu &isla: psychologické, formalistické a empiricistické.

Ukazuje neudrZatelnost explikacie ¢&isla ako mentalneho kontruktu -
napriklad ak by si nikto prave nemyslel niektoré &islo, tak by toto &islo pre-
stalo existovat’. Zdrvujucej kritike podrobuje formalistické vysvetlenie, ktoré
&isla stotoZiiuje s €islicami napisanymi na papieri. Argumentuje proti nazoru,
Zze mozeme ¢isla tvorif; Frege tvrdi, Ze mdZeme tvorit' iba nové symboly
(mena) pre Cisla, nie samy ¢isla (FA, 108). Frege s neoby&ajnym zmyslom pre
Jjemni iréniu takmer doslova "rozpuita v kyseline" vysvetlenie extrémneho
empirizmu, ktoré¢ho predstavitelom je napriklad John Stuart Mill, podla
ktorého zakony aritmetiky si empirické zovieobecnenia zaloZené na indukcii
a zakladné aritmetické pojmy su ziskané z pozorovania agregatov fyzickych
objektov.

Ako alternativu k tymto vysvetleniam predkladéa svoju koncepciu logiciz-
mu. Podl'a nej 1. vietky zakladné aritmetické pojmy moZzno definovat
vylu¢ne prostrednictvom logickych pojmov; 2. pomocou takto definovanych
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pojmov mozno vietky zédkony aritmetiky odvodit’ z logickych zakonov pomo-
cou logickych pravidiel.

Aby uskutoénil prvy krok tohto programu, musi definovat’ kardinédlne
¢islo. Na definiciu kardindlneho ¢isla (mohutnost mnoZiny) v Cantorovej
tedrii mnoZin si potrebné tri pojmy: »mnoZina«, »byt prvkom mnoZiny«
a »jedno-jednoznacné zobrazenie«. Logika sa naproti tomu podlPa Fregeho
zaoberd pojmami »pojem« (sem patria vlastnosti - pojmy v uzSom slova
zmysle, a vztahy), »spadat’ pod pojem« a »rozsah pojmu«. Pomocou tychto
in§trumentov "Cistej logiky" definuje dané mnozinové pojmy, a teda aj pojem
»rovnakej mohutnosti pojmov« a pojem »mohutnosti pojmu« ¢&i »kardinalne-
ho ¢isla«. Napriklad pojem »rovnakej mohutnosti pojmov« definuje pomocou
jedno-jednoznaéného vztahu (GLA, §72) a kardindlne &islo "dva" definuje
ako rozsah pojmu, pod ktory spadaju tie pojmy, medzi rozsahmi ktorych
a parom nejakych predmetov je jedno-jednoznaény vztah - vztah rovnakej
mohutnosti. Frege tu vel'a usilia vynaloZil na to, aby vysvetlil, €o je to kontex-
tualna definicia, a aby presvedcil &itatel’a, Ze je prinajmenej rovnako dobrou
definiciou ako tradi¢na. Tzv. kontextudlnu definiciu abstrakciou vyuzil prave
pri definovani jedno-jednozna¢ného zobrazenia medzi rozsahmi pojmov.

Ohlasy na toto dielo boli rozli¢éné. Napriklad Cantorova recenzia sved¢i
o tom, Ze nepochopil pribuznost Fregeho snaZenia s jeho tedriou mnoZzin
a podl'a vietkého toto dielo ani dobre nepredital, pretoZze Fregemu pripisuje
nazor, Ze kardinalne ¢islo definuje ako mnozinu fyzickych objektov, a nie ako
mnoZinu mnozin fyzickych objektov, t.j. mnoZinu pojmov. Frege na to upo-
zomnil v kratkej replike vroku 1885 v Deutsche Literaturzeitung: Cantor
podstva Fregemu nazor, Ze "potet Jupiterovych mesiacov je rozsah pojmu
»Jupiterov mesiac«". Frege to v skutofnosti definoval inak: "pocet Jupite-
rovych mesiacov je rozsah pojmu »byt’ rovnako mohutny s pojmom »Jupite-
rov mesiac«« (pozri KSch, 112; MLPh, 123). Toto upozornenie zostalo
nepov§imnuté. Do Fregeho sa pustili "advokati" psychologizmu v logike
a matematike, ktory bol vtedy velmi rozSireny apopuldrny. Jednym zo
zastancov psychologizmu bol R. Hoppe, ktory mal vplyv a vdZznost™ dlhé roky
(1873 - 1900) bol editorom Archiv der Mathematik und Physik. Hoppe
v recenzii uviedol, ze Fregeho tedriu budu uéenci povaZovat' za neplodnu
a nehodnu vazneho zaujmu (pozri [1], 29). Zial, dlhé obdobie to bola pravda.
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Objektivita pojmov a nové sémantické nastroje:
zmysel a denotat mena

Napriek nepriaznivému ohlasu ¢i skér ignorovaniu Zdkladov aritmetiky
Frege nepolavoval vo svojom usili. Okolo roku 1891 zacina Fregeho dielo
pomald expanziu vplyvu po tom, &o taliansky logik G. Peano cituje Fregeho
préacu. V tom obdobi sa za¢ina aj plodnd kore¥pondencia Fregeho s E. Hus-
serlom. V &lanku O zdkone zotrvacnosti hovori:

“Ak sa toto ostré ohraniCenie [pojmu] neukaze, nemozno ho uznat' ako
pojem logiky... Logicky pojem nema ziadny vyvoj, Ziadnu historiu...
Nesthlasim s autorom [L. Langem], Ze je vel'mi potrebné hovorit’ o vyvine
pojmu ... Ak miesto toho povieme "histéria pokusov pochopit’ pojem" alebo
"historia chapania pojmu", tak sa mi to zda byt ovela primeranejsie; d’alej
pojem je nieCo objektivne, o netvorime, &o tieZ ani v nas nie je tvorené, ale
to, ¢o sa snazime pochopit’ a nakoniec snad’ aj naozaj pochopime, ked’ nebu-
deme omylom hladat’ tu, kde ni¢ nie je" (KSch, 122; MLPh, 133)

Pojmy matematiky podla Fregeho nevytvarame, o neskdr objasiiuje
takto:

"Ako geograf nevytvara Ziadne more, ked' zakresl'uje hranice a hovori:
"Touto ¢iarou ohrani¢enu &ast vodnej plochy budem nazyvat ZIté more",
rovnako aj matematik definiciou ni¢ vlastne nevytvara..." (GGA 1, XIII).

Aby Frege pripravil vhodnu pédu na prijatie diela, v ktorom sa mé pro-
jekt logicizmu zavr8eny, predniesol pre svojich kolegov prednasku O funkcii
a pojme (FB) apublikoval dva &lanky. Statou O zmysle a denotdte (SB,
1892) "polozil zéklady intenziondlnej analyzy jazyka ...V druhej polovici
dvadsiateho stotoCia sa Fregeho 3tudia stala jednou z najcitovanejSich prac
v oblasti filozofie jazyka." V tejto §tidii zaviedol miesto pojmového obsahu
nové sémantické inStrumenty: zmysel vyrazu (Sinn) a denotét &i referent vyra-
zu (Bedeutung). Uréity vyraz (meno) vyjadruje zmysel a oznaduje denotat.
Zmysel vyrazu je spdsob danosti toho, ¢o tento vyraz oznaluje. Meno oz-
nacuje predmet. Napriklad mena "Vecernica" a "Zornica" oznafuju to isté
(planétu Venus$u), ale vyjadruju odlidny sposob danosti - maji odli$ny zmy-
sel. Sémantiku, ktord vtomto ¢lanku bola nadrtnutd, rozpracoval
v modifikovanej podobe pre potreby modemej matematiky A. Church (pozri
avod [4]).

V druhom ¢lanku O pojme a predmete vysvetl'uje rozdiel medzi predme-
tom a pojmom: predmet je nasyteny, mdZe byt denotitom nejakého grama-
tického subjektu a nikdy neméZe byt sam uplnym denotitom gramatického
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predikatu; pojem je nenasyteny anemdZze byt priamo denotatom subjektu;
upozorfiuje na rozdiel medzi pojmami prvého adruhého radu (stupia)
a prichadza s vel'mi presvedéivym vysvetlenim, Ze existencia je primarne
vlastnostou pojmov, nie predmetov. (Slovensky preklad tohto ¢&lanku
vychadza prave v tomto &isle Organonu.)

Zikladné zakony aritmetiky

Fregeho reputacia viak stale nebola ani zdaleka na takej drovni, aby
nemal problémy s publikovanim. Hotovy rukopis bol vel'mi rozsiahly a zZiaden
vydavatel’ nechcel riskovat’ neuspech. Rukopis bol plny dékazov v dvojroz-
mernej symbolike. Nakoniec sa na$iel kompromis. Vydavatel ¢lanku O funk-
cii a pojme H. Pohle suhlasil s vydanim prace v dvoch ¢&astiach, pri¢om druha
¢ast’ mala byt vytladend iba v pripade priaznivého ohlasu prvej ¢asti. V roku
1893 vysiel prvy diel Zdkladnych zdkonov aritmetiky (Grundgesetze der
Arithmetik - GGA I).

V uvode diela mozno netakticky hovori o chladnom prijati ¢i vlastne ne-
prijati jeho predchadzajicich prdc matematikmi. Ironicky uvadza vyhrady
k svojej knihe:

"uz prvy dojem musi odradzovat’; nezname znaky, vel'a stran iba cudzich
formal..." (GGA 1, XI).

Napriek tomu sa snazi presvedcit’ ¢itatel'a, ze symbolicky jazyk je nutny,
aprave jeho symbolika umozZiiuje dosiahnut poZzadovani presnost
a prehladnost’. Nebol ochotny v tejto veci urobit’ ani milimetrovy ustupok,
hoci by mu mohol koneéne priniest uznanie. Myslel v§ak ovel'a d’alej ako na
prchavi slavu: zaujimal ho skutoény pokrok vedy. Neoblomne a s ironickou
ostrostou kritizuje najznamejsie vychodiska vysvetlenia povahy &isel: psy-
chologizmus, formalizmus a empiricizmus, ¢im mnohych ¢&itatelov odradzo-
val. Bol si toho plne vedomy, a ked’ze za najhor3i povazuje psychologizmus
v logike a matematike, priam irituje "psychologizujicich logikov" konstato-
vanim v tom zmysle, Ze vyhré iba vtedy, ak jeho knihu odmietnu v pripade, ze
sa vObec printtia fiou vazne zaoberat (pozri GGA I, XXVI).

Rozpracoval d’al3ie roziirenie pojmu funkcie oproti Pojmovému pismu:
argumentmi niektorych funkcii mézu byt okrem objektov inejaké (iné)
funkcie; rozliSuje prvo-radové (erster Stufe) funkcie, ktorych argumentmi su
vyluéne objekty, a druho-radové (zweiter Stufe) funkcie, ktorych argumentmi
(aspoii jednym) sa prvo-radové funkcie. Ked'Zze funkcie mézu mat’ viac argu-
mentov, atie mézu byt objektmi alebo funkciami prvého radu, niektoré
funkcie si z hladiska argumentov rovnakého radu, iné nerovnakého radu
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(ungleichstufige Funktion). Zavédza pojem priebehu funkcie (Wertverlauf)
a definuje "pojem" (Begriff ako viastnost) ako "funkciu s jednym argumen-
tom, ktorej hodnotou je vZdy pravdivostna hodnota".

Ciel, ktory chcel dosiahnut’, opisuje v ivode diela takto:

“Ideal prisne vedeckej metody v matematike, ktory som sa tu pokusil
uskuto¢nit a ktory méZe byt naozaj pomenovany po Euklidovi, by som opisal
nasledovne. NeméZeme poZadovat, aby bolo dokdzané vietko, pretoZe to je
nemozné; ale moZeme pozadovat, aby vietky tvrdenia, ktoré budil pouZité
bez ddkazu, boli vyslovene vyjadrené ako také, aby sme zretelne poznali, na
¢om spotiva cela stavba. Potom sa musime snaZit' pocet tychto zadkladnych
zékonov &o najviac znizit dokazovanim vietkého, ¢o je doké4zatelné. Dalej
pozadujem - a tymto prekracujem Euklida - aby sa vietky spdsoby odvodzo-
vania, ktoré sa pouZiju, uskuto&nili podl'a predchadzajicich. Inak by sme ne-
mohli dosiahnut’ splnenie prvej poZiadavky. Som presved&eny, Ze tento ideal
som uZ v podstate dosiahol" (GGA I, XI).

Fregeho vykon - urovefi presnosti a formalnej korektnosti Zdkladnych
zakonov aritmetiky I - dovtedy nikto nedosiahol a zostal neprekonany naj-
bliz3ich dvadsat’ rokov. V tomto prvom dieli podal na logickej baze vyklad
kone¢nych i nekoneénych kardinalnych &isel, pojmu »usporiadania«, operacii
»prieniku relacii« aw»skladania reldcii« ainych. Bolo to nebyvalé
a monumentalne, ale predsa zostavalo toho elte vela: chybala explikacia
zapornych, racionalnych, iraciondlnych a komplexnych &isel, ako aj operacii
s¢itavania, nasobenia ainych aritmetickych operacii. Pre toto rezervoval
druhy diel. O jedinom zakone sa vyjadril rezervovane: zdkladny zdkon
V o priebehu hodnét mohol vyvolat’ pochybnost, &i svojou povahou patri do
¢istej logiky (pozri GGA [, VII). Tento zakon tvrdi, Ze priebeh hodn6t jednej
funkcie je totozny s priebehom hodnét druhej funkcie vtedy a len vtedy, ked’
hodnota prvej funkcie pre kazdy argument je totoznd s hodnotou druhej
funkcie pre tento argument i naopak.

Z ohlasov na Zdkladné zdkony aritmetiky I bol Frege opit’ frustrovany.
V tlaci boli publikované iba dve recenzie, z ktorych jedna bola ako-tak priaz-
nivd, a okrem nich ni¢ - ani prijatie, ani odmiemutie, iba ticho. Ako dosledok
bolo vydavatel'ovo odmietnutie vytla€it' druhy diel. Fregeho projekt nemal
byt’ dokongeny.

Prva recenzia od R. Hoppeho bola takéa kratka, Ze sa vlastne da tazko
nazvat recenziou a podla vietkého jej autor knihu okrem tvodu a dodatku
vobec nedital. Druhi recenziu napisal G. Peano. Téato recenzia bola ob3irma
a iniciovala plodnu kore$pondenciu medzi Peanom a Fregem. V roku 1900
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alebo 1901 zatina &itat’ Fregeho dielo B. Russell, ¢o viedlo cez retaz udalosti
k vieobecnejsiemu spoznaniu velkosti Fregeho vykonu.

Peano mnohé déleZité veci prehliadol a zrejme sa ani nenaucil Fregeho
symboliku. V recenzii porovnava Fregeho systém so svojim: Frege pouziva
viac zékladnych pojmov (pit’) ako on - Peano (tri). Peano, ktory povazoval
Fregeho systém za konkurenény a predpokladal, Ze analyza matematiky na
zékladné pojmy moéZe byt iba jedna, uzatvara, Ze jeho analyza je fundova-
nejSia. Frege bol Peanovym =zaverom o "menSej" fundovanosti svojho
systému podrazdeny a bol presvedéeny o jeho nespravnosti. V septembri
1896 napisal Peanovi ako vydavatel'ovi Rivista di Mathematica list a poZiadal
ho o jeho publikovanie, pretoZe vtomto ¢&asopise bola uverejnend aj
spominana recenzia. Peano spoznal tvrdost Fregeho polemiky, ktorej je
schopny, ak dostane na fiu priestor. Fregeho replika Lettera del sig. Frege
all 'Editore, v ktorej poukdzal na slabiny achyby v Peanovom diele, bola
zdrvujica aprindtila ho uverejnit odvolanie povodného hodnotenia
a pod’akovat sa Fregemu za opravy svojej logiky. Z chyb, ktoré vytykal Frege
Peanovi, i§lo najma o tieto chyby: nemal presné pravidla definovania; nevedel
odliSovat’ vyjadrenie my3lienky od jej tvrdenia (Frege mal na to zékladné
symboly); Peanova definicia znaku identity bola kruhova, mnohé definicie
délezitych pojmov boli chybné; najmenej tyri symboly neboli definované
a nedali sa definovat’ pomocou zékladnych symbolov (pozri KSchr, 234 239).
Peano bol niteny priznat, Ze pouZiva viac ako devét primitivnych symbolov,
a vysledkom polemiky bolo, Ze na jeho odporuéanie prijal znak pre definiéna
rovnost. Toto Fregeho spresnenie Peanovej logiky sa stalo zndmym. Podla
vietkého Peano od Fregeho prevzal aj tedriu kvantifikacie. Frege bol kone¢ne
"objaveny".

Priprava Zdkladnych zdkonov aritmetiky II

V obdobi rokov 1894 - 1902 Frege okrem pisania viacerych §tudii
(zviét3a nepublikovanych) sa sustreduje na dokoncenie rukopisu druhého
dielu Zdkladnych zdkonov aritmetiky (GGA II). Okrem tuspechu s Peanom
dosiahol aj iny Uspech - menovali ho za &¢estného riadneho profesora. Pravde-
podobne mu ponukli titul riadneho profesora, ale ten zrejme odmietol, aby sa
nezatazoval administrativnymi povinnostami a mohol sa plne venovat’ svoj-
mu projektu. To, Ze mohol prijat’ neplatené miesto, je vysvetlitelné tym, Ze
jeho "tator" E. Abbe mu zabezpecil trvalé §tipendium z Carl Zeiss Stiftung,
ktoré kazdy rok venovalo univerzite v Jene stotisic mariek.

Dalsim uspechom bolo, Z¢ sa mu podarilo po zdrvujiicej recenzii
(1894) Husserlovej knihy Philosophie der Arithmetik (vydanej v roku 1891)



24 Frantilek GAHER

a naslednej kore§pondencii "konvertovat™ E. Husserla zo zastancu psycholo-
gizmu na jeho odporcu. Vroku 1895 publikuje kompromitujicu kritiku
Schroderovych Vorlesungen iiber die Algebra der Logik (1890). Humor,
irénia a niekedy aj vysmech, ktory obsahuju jeho recenzie, st najlepiim do-
kladom Fregeho vykonu ako satirika. V tom obdobi Frege uz vedie bohatu
koreSpondenciu s Balluom, Couturatom, Hilbertom, Husserlom a inymi. Pri-
pravil, ale nepublikoval 1. tri rozsiahle rukopisy v "pojmovom pisme" dva
(301 a210 stran) o tedrii veli¢in a jeden (258 stran vylune v symboloch)
o iracionalnych ¢&islach; 2. esej o logickych chybach v matematike; 3. stat’
o principoch definovania; 4. dva ¢lanky, v ktorych argumentaciou ad ab-
surdum vyvritil stanovisko Weierstrassa a inych, ze ¢isla s agregaty objek-
tov (podrla [1], 43).

Russell objavuje paradox

V roku 1902 je druhy diel Zdkladnych zdkonov aritmetiky v tlaci. Podl'a
vietkého toto vydanie financuje Frege z vlastnych petiazi. Veril, Ze sa mu po-
darilo ukédzat’, Ze aritmetika je odvetvim logiky, pri¢om Uspedne zauto¢il na
vietky zname konkurenéné tedrie: na extrémny empirizmus (Mill, Weier-
strass), psychologizmus (Erdmann, Husserl) i extrémny formalizmus (Hankel,
Ballue).

V obdobi spokojnosti z uskutoénenia takého ndro€ného a vycerpavajiice-
ho projektu sa stalo &osi, o je pre vedca, ktory vyznava hodnoty logickej
konzistentnosti a presnosti, azda najviac neprijemné: nejaky mlady anglicky
logik menom Bertrand Russell objavil antindmiu v logickych zédkladoch mate-
matiky, ktoré Frege stakou namahou vypracoval. Russell napisal Fregemu
o objave antindémie v juni 1902. Antindmia sa stala nesk6r znamou ako Rus-
sellova antindmia a netykala sa iba Fregeho systému, ale rovnako aj Cantoro-
vej tedrie mnozin a Dedekindovej tedrie. Jej zmysel, indpirovany starovekou
antinomiou luhara, vysvetluje sam Frege:

"O triede I'udi nikto nebude chciet tvrdit, ze je Clovekom. Mame tu trie-
du, ktora nie je prvkom seba samej. Hovorim totiZ, Ze nie¢o je prvkom triedy,
ked’ spada pod pojem, ktorého rozsah je prave ta trieda. Uvazujme teraz
pojem trieda, ktord nie je prvkom seba samej! Rozsah tohto pojmu, pokial
o fiom mozeme hovorit, je trieda tych tried, ktoré nie si prvkami seba
samych. Ozna&me ju skratkou T. Teraz sa pytame, €i tato trieda je prvkom
seba samej! Predpokladajme najprv, Zze 4no! Ked’ je nie€o prvkom nejakej
triedy, tak spada pod pojem, ktorého rozsahom je tato trieda. Ked v dosledku
toho nasa trieda je prvkom seba samej, tak je triedou, ktord nie je prvkom
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seba samej. Na§ prvy predpoklad vedie k sporu so sebou. Predpokladajme po
druhé, Ze nasa trieda T nie je prvkom seba samej, takZe spada pod pojem,
ktorého rozsah sam je byt prvkom samého seba. A tu je opét’ spor"(GGA I,
253 4).

Tito antindmiu umoznila prili¥nd "liberdlnost” zakladného zdkona V,
o ktorom si Frege hoci s istou rezervou myslel, Ze je logickym zédkonom.
Po¢as leta koreSpondoval s Russellom. Na konci leta bol druhy diel
Zadkladnych zdkonov aritmetiky vydany. Frege venuje doslov tohto diela Rus-
sellovmu objavu, pricom sa pokusil o opravu, aviak jeho rieSenie bol nein-
tuitivne a iba ad hoc. .

Russell neskér napisal, ze bol zrejme prvym ¢&lovekom, ktory ocenil
vel'kost’ Pojmového pisma a ktory ho aj €ital - a to viac ako dvadsat rokov po
jeho uverejneni. A to vraj Russell dostal od svojho ulitel'a &itat' Pojmové
pismo eSte pocas svojich §tudentskych Cias, ale vtedy ho toto dielo vibec ne-
zaujalo. MbZeme povedat’, Ze zatial€o Peano objavil Fregeho, Russell objavil
jeho "velkost". Russell oniekolko rokov spolu s Whiteheadom napisal
slavne Principia Mathematica dielo, ktoré pokraCovalo v tradicii logicizmu,
ako ho projektoval Frege, aviak bez spominanaj antinémie. TakZe Russellova
antindmia nezdiskreditovala program logicizmu. Vyznam Fregeho prie-
kopnickeho diela Zdkladnych zdkonov aritmetiky bol viak takmer tplne zatie-
neny pracami jeho pokraovatelov a Russellovi boli pripisované aj mnohé
Fregeho zasluhy.

Po Russellovom paradoxe

Je rozirenou famou, Ze po zisteni antinémie vo svojom diele Frege za-
nevrel a zostal podlomeny. Nie je to pravda, pretoZe Frege neprestaval verit
vo svoj program logicizmu aZ do rokov 1913 - 1914 ho obhajuje na svojich
predndskach na univerzite v Jene. Frege viak nebol §t'astny - v roku 1905 mu
zomrela manzelka. Bezpochyby ho otravovali a unavovali utoky jeho kolegu
J. Thomaeho zJeny a A. Korselta za Fregeho kritiku Hilbertovho raného
nazoru na axiomy a definicie v geometrii. Frege v roku 1910 podla Carna-
povych slov vyzeral na svoj vek zostarnuto.

Slavu, ktorej sa sice nedozil a ani po nej netizil, Fregemu v istom zmysle
"zabezpe€il" R. Camap. Camap bol jeho $tudentom v roku 1910, ked’ chodil
na jeho prednasky z Pojmového pisma, ktoré bolo tivodom do Fregeho novej
logiky. V roku 1913 chodil na prednasky z Pojmového pisma II a v roku 1914
navitevoval jeho predndsky Logika v matematike. O jedno €i dve desatrotia
sa stal Carnap znamym a vplyvnym vedcom, a ked'Ze sa z logiky a sémantiky
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najviac nautil u Fregeho, najmid vo svojom "sémantickom obdobi" 3iril
a dal’ej rozvijal jeho myslienky. Spolu s Churchom, ktory odli$nym sp6sobom
modifikoval arozvijal Fregeho logiku a sémantiku, sa asi najviac zaslazili
o Fregeho prvu "renesanciu".

V roku 1911 po kratkej koreSpondencii pri§iel za Fregem Wittgenstein
eSte z Manchestru. Okrem diskusie o jeho namietkach sa Wittgenstein radil
s Fregem o §tudiu zdkladov matematiky. Na Fregeho odpori€anie odisiel §tu-
dovat’ do Cambridgea k Russellovi, ktorému uz vysiel spolu s Whiteheadom
prvy diel Principia Mathematica. V uvode k svojmu Tractatus uvadza, Ze za
znaéni Cast podnetov ku svojim mySslienkam vdagi okrem prac svojho
priatela B. Russella prave vynikajicemu dielu G. Fregeho. Jeho vplyv na
Wittgensteina bol taky velky, Ze bez ¢itania Fregeho sa da Tractatus sotva
pochopit.

V roku 1918 odisiel z univerzity do Bad Kleinena blizko jeho rodného
mesta Wismar, avSak neprestival byt aktivnym vedcom. Publikoval tri
vyznamné $tudie Myslienka® (1918), Negdcia' (1918) a Zlozené myslienk)®,
Pokragoval v kore$pondencii s mnohymi vedcami. Zial', &ast’ z jeho celkovej
korespondencie s Husserlom, Jourdainom, Léwenheimom, Russellom a inymi
vedcami spolu s mnohymi jeho rukopismi bola zni€end v miinsterskom
archive pri bombardovani spojencami pocas druhej svetovej vojny.

Zomrel 26 jila 1925 vo veku 77 rokov. Jeho smrt mozZno zostala ne-
pov§imnuta vedcami vtedajSieho sveta, jeho dielo viak zaZilo nielen carna-
povsko-churchovskil "renesanciu”, ale méZeme povedat, Ze sa v poslednych
desatro¢iach doziva druhej renesancie (blizsie o tom napriklad [7]).

POZNAMKY

' Niektoré podrobnosti o Zivote G. Fregeho som Zerpal najm4 z prace [1].

*Uber eine geometrische Darstellung der imagindren Gebilde in der Ebene.

" An Investigation of the Laws of Thought, on which are founded the mathematical teories
of Logic and probabilities z roku 1854.

‘Uber die wissenschafiliche Berechtigung einer Begriffsschrift. In: BS (1964), s. 106-114.

* Cmorej, P., Gvod k slovenskému prekladu, Filozofia, 47, 1992, &. 6, s. 349.

* Der Gedanke;, slovensky preklad Myslienka: Logické skimanie bol publikovany in: Or-
ganon F, 111, 1996, ¢&. 3.

’ Die Verneinung.

* Gedankengefiige.



GOTTLOB FREGE - ZIVOT A DIELO 27

Vyber najddlezitejSich Fregeho §tidii a monografii publikovanych potas jeho Zivota:

1873

1874

1879

1883

1884

1891

1891

1892

1892a

1893

1896

1903

1904

1918

1918

1923

Uber eine geometrische Darstellung der imagin4ren Gebilde in der Ebene.(diss.);
znovu publikované in KSch.

Rechnungsmethoden, die sich auf eine Erwicterung des Grossenbegriffes
griinden. (habil.); znovu publikované in KSch.

Begrilfsschrift, eine der aritmetischen nachgebildete Formelsprache des reinen
Denkens. L. Nebert, Halle a. S., X, 88 s.; znovu vydané hg. I. Angelelli, Darmstadt
1964. |BS]

Uber die Zweck der Begriffsschrift, Sitzungsberichte der Jenaischen Geselischaft fur
Medizin und Naturwissenschaft fir das Jahr 1882, Jena s. 1-10; znovu vydané in BS
(1964). |ZBS]

Die Grundlagen der Arithmetik. Eine logisch-mathematische Untersuchung iiber
den Begriff der Zahl. W. Kdbner, Breslau, XI, 119 s.; znovu vydané Darmstadt 1961,
nemecky text s paralelnym anglickym prekladom J. N. Austina, Oxford 1950. [GLA]
Funhtion und Begriff. H. Pohle, Jena, 31 s.; znovu vydané in FBB; KSch.

Uber das Trigheitsgesetz. Zeitschrift fur Philosophie und philosophische Kritik,
XCVIII, s. 145-161. znovu vytlagené in KSch; anglicky preklad in MLPh. [TG]|

Uber Sinn und Bedeutung. Zeitschrift fur Philosophie und philosophische Kritik, C
(100), s. 25-50.; znovu publikované in FBB, KSch; slovensky preklad in Filozofia,
47,1992, &. 6,s. 349-363. [SB]

Uber Begriff und Gegenstand. Vierteljahresschrift fur wissenschaftliche Philosophie,
XVI, 5.192-205.; znovu publikované in FBB, KSch; slovensky preklad in Organon F,
VII, 2000, ¢&. 1. [BG]

Grundgesetze der Arithmetik. Begriffsschriftlich abgeleitet. I. Band. H. Pohle,
Jena, XXXII, 253 s.; nové vydanie Darmstadt 1962; 1966.[GGA I]

Lettera del sig. Frege all’Editore. Rivista di Matematica VI, s. 53-59; znovu publi-
kované in KSch.

Grundgesetze der Arithmetik. Begriffsschriftlich abgeleitet. II. Band. H. Pohle,
Jena, XV, 265 s.; nové vydanie Darmstadt 1962; 1966.|GGA II]

Was ist eine Funktion? Festschrift Ludwig Boltzmann gewidmet zum sechzigsten
Geburstage, Leipzig.s. 656-666; znovu publikované in FBB, KSch. [WF]

Der Gedanke. Eine logische Untersuchungen. Beitrdge zur Philosophie des deutschen
Idealismus, 1. 5. 58-77; znovu publikované in KSch, LU, anglicky preklad in MLPh.
[LUT]

Die Verneinung. Eine logische Untersuchungen. Beitrdge zur Phil. des deutschen
ldealismus, s.143-57; znovu publikované in KSch, LU, angl. preklad in MLPh. [LU
11

Gedankengefiige. Eine logische Untersuchungen. Dritter Teil. Beitrage zur Philo-
sophie des deutschen Idealismus, 111. s. 36-51; znovu publikované in KSch, LU, ang-
licky preklad in MLPh. [LU IIIj

Suborné price G. Fregeho publikované po jeho smrti:

1962

1964
1966

Funktion, Begrifl, Bedeutung, Finf logische Studien. hg. G. Patzig, Gottingen.
[FBB]

Begrilfsschrift und andere Aufsitze. Hg I. Angelelli, Darmastadt. [BS]

Logische untersuchungen. Hg. G. Patzig, Gottingen. [LU]
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1967

1969
1871

1976

Franti%ek GAHER

Kleine Schriften. hg. 1. Angelelli, Darmstadt; obsahuje bibliografiu publikovanych
Fregeho prac a listov (s. 423-427).[KSch]|

Nachgelassene Schriften. Hg. H. Hermes, F. Kambartel, F. Kaulbach, Hamburg. [N]
Schriften zur Logik und Sprachphilosophie (Aus dem Nachlass), G. Gabriel, Ham-
burg; obsahuje kompletnu bibliografiu Fregeho prac, publikovanych pogas jeho Zivo-
ta i po smrti do roku 1969, ako aj bibliografiu publikacii o Fregem do roku 1970.
ILS]

Wissenschaftlicher Brielwechsel. Hg. G. Gabriel, H. Hermes, F. Kambartel, C.
Thiel, A. Veraart, Hamburg. [BW]

Niektoré anglické preklady:

1950

1964

1972

1984

The Foundations of Aritmetic. Transl. by J.N. Austin; Blackwell and Mont,
Oxford.[FA]

The Basic Laws of Arithmetic. Transl. and ed. by Montgomery Furt, California UP,
Berkeley.

Conceptual Notation and Related Articles, trans. and ed. T.W. Bynum, Clarendon
Press, Oxford.

Collected Papers on Mathematics, Logic and Philosophy, B. McGuinness (ed.),
Basil Blackwell. [MLPh|

Katedra logiky a metodologie vied
Filozofickad fakulta UK

Safdrikovo ném. 6, 818 01 Bratislava
e-mail: Frantisek. Gaher@jphil. uniba.sk
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