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PERMANENT TOPICALITY OF SEMANTICAL TRANSFORMATIONS IN
MATHEMATICS

In the development of mathematical thinking two fundamental phenomena can
be indentified, i.e., quantity and form. The mathematical disciplines that are related
to them are algebra and geometry. In the course of the development they shared the
leadership. In the phylogeny of mathematical thinking each period of taking the lead
brought semantical shifts. Among the most notable semantical transformations in the
development of mathematics we rank Pythagorean and Descartean ones. In Pytha-
gorean semantical transformation, algebraic thinking was changed to geometrical
one, whereas in the Descartean semantical transformation geometrical thinking was
changed to algebraic one. In the paper the above transformations are commented
thoroughly. In the next part of the paper, there is an illustration of the semantical
transformation accomplished in the present time. In this illustration geometrical
situations are algebraized to form an idempotent, medial and commutative quasi
group and then all is modelled in the algebraic language. The algebraic structure
that has been built takes the lead from geometry and modifies the known geometric
situations.

V histérii matematického myslenia pozorujeme dva zakladné fenomény,
a to mnohost’ a tvar. Zopovedaji im matematické discipliny algebra (aritmeti-
ka) a geometria, ktoré sa striedaji vo vedeni. Raz je v popredi algebra, inokedy
geometria. Kazdé obdobie preberania Zezla znamenalo vo fylogenéze matema-
tického myslenia vyznamny zlom. Meni sa pri fiom charakter odrazu mate-
matickej reality vo vedomi Iudi, prichadza k sémantickému posunu. Pri¢iny,
priebeh a dosledky tohto javu prekraduji hranice matematiky a zasahuju hl-
boko do celkového kulturneho rozvoja l'udstva. Medzi najvyznamnejSie sé-
mantické transforméacie zarad’ujeme pytagorovsku a descarteovska.

V pytagorovskej sémantickej transformacii sa algebraické myslenie meni na
geometrické. Uskutocnila sa v druhej polovici 6. storocia pr. Kr., teda na zaci-
atku gréckeho matematického obdobia. Pric¢iny sa pokusime vysvetlit' nasledu-
jucou hypotézou.

Je zname, Ze Pytagoras sa vo svojom vyskume zameral hlavne na tri oblasti:

1. Ucenie o harmonii a proporciach.

2. Ucenie o delitelnosti s teériou parneho a neparneho.
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3. Ucenie o figuralnych ¢islach.

Metody prace pytagorovskej matematiky charakterizuje identifikacia poj-
mového aparatu, hl'adanie kauzalnych suvislosti javov a snaha logicky skibit
poznatky, aZ po vytvorenie ucelenej teérie. Pred pytagorovskym obdobim bola
matematika nastrojom pomahajicim clovekovi orientovat’ sa v beZnych
situaciach viedného dia. No vd’aka Pytagorovi a jeho nasledovnikom sa mate-
matika stava nastrojom filozofickej orientacie, prostriedkom na pochopenie
sveta a smerovnikom hl'adania pravdy. Pytagorovské ucenie asociovalo javy
realneho sveta a verilo, Ze skuto¢nost’ moZno poznat’ skiimanim matematiky.
Rozpor medzi neschopnostou ¢loveka spoznat’ univerzalnu pravdu kozmu
a tizbou prekonat’ toto obmedzenie bol energetickym zdrojom vyskumu py-
tagorovcov. Doviedol ich k objavu nového spdsobu chapania mnohosti, k tva-
rovej pséfoforii. V tejto metdde je podl'a nasho nazoru podstata sémanticke;j
transformacie algebry na geometriu. Tvarova pséfoforia je nielen metdédou
dokazovania, ale aj metodou odhal'ovania novych zakonitosti. Vyslovent tézu
teraz podoprieme argumentmi. Predstavme si, Ze by Grék predpytagorovského
obdobia chcel dokézat’ tvrdenie:

(1) Sucet parneho a neparneho ¢isla je neparne Cislo

Postupaval by tak, zZe by dve hromady kameriov, jednu s parnym, druhu
s neparnym poc¢tom zosypal dohromady a potom preveril, ¢i v novej je neparny
pocet kamefiov. Pokus by este niekolkokrat zopakoval v inych variantoch
a dospel by k zaveru, Ze to tak bude aj v d'alsich pripadoch. Univerzalnu
platnost’ zakona (1) by ani nepochopil a pravdepodobne by aj pripustil, Ze naj-
ma pri velkych hromadach moZno pravidlo (1) aj narusit. V spominanom
obdobi sa v celom stredomori pocitalo pomocou oblych kamienkov (pséfoi)
a poctarske umenie sa nazyvalo pséfoforia. Pokial ilo o rozumne zvladnutel'né
¢isla, manipulativne ziskané skusenosti boli jasné, jednoznacné a presvedcivé.
Stavali sa v§ak nepouZitel'né pri vySetrovani vel'mi vel'kych mnohosti. Tato
technika sa pouZivala aZ do pytagorovského obdobia, ked’ vznikla potreba
dokazat vieobecnii platnost tvrdenia (1). Ziadalo sa najst nové vymedzenie
parity, ktoré by nebolo ohrani¢ené iba na malé c¢isla, ale poskytovalo by
moznosti pracovat’ s 'ubovol'ne vel’kymi mnohostami. Pytagoras ho nasiel
pomocou tvaru. Za parne prehlasil také ¢islo, ktoré je urCené poctom vetkych
pséfoi naukladanych do obdiZnika so irkou 2. Pokial’ ide o diZku obdiZnika, ti
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netreba obmedzovat’. Neparne ¢islo je urcené ako parne ¢islo zvacsené o jed-
notku. Tvrdenie (1) moZno dokézat’ nasledujicimi obrazkami:

Ak spojime dva obdiZniky so Sirkou 2, ogividne dostaneme znovu obdiZnik
so Sirkou 2. Teda sucet dvoch parnych Cisel je Cislo parne a odtial’ vyplyva
tvrdenie (1), ktoré je takto dokdzané vo vSeobecnosti. Uvedena ilustracia ukazu-
je podstatu hypotézy o pri¢inach sémantickej transformacie algebry na geo-
metriu. Tvarova pséfoforia po prvy raz v histérii matematiky stmelila fenomé-
ny mnohosti a tvaru. Stadium geometrie sa takto stalo 3tidiom pracovného
nastroja, a nie pévodného objektu vyskumu. Objektom vyskumu sa stalo zrejme
az trochu neskor. Podobny jav pozorujeme aj v suvislosti s logikou, infinite-
zimalnym poctom, alebo v nedavnom obdobi s matematickymi jazykmi. Ak
opisany zlom manipulativnosti na tvarovost’ posudzujeme z hl'adiska sucas-
nych vedomosti, tak sa nam nuka namietka: V ¢om je vlastne dokaz tvrdenia
(1) uskutocneny tvarovou pséfoforiou presnejsi ako dokaz pomocou manipu-
lativnej pséfoforie? Dovody su dva. Prvy je psychologicky. Namiesto potencial-
neho chapania prislo chapanie aktualne. Vylucenie pohybu z reflexie Cisla
kvalitativne zvysilo presved¢ivost’ argumentacie. Druhy dévod, preco tvarovy
dokaz tvrdenia (1) nebol spochybiiovany, je utilitaristicky. Tvarova pséfoforia
umoznila zvladnut’ Glohy inak tazko riesitel'né. Pontkla metédu préce, ktorou
sa problematika rieSila nazorne a systematicky. Struéne povedané, obstéla
V praxi.

V descartovskej sémantickej transformacii sa geometrické myslenie meni
na algebraické. V priebehu XVI. storo¢ia zaznamenala algebra vel'ky pokrok.
Objavilo sa mnoho kalkulativnych postupov, v prvom rade spdsoby rieSenia
rovnic tretieho a Stvrtého stupiia. PouZivanie pismen poskytlo novy, od ¢ias Py-
tagora, jazyk zovSeobecnenia. Poznatky o postupnostiach a radoch umoznili
vypoéitat’ ¢islo 7 s presnostou na 35 desatinnych miest. Vyznamne vzrastli
skusenosti s funkénou zavislost'ou, schylovalo sa k objavu logaritmov. VSetky
nové vysledky mali algebraicky charakter. Geometria o¢ividne stagnovala.
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Bola neschopna prekro¢it Eulkidovu autoritu a netspe$ne utocila na
nezvadnutelné antické problémy. Vyuzivala sa skor pri komentovani,
preskupovani a roz§irovani davno znamych vysledkov. Nazorne to dokazuje
teoria kuZelosetiek, kde sa Archimedove a Apolloniove klasické vysledky obo-
hacovali viac terminologicky ako odhal'ovanim novych zakonitosti. To,
pravdaZe, eSte viac zahmlievalo a parcializovalo teoriu, ktora ani za Apollonia
nevynikala jasnost'ou a prehl'adnostou. V predvecer objavu analytickej geo-
metrie (na prahu XVII. storo¢ia) sa matematika polarizovala do algebraického
a geometrického toku. Silny algebraicky prid vel'mi rychlo predbehol lenivo
napredujicu geometriu. P6vodna jednoliatost’ euklidovskej matematiky zanik-
la. Rozharanost’ matematiky jatrila mysle matematikov, ktori, vedeni renesan-
¢nym idealom harmonie mundi, taZili po navrate jednoliatej vedy. Tento pro-
gram formuluje R. Descartes v Pravidldach na vedenie rozumu takto: ,,Ved
vietky vedy nie su ni¢ iné ako 'udska mudrost, ktora vzdy ostava jedna a t4
ista, ¢o ako st odlisné predmety, na ktoré sa vztahuje ...“. Descartes bol
presvedéeny, e odhalenim metddy badania najde kI'a¢ ku kazdému poznaniu.
Ideu analytickej geometrie, sprevadzani velkou eufériou mysle, objavil Des-
cartes uz v roku 1619. Zobrazenie f, ktoré interpretujeme v mnoZinovom
jazyku ako bijekciu z E* na R?, chapal Descartes ako sémanticku projekeiu geo-
metrie do algebry, pomocou ktorej mdzeme kazdi geometricki ulohu
algebraizovat, teda previest na jazyk rovnic. To znamena, Ze staci dokonale
ovladat’ algebru rovnic a vSetky problémy geometrie sa stani rieSitel'né.
Uspechy, ktoré v rieSeni rovnic zaznamenala algebra bezprostredne pred Des-
cartesom, opraviiovali k optimistickym prognézam nielen v oblasti geometrie,
leZiacej bezprostredne nad algebrou, ale aj vo vys§ich vrstvach descarteovskej
hierarchie vied. ] ked’ Descartesov objav analytickej geometrie bol objavom
projekcie geometrie do algebry, jeho matematické podstata bola neskér celkom
prirodzene roz§irena inverznym zobrazenim na izomorfizmus obidvoch tychto
disciplin. Slovo ,,izomorfizmus® tu chapeme volnejsie, nie prisne v duchu
tedrie kategorii. Hoci vieme, Ze Descartesov program sa dosledne realizovat’
nemdZe, myslienka morfizmu jednotlivych matematickych disciplin, teda sé-
mantickych transformécii, ostala trvale plodna.

Teraz uvedieme ukazku rieenia geometrickych situacii v jazyku algebry,
teda ukazku sémantickej transformacie realizovanej v su¢asnosti. Metoda spra-
covania tejto problematiky ma $tandardnu pecat’ fylogenetického dejinného
postupu matematiky. Najprv sa intuitivne ndzorné geometrické vizby algebrai-
zuji do idempotentnej, medidlnej a komutativnej kvazigrupy, ktoru pomenu-



PERMANENTNA AKTUALNOST SEMANTICKYCH TRANSFORMACI{ 17

jeme A-Struktura. Teda ak Q je neprazdna mnoZina, tak A-§truktura je dana
axiomatickym systémom

Q ... (Q,)je kvazigrupa (symbolom . zna¢ime binarnu operaciu na Q).
C ... Kvazigrupa (Q,.) je komutativna.

I ... Kvazigrupa (Q,.) je idempotentnd.

M ... Kvazigrupa (Q,.) je medidlna.

Da sa dokazat, Ze definicia A-Struktiry nie je redundantna, t.j. kazda z axiom
Q,C,I,M je podstatna. Teraz sa v algebraickom jazyku modeluje vsetko, ¢o sa
nachadza v uvazovanej Struktire. Vybudovana algebraicka Struktara prebera od
geometrie vedicu tlohu a pomaha modifikovat’ povodné, intuitivne nazorné
geometrické situdcie do svojich, uz nie takych nazornych modelov. Tuto metodu
rozpracoval Belousov (pozri [1]) a pomocou nej sa da ukézat’ (izka spriaznenost’
A-Struktar a komutativnych grip (pozri [2]). V [2] a [3] sa uvaZuje o §truktire,
ktoré je v n-rozmermnom afinnom redlnom priestore (A ) dané pojmom ,,taZisko
sustavy k bodov*. UvaZujme o k-drnej operdcii ..: A* — A_danej predpisom
(x, X, .. x)=> Uk (x+ x,+ ... x), ked' x, x,,..., x, € A . Treba hladat tie vlast-
nosti operacie .., ktoré moZno opisat’ v jazyku vSeobecnej algebry a ktoré ,,¢o
najlepSie* charakterizujl situdciu v A . Pre k = 2 pracuje uvedena charakteris-
tika len s jednou binarnou operaciou. Z uvedeného dévodu nemédZe obsiahnut
tie vlastnosti afinného priestoru, ktorych podstata tkvie napr. v topologickej
Struktire, v linedrnej Strukture nad polom R, resp. C. Napriklad neda sa
zaviest’ pojem dimenzie uvazovaného grupoidu.
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