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L O G I C I S M  A N D  P A R A D O X  I.  

This is the first part of the essay devoted to the story of logicism, in 
particular to its Fregean version. Reviewing the classical period of Fregean 
studies, we first point out some critical  moments of Frege's argumentation in 
the Grundlagen, in order to be able later to differentiate between its 
salvageable and defective features. W e work on the presumption that there 
are no easy, categorical answers to questions like "Is logicism dead?": 
Wittgenstein's critique of the foundational program as well as the 
remarkable neo-Fregean discoveries of Boolos and Wright have to be 
confronted with the effects which the logicistic idea actually had on logico-
matematical practice. But that is another story, a sequel to this essay, the 
purpose of which is systematic rather than critical.  

Málokterému objevu náleží v dìjinách  logiky tak pozoruhodné místo 
jako Russellovu paradoxu. Když se po dlouhých staletích neplodných 
spekulací nad univerzálními zákony pravdy, myšlení a pravidly pro øí­
zení lidského rozumu j i ž  zdálo, že j e  logika definitivnì  mrtvá, vstoupila 
do hry disciplína, o je j í ž plodnosti - pøes srovnatelnou míru abstrakce -
nikdo nepochyboval, totiž matematika, a to v jedné ze svých nejúspìš-
nìjších èástí - infinitesimálním kalkulu. Již v dobì,  kdy Kant identifiko­
val nezpochybnitelnou jistotu matematických pravd v apriorních názo­
rech prostoru a èasu, se v nìm  totiž zaèaly objevovat první pojmové 
problémy, související jednak s nekontrolovaným užitím nekoneèna {pa­
radoxy nekoneèna), jednak v rozporu nìkterých  výsledkù s jej ich názor­
nou reprezentací (paradoxy názoru). Tak jako Rekové pøi první mate­
matické krizi,  totiž objevu iracionalit, utekli od aritmetiky ke geometrii, 
byl pozvolna nastaven kurs zcela opaèný, totiž aritmetizace analýzy. 
Krize základù jedné disciplíny mìla  být tedy zažehnána odkazem na 
disciplínu jinou.  

A b y se kritická  situace v nìjaké j iné podobì  záhy neopakovala, zdálo 
se být nutné prozkoumat pevnost základù výchozího oboru. Výhoda 
aritmetiky a algebry v oèích vìtšiny  matematikù - v rozporu s Kanto­
vým pøesvìdèením - spoèívala v tom. že patøí k disciplínám analytické 
metody, tedy s úzkou, b y •  ponìkud  vágní vazbou na ty nejobecnìjší, 
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a tedy i nejj istì jší pravdy lidského rozumu, pravdy pojmové, nezávislé 
na stavu ba ani formì  empirického svìta. Tato idea se v té èi oné podobì  
objevovala u všech hnutí participujících na nezbytné reformì  základù 
matematiky, uvozujících svá zkoumání zpravidla jako „logická".  
V praxi se však v takovémto odkazu k logice èi prohlášeních o redukci 
aritmetiky na logiku - tzv. l&gicismu - neskrývalo nic víc nežli verbální 
vymezení vùèi Kantovi,  v duchu Dedekindova: ,,pojem èísla j e  nezávislý 
na pojmech èi názorech prostoru a èasu."1 

Gottlob  Frege, jeden z pøedstavitelù reformy, s nímž j e  myšlenka 
logicismu pøímo spojována, mìl  bezesporu pravdu, když si opakovanì 
stìžoval, že j e  mezi matematiky èi f i losofy jen málo tìch.  kdo by se do­
kázali shodnout v otázce ,,co j e  èíslo?". To  samé mohl ale øíci i o otázce 
„co  j e  logika?", a to s právem o to vìtším,  že narozdíl od úspìšné a vše­
obecnì pìstované matematiky nic jako zavedená, funkèní logická praxe 
prostì  neexistovalo. Tento slabý èlánek všech logicizujících trendù (od 
Leibnize po Bolzana, Schrôdera a Dedekinda) vyøešil Frege jednoduše 
tím, že logiku, na níž se mìla a mohla problematizovaná matematická 
praxe postavit, založil sám. 

Výrokový a predikátový kalkul, který Frege ve svém drobném spise 
s výmluvným názvem Begriffsschrift (pojmové písmo) roku 1879 pøed­
ložil,  j e  nepochybnì dílem pøelomovým; j i ž  tato výjimeènost ale nazna­
èuje, že se nemohlo jednat o pouhý soubor zcela evidentních a pøiroze­
ných rozumových pravd, jak by si to výše naèrtnutý smysl logicistic-
kého programu žádal. Iluze bezprostøednosti, které Frege sám pøi stano­
vování „základních zákonù pravdivosti" èásteènì podlehl a kterou s ním 
dodnes mnozí lektoøi moderní logiky sdílí, byla však záhy konfronto­
vána s naprostým nepochopením jeho cílù a dílèích výsledkù, a to i ze 
strany programovì spøíznìných badatelù. Fregovy výkony na poli  logiky 
tak zùstaly z vìtší  èásti nepovšimnuty, mnohé z nich proslavili až jeho 
pokraèovatelé jako Russell èi tøeba Hilbert.  který j im  paradoxnì zprvu 
odmítal vìnovat pozornost. Definitivní  ránu ale Fregovu systému uštìd­
øilo až Russellovo zjištìní,  že jeden z jeho „nejpøirozenìjších" principù,  
podle nìhož  se dvì  množiny vydìlené j istými vlastnostmi rovnají tehdy 
a jen tehdy, mají-li  tytéž prvky, vede ke sporu. 

Aèkoli se Russellùv objev dotýkal stejnou mìrou  i ostatních pokusù 
o založení aritmetiky, jmenovitì  Peanova a Dedekindova systému 

1 Dedekind (1888). 
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a Cantorovy teorie množin, byl to pouze Frege, kdo j e j  považoval za fa­
tální, dávaje najevo naprostou bezradnost ve vìci  jeho pùvodu a zároveò 
nechu• v logicistickém projektu dále pokraèovat. Již tato dobøe známá 
skuteènost se stala podkladem pro obecnì pøijímanou tezi, že idea logi-
cismu nadobro ztroskotala a Fregùv dùkazový systém spolu s velkou 
èástí realizovaných dedukcí drasticky ztratil  na hodnotì.  Úlohy  stavitele 
základù se ujala axiomatizovaná teorie množin, pojmový ráj, z nìhož  se 
- Hilbertovými  slovy - matematici nedají vyhnat. Dobrovolný odchod 
nìkterých,  podpoøený Brouwerovou kritikou  a Weylovou „zradou",  
pøesvìdèil èást matematikù, aby se - pod vlajkou konstruktivismu -
vrátili  z Cantorova Elysia nazpìt  k e Kantovi a jeho konstrukcím 
v prostoru a èase. Jelikož se jednalo o skupinu podstatnì menší, bylo na 
ni od poèátku pohlíženo jako na herezi vùèi vládnoucímu trendu. 

V sedmdesátých letech minulého století, kdy byl logicismus jako 
program j i ž  dobrých padesát let spolehlivì mrtev, zjistil  George Boolos 
(a jiní),  že to s inkonzistencí Fregova systému není tak zlé. j ak to na 
první pohled vypadá resp. celá desetiletí vypadalo, nebo• lze z Fregova 
axiomatického systému získat jednoduchou úpravou systém konzis­
tentní, pøinejmenším konzistentní relativnì  k systémùm jiným,  za kon­
zistentní bìžnì  považovaným, a sice tak, že velká èást významných de­
dukcí zùstane nedotèena. To  se následnì stalo pøímým podnìtem k po­
kusùm o znovuoživení Fregovy doktríny, j ak j e  ve svém neofregeanismu 
ohlašují a systematicky hájí Crispin Wright a Bob Hale. 

Celá záležitost s údajným zmrtvýchvstáním logicismu j e  ovšem 
0 trochu složitìjší,  nežli by se povrchnì  informovaný ètenáø mohl dom­
nívat, a zaslouží si podrobnìjší zhodnocení. Podobnì,  j ako jsem se ve 
svém èlánku Logicismus a moderní logika2 pokusil popsat podmínky 
a okolnosti jeho vzniku, pokusím se nyní v první èásti této práce podat 
struèný náèrt „vzestupu a pádu" Fregova logicistického programu, a tím 
1 jakési shrnutí klasické éry fregovského bádání. V nìm  bude probrána 
Fregova idea definice èísla, jak j i  sám prezentoval ve svých Grundla-
genspolu s pøíènou krachu - Russellovým paradoxem. Na to pak navá­
že v druhé èásti, vydané v nìkterém z pøíštích èísel èasopisu, vylíèení to­
ho podstatného, èeho dosáhlo Wrightem podnícené novofregovské bádá­
ní pøi revizi Fregových výsledkù, tedy celá záležitost (údajného) znovu-

2 Viz Kolman (2004). 
3 Frege (1884). 
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vzkøíšení logicistické ideje, poèínaje analýzou pøíèiny paradoxu po od­
halení bezespornosti Humova principu a dùkazu tzv. Fregova teorému. 

Pro sepsání takovéto ponékud obšírné studie bych chtìl  uvést dva 
ospravedlòující dùvody. Ten první, objektivní, spatøuji v je j ím využití 
coby prùvodce a komentáøe nìkterých  obtížnì  interpretovatelných míst 
ve Fregových Grundlagen, spisu, který by mìl  každý student logiky 
a fi losofie alespoò jednou držet v ruce. V mé fregovské knize4 jsem se 
musel držet ponìkud  jiné linie výkladu a mnohé relevantní souvislosti 
zùstaly proto zcela nevyøèeny nebo j e  nebylo docela snadné nahlédnout. 
Druhý dùvod byl spíše subjektivní: chci si zde pøipravit pùdu pro další, 
nezávislou sta•. v níž už koneènì - zhruba v duchu Wittgensteinovy 
kritiky  fenoménu zakládání aritmetiky - posoudím nìkterá problema­
tická místa užité argumentace pro èi proti  platnosti logicistické teze 
a pokusím se využít dosaženého k získání komplexnìjšího pohledu na 
proces vývoje moderní logiky od Kanta po naši dobu. 

1. Caesa rùv vzes tup a p á d 

Již pøed Fregem se matematikùm podaøilo ukázat, jak lze redukovat 
obory ,,vyšších" èísel na „nižší",  s pøirozenými èísly jakožto bází. Dede-
kind, vycházeje z antické teorie proporcí a geometrické pøedstavy konti­
nua, definoval reálná èísla jako øezy na èíslech racionálních (1872), 
Cantor j e  popsal jako jejich konvergující (fundamentální) posloupnosti 
(1871) a Weierstrass jako posloupnosti vnoøených intervalù (I860). 5 

Definováním racionálních èísel jakožto dvojic èísel pøirozených mohl 
být program aritmetizace analýzy považován za uskuteènìný. Tìm,  kdo 
se jako Frege neshlédli v Kroneckerovì hesle: „milý  Bùh stvoøil celá 
èísla, vše ostatní j e  dílem èlovìka",  kdo tedy èíslo nepovažovali za pri­
mitivní,  nedefinovatelnou ideu. ale práce teprve zaèala - zbývalo redu­
kovat pøirozené èíslo na logické pojmy. 

1.1 Èíslo a existence 

Otázku, kde zaèít, vyøešil Frege jednoduše: u aplikace, použití èíselných 
výrazù ve vìtách. „Po významu slov s e j e tøeba ptát v kontextu vìty,  ni-

4 Kolman (2002). 

Weierstrass své výsledky nepublikoval a známe je tedy až prostøednictvím jeho žákù. 
Datováni j e proto nepøesné. 
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koli  izolovanì;"  tak zní jedna ze tøí zásad, j e ž pøedesílá svému ,,spisu o 
èísle". Základùm aritmetiky, aby v nìm  krátce na to rozlišil dva typy 
kontextù, v nichž se èíslovky bìžnì  vyskytují, totiž (i)  adjektivní j ako 
„mušketýøi j sou 4", v nichž se zdá èíslovka fungovat gramaticky stejnì 
j ako ve vìtì  „mušketýøi jsou stateèní", tj.  po zpùsobil pøídavného jména, 
a (ii)  substantívni, k nimž se øadí vìtšina vìt  matematiky, dejme tomu „5  
j e  prvoèíslo" èi „5 =  2+3",  v nichž j e  analogicky k vìtám  „Mušaraf j e  
generál" a „Mušaraf j e  pákistánský prezident" pøipisována substantivu 
nìjaká vlastnost resp. tvrzena identita dvou pøedmìtù. 

Zamìøiv se na adjektivní užití,  Frege zj iš•uje, že se pøipiš èíslovky 
od pøípisu jiných,  napø. empirických predikátù, významnì liší: èíslo se 
totiž  narozdíl od výše uvedené vlastnosti „být  stateèný" nechová distri­
butivnì,  tj.  není pøipisováno jednotlivým mušketýrùm. tøeba Aramisovi, 
ale jej ich celku. Coby vlastnost nenáleží tedy jednoduchým pøedmìtùm, 
ale je j ich skupinì.  Ani  to ale není pøesné: pøirozené (kardinální) èíslo 
pøedstavuje (ve Fregovì analýze) odpovìï  na otázku „kolik?".  Ta však 
u daného fenoménu (knihy,  skupiny lidí)  nedává smysl, není-li  ve tvaru 
„kolik  èe/70?". tj.  není-li  doprovozena udáním (sortálního) predikátu 
(kolik  stránek, kapitol, mušketýrù. bot atd.). Èíslo se tak nevztahuje 
pøímo ke skupinì  pøedmìtù, ale k pojmu (vlastnosti), který tuto skupinu 
vydìluje. 

V tom se, argumentuje Frege, èíselný údaj ( Zahlangabe)  podobá pøí­
pisu existence, jenž se rovnìž  prostøednictvím existenèního kvantifiká­
toru vyjadøuje k poètu pøedmìtù spadajících pod daný pojem. Toto po­
zorování se zdá nejen ospravedlòovat uchopení èísla j ako predikátu dru­

hého øádu - j ímž podle Frega kvantifikátor j e - tj.  výrazu „Mx<í>x",  

který doplnìn  o výraz kategorie predikát „F^"  dává výraz „MxFx"  kate­
gorie vìta, 6 ale dovoluje oba vidìt  jako urèení poètu pøedmìtù spadají­
cích pod daný pojem, tj.  j ako tzv. numerické kvantifikátory. Existenèní 

kvantifikátor napø. „øíká", že pod daný pojem spadá alespoò jeden (>)  
pøedmìt. 

Èísla samotná pøedstavují ješt ì  speciálnìjší pøípad tzv. numericky 
definitivních kvantifikátorù, urèujících pøesnì (=),  kolik  pøedmìtù èítá 
daná extenze. Jejich definice s pomocí logických spojek, rovnítka 

6 Zavedeme-li výrazy „s"  resp. „t"  jako zkratky základních kategorií vìta resp. vlastní 
jméno, mùžeme odvozenou kategorii kvantifikátoru znaèit jako ,,s/(s/t)",  kde ,.s/t" ozna­
èuje kategorii (jednomístného) predikátu prvního øádu. 
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a existenèního kvantifikátoru j e  záležitostí bìžné logické rutiny:  první 
z nich, nulu získáme jako 

(EO) (3 0x)Fx = D e f  —i(3x)F(x),  

èísla další pak induktivním krokem 

(En) (3nx)Fx = D e f  (3x)[Fx  A (2] :  |\ .)(Fv A X # y ) | . 

1.2 Èíslo a dobyvate l Galie 

Poté, co Frege v §55 Grundlagen naèrtl výše uvedenou analýzu, argu­
mentoval hned v následujícím oddílu, tj,  v §56 pro je j í nedostateènost. 
Uvedené definice obsahují numerál n, jehož použití ve vìtách mìlo  být 
vysvìtleno. Tento numerál sám ale nefiguruje v inkriminovaných for­
mulích jako plnohodnotné definiendum: narozdíl od promìnné „x"  j e  
pouhým schematickým písmenem, zastupujícím pevnou èást komplex­
ního predikátu ,,(3 nx)Ox", od níž nemùže být odlouèen. Není pøes nìj  
tedy možné kvantifikovat, ani j e j postavit vedle znaménka rovnosti, jak 
by si to obvyklé vìty  matematiky typu „Vx(x+0  =  x ) "  zdály vyžadovat. 
Jelikož výskyt v kontextu rovnosti j e  pro Frega nutná a postaèující pod­
mínka toho, aby mohl být výraz uchopen jako vlastní jméno, formuluje 
tuto námitku ponìkud  bizardním zpùsobem, který j í  v pøíslušné litera­
tuøe vynesl název „problém Julia Caesara": pøedložená definice j e  
vadná, nebo• nám nedovoluje rozhodnout, zda „nìkterému  pojmu ne­
náleží Julius Caesar a z d a j e vùbec dobyvatel Galie èíslo nebo ne?" 

Fregùv argument, jak na to jako první upozornil Dummett, 7 ale smì­
šuje dvì  odlišné vìci,  a to (i)  nutnost uniformì  vysvìtlit  obì,  t j.  adjek-
tivní  i substantívni' užití vìty  a (ii)  tvrzení, že j e  numerál vlastní jméno. 
To první j e  pøedem akceptovaným cílem provádìné analýzy, druhý bod 
ale obnáší nìco,  co by pøíslušná analýza mìla  teprve ukázat, tj.  pøesvìd­
èit nás, že vìty  jako „2+3  =  5 "  nemají tøeba skrytì  adjektivní strukturu, 
založenou na výše uvedených definicích. Máme-li  k dispozici logiku 
vyšších øádù, není ve skuteènosti problém nìco  takového realizovat. 
Zmínìnou  rovnost lze napø. pøeložit do vìty  logicky dokazatelné z (EO) 
a (En) a øady notaèních zkratek „1"  za „0+1",  „2"  za „1 +  1", „3"  za 
„2+1"  atd.. tedy ze samých definic, jak to odpovídá cílùm analytického 
projektu. Pro pøepis kvantifikovaných vìt  „Vx,y(x+0  =  x)"  se pak zdá 

Dummett (1991), s. 103nn. 
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být postaèující nahradit symboly numerických kvantifikátorù speciální 
promìnnou.  Problém j e  ovšem v tom, že tato nová promìnná probíhá 
pøes všechny pojmy druhého øádu, nikoli  pouze pøes èísla, jak to pøed­
pokládáme u pùvodní vìty.  To by se dalo samozøejmì napravit, kdyby­
chom byli èísla od ostatních predikátù s to odlišit. Jsme ale schopni po­
uze na základì definice (EO) a (En)  øíci, kdy j e  daný predikát numericky 
definitivní  kvantifikátor a kdy ne?, j inými  slovy: j sme schopni pro daný 
predikát druhého øádu rozhodnout, z d a j e to èíslo? Teï  se ovšem ptáme 
velmi podobnì  j ako Frege v problému Julia Caesara, tedy až na to, že 
nejsme na úrovni pøedmìtu (vlastního jména), na níž se vyskytuje doby­
vatel Galie, ale o dvì  úrovnì  výš, tj.  na úrovni pojmù (predikátù) dru­
hého øádu. Pøece jenom se tedy vyplatí, když se k Fregovì námitce vrá­
tíme. 

K úplnému porozumìní  pozadí Fregova argumentu nejprve patøí 
obeznámenost s jeho koncepcí univerzálního diskurzu, v nìmž  jsou za­
hrnuty všechny výrazy typu vlastní jméno resp. j im  odpovídající pøed­
mìty  nehledì na pøirozené kategorie. Celé toto univerzum tvoøí obor 
hodnot jediné pøedmìtné promìnné  a pro všechna jeho jména musí být 
specifikována kritéria identity, Fregem nazývaná kritérii znovurozpoz-
nání, tj.  pro libovolné N. M  z oboru musí být výrazu N =  M  pøiøazena 
právì  jedna pravdivostní hodnota. Odtud tedy Fregova potøeba posoudit, 
zda se Julius Caesar nerovná nìjakému èíslu, na jehož „pøedmìtné"' po­
vaze (zatím) nepøesvìdèivì trvá. 

Vidíme-li  nyní èísla jako pojmy druhého øádu. j e  Caesarùv problém 
v jednom, totiž triviálním  smìru  vyøešen: Caesar není èíslo jednoduše 
proto, že to j e  objekt j iného typu a celá otázka po jej ich identitì  nedává 
gramatický smysl. Identita ale, jak j sme j i ž  zmínili,  j e  podle Fregeho 
charakteristickým znakem pøedmìtù, t j .  významù výrazù kategorie 
jméno. Dává tedy zobecnìný Caesarùv problém na úrovni predikátù vù­
bec smysl, tj.  lze se vùbec ptát, z d a j e nìjaký  konkrétní pojem druhého 
øádu identický s nìjakým  èíslem? Odpovìï  zní ano, pokud pøes dané vý­
razy kvantif ikujeme, tedy èiníme-li  jej ich významy objekty, hodnotami 
promìnné,  i když hodnotami urèitého (vyššího) typu. Znak tohoto typu 
s sebou pøíslušná promìnná  vždy nese, tj.  nepøipouští dosazení výrazù 
typu odlišného. Totéž se samozøejmì týká i identity,  po jejíchž stranách 
se mohou vyskytovat pouze výrazy resp. promìnné  téže logické katego­
rie. 
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Pøenesen na úroveò adjektivní analýzy žádá po nás vlastnì Caesarùv 
problém dvojí: (i)  kritérium identity pro predikáty druhého øádu a (ii)  
definici  predikátu tøetího øádu, pod nìjž  by spadaly pouze numericky de­
finitivní  predikáty. První bod není obtížné splnit, pøidržíme-li se Fre-
gova extenzionálního pojetí logiky, podle nìhož  se lze koneckoncù i na 
dva pojmy prvního øádu dívat j ako na j istým zpùsobem identické, a to 
tehdy, platí-li  o stejných pøedmìtech. Analogicky k této druhoøádové 
identitì 

( = 2 )  = 2 x , y ( F x ,  Gy)  = D e f  (Vx)(Fx  •o  Gx)  

definujeme pak binární relaci tøetího øádu 

( = 3 )  = X , Y ( M X X X ,  N X Y X )  = D e f  (VX)(MxXx  <-> NxXx).  

Splnìní  druhého bodu j i ž  tak jednoduché není. Ekvivalence (EO), (En) 
j sou definitorická schémata, je j ichž sledováním jsme s to explicitnì  de­
finovat každé èíslo nacházející se v øadì 0, 1.2, 3, .... nikoli  však pojem 
èísla samotný. Zde j e  tedy Fregova výtka nedostaènosti pøíslušné defi­
nice do j isté míry oprávnìná. V e zdánlivì  pøímoèaré frázi „èíslo j e  to, co 
se rovná 1 nebo 2 nebo 3 atd." se totiž  v obratu ,,atd." skrývá odkaz 
k nekoneèné disjunkci a pravou stranu proto nelze považovat za øádné 
definiens, alespoò ne podle Fregových dnes j i ž  klasických standardù. 

I  tato potíž j e  ale podle Frega øešitelná, a to prostøedky tzv. „teorie  
øad", kterou rozvrhl již v Begriffsschrift resp. kvùli  které byl jeho lo­
gický kánon vùbec zkonstruován.8 Budeme-li totiž schopni z relace pøí­
mého následníka v nìjaké øadì, j ak ji pro pøípad øady èísel 0, 1, 2, 3, ... 
popisuje definice (En),  definovat relaci následníka obecného, tj.  relaci 
toho, k èemu lze dojít koneèným poètem aplikací následníka pøímého, 
budeme schopni èíslo zachytit jakožto obecného následníka èísla 0, 
které j i ž  bylo explicitnì  definováno v (EO). Frege nyní v Begriffsschrift 
ukázal, že to možné je , a to prostøedky aparátu logiky vyššího øádu. Ten 
musí být v pøípadì èísla jakožto druhoøádového pojmu samozøejmì 
vyšší než u èísla coby jednoduchého pøedmìtu, to j e  ale pouze technický 
problém, k nìmuž  se pozdìji  ješt ì  vrátíme. Momentálnì  j e  dùležité vì­
dìt,  že j e  adjektivní analýza èísla možná a dùvody, které proti  ní v §56 
Frege uvedl, liché. Dùraz na §56 j e  zde ale podstatný, nebo• - jak po­
zdìji  uvidíme - Frege èíslo jako pøedmìt v j istém smyslu uchopit musel. 

8 Viz Kolman (2004). 
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Nyní  se ovšem znovu vra•me k analýze užití èíslovky v kontextu vìty,  
teï  j iž  k j e j í substantívni èásti. 

1.3 H u m ù v pr inc ip 

Frege se rozhodl, že vysvìtlit  substantívni užití èísla z adjektivního není 
možné a že pravý tvar èíslovky j e  definitivnì  tvarem vlastního jména. 
Tím se ocitl  pøed inverzním problémem, totiž (i)  jak vysvìtlit  užití ad-
jektivní z užití substantivního a zároveò (ii)  jak zachránit velkou a evi­
dentnì  zdravou èást dosavadní analýzy, z níž vyšlo èíslo jako nìco,  co 
pøísluší pojmu. Klíèem k øešení bodu (i)  j e samozøejmì ukázat, že vìty  
jako „Jupiter  má 4 mìsíce" èi „mušketýøi jsou ètyøi" mají de facto také 
substantívni strukturu, tedy že jejich forma logická neodpovídá formì,  k 
níž nás svádí gramatika. Sloveso „být"  v druhé z vìt,  které lze do první 
dostat pøepisem „Jupiterovy mìsíce jsou 4", funguje jako kopula, nikoli  
jako výraz pro rovnost - právì  to z obou pøirozenì dìlá  pøípady užití 
adjektivního. K identitì  lze ale podle Frega snadno pøejít, upravíme-li 
vìtu  „Jupiterovy mìsíce jsou 4 "  na „poèet Jupiterových mìsícù j e  4" . 

Tím j e  jednak vysvìtlen bod (i),  alespoò dílem ale také bod (ii),  ne­
bo• na místì  východiska celé substantívni strategie se ocitá komplexní 
jmenný výraz, skládající se z druhoøádového funktoru „poèet X",  pøes­
nìji  „poèetx<ø>x" (symbolicky „NxOx"),  tedy výrazy kategorie t/(s/t),  na­
sycované predikátem „F^"  prvního øádu. Èíslo j e  tedy opìt  dáno do sou­
vislosti s pojmy, tentokráte ale nikoli  jakožto speciální druhoøádový 
operátor, pøiøazující pojmùm pravdivostní hodnoty, tj.  výraz kategorie 
s/(s/t),  ale jakožto výsledek aplikace druhoøádového operátoru NxOx,  
tzv. operátoru kardincdity, na nìjaký  pojem, tedy jako výraz kategorie t. 
Jelikož výrazy „NxFx"  jsou jedinými jmény èísel coby samostatných 
pøedmìtù, zavazuje nás Fregovo kritérium znovurozpoznání k ohodno­
cení výrazù tvaru „NxFx  =  NxGx."  Teprve to nám umožní „uchopit  
èíslovku jako vlastní jméno." (§62) 

Rekneme-li, že by dvìma pojmùm mìlo  být pøiøazeno stejné èíslo 
tehdy a jen tehdy, jestliže mají stejný poèet pøedmìtù, zní to nejspíš jako 
pouhý pleonasmus. To j e  ale v jistém smyslu vinou pøirozeného jazyka, 
který nám narozdíl od jazyka formálního zastírá, že lze pravou stranu 
této „triviality"  narozdíl od rovnosti strany levé uchopit jako druhoøádo-
vou relaci EQ x y(Fx,  Gy)  takovou, že 
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(EQ) (3R)[(Vx)(Fx  - »  (3!y)(Gy A xRy))  A 

A (Vy)(Gy  (3!x)(Fx A xRy))],  

tedy jako vztah, v nìmž  se dva pojmy nachází tehdy a jen tehdy, lze-li  si 
pod nì  spadající pøedmìty vzájemnì jedno-jednoznaìnì  pøiøadit. Vý­
sledné kritérium má tedy podobu 

(HP)  NxFx  =  NyGy  <H> EQx, y(Fx,Gy)  

a ve f regovské literatuøe se pro nìj  ustálil Boolosùv název ..Humùv prin­
cip''. Jeho pravou stranu budeme v dalším textu pøíležitostnì zapisovat 
také jako „F  eq G",  pøièemž pøíležitostné potlaèení promìnné u pojmo­
vého slova bude obecnì záležitostí srozumitelnosti kontextu. 

Co do formy vyhlíží HP jako pokus o definici  rovnosti èísel. Není to 
ale rovnost, upozoròuje Frege, nýbrž èíslo samo, co potøebuje být v rám­
ci logicistického programu definováno. Jak by ale mìla  takováto de­
finice vypadat tj.  s odvoláním k èemu by mìlo  být èíslo definováno? Na 
to se - možná pøekvapivì - pokouší Frege odpovìdìt  v rámci vymeze­
ném kantovskou otázkou „jak  j e  nám dáno èíslo?", na níž si posléze od­
povídá: nikoli  j ako fyzický èi psychický pøedmìt, ale v kontextu vìty -
stanovením kritéria znovurozpoznání. Takové kritérium,  jak víme, j e  
ovšem nutnì  spjato s každým pøedmìtem, lhostejno, zda se jedná o èíslo 
èi gauè, naznaèovaná odlišnost tedy mùže spoèívat v jediném: Stanovení 
kritéria identity mezi èíselnými termy není jen nutný, ale zároveò posta­
èující prostøedek jej ich uchopení, t j .  pøi jeho stanovení se není tøeba od­
volávat ani k empirické zkušenosti, ani k formám je j í možnosti, jak to 
v aritmetice vyžadoval Kant,  ale pouze k principùm logického 
charakteru. Skrze nì  dostaneme nìco,  co by se Kantovi nutnì  jev i lo j ako 
contradictio in adjecto - èísla coby logické pøedmìty. 

Fregùv termín „logický  pøedmìt" resp. jeho definice není ale tvrdý 
oøíšek pouze pro transcendentálni idealisty. Zvykli  j sme si j iž ,  že j e  lo­
gika formální vìda,  která od všeho obsahu, tedy i významu vlastních 
jmen abstrahuje. Nìco  jako „vlastní pøedmìt" j í  v tomto smyslu nepøís­
luší. Pøece však ponechává i ona význam nìkterých  výrazù nemìnný,  
konstantní - totiž právì  význam tzv. logicbí'ch konstant. K tìm  se øadí 
obvykle tzv. výrokové funkce a kvantifikátor,  jehož význam coby výz­
nam výrazu kategorie s/(s/t)  lze chápat jako funkci  pøiøazující pojmùm 
pravdivostní hodnoty. 

Výhoda adjektivní strategie spoèívala v tom, že j sme pøi zavádìní èí­
sel j i ž  disponovali „objekty"  stejného typu. totiž právì  existenèním 
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a obecným kvantifikátorem, a mohli  tak v (EO), (En) podat definici  
explicitní. V pøípadì substantivním. konkrétnì  pøi zavádìní operátoru 
Nx<J>x ale v takové situaci nejsme, nebo• žádnou funkcí (konstantou) 
kategorie t/(s/t)  nedisponujeme, ani j i  nejsme schopni získat složením 
z konstant stávajících. Pøirozenì se tedy nabízí možnost uchopit jako 
konstantu operátor kardinality samotný. Jeho úloha v logickém systému 
nemùže být samozøejmì stanovena explicitnì,  snad by to ale bylo možné 
kontextuálnì,  podobnì jako j e úloha existenèního kvantifikátoru 
vyjádøena formulí  (axiomem) 

F(N)  (3x)Fx. 

Tímto uchopením - definicí - èísla v kontextu vìty  by mohl být právì  
Humùv princip jakožto jediný pøedpoklad, který na èísla resp. operátor 
Nx<t>x,  jehož jsou hodnotami, klademe. 

1.4 Definice abstrakcí 

Frege si byl samozøejmì vìdom  atypiènosti, s níž j e  oznaèení HP za de­
finici  spjato, a jelikož byl sám zastáncem pojetí „pøísných pravidel defi­
nování'', protìžujících  pøedevším explicitní definice, byl z nìho  i pat­
øiènì nesvùj. V Grundlagen se odvolával pøedevším k tomu, že j e  tento 
zpùsob implicitního  zavádìní „nových"  pøedmìtù v matematice hojnì  
využíván, a to v procesu tzv. logické abstrakce. Právì jeho prostøednic­
tvím bylo dosaženo redukce vyšších èíselných oborù na pøirozená èísla, 
jak jsme o ní mluvili  úvodem. 

Uvažme napø. j i ž  definici  racionálních èísel jako dvojic èísel 
pøirozených. Prosté prohlášení dvojice <2, 4> za racionální èíslo nás 
okamžitì  postaví pøed otázku, zda se v pøípadì dvojice <1, 2> jedná 
o totéž èi rùzné èíslo. To není ovšem nic jiného nežli problém kritéria 
identity,  které se u racionálních èísel a prostých dvojic evidentnì liší, tj.  
z toho, že se m ž p èi n í- q, nelze usoudit, že <m, n> * <p, q>. Nyní  
snad o trochu jasnìj i  vidíme, proè j e  to podle Frega identita, co dìlá  
pøedmìt pøedmìtem, pøedevším ale proè j e  velká chyba, øekneme-li, že 
j e  racionální èíslo definováno jako dvojice pøirozených èísel. Správnì 
mùžeme øíci pouze, že bylo racionální èíslo odvozeno z dvojic pøiroze­
ných èísel prostøednictvím konvence, podle níž se dvì  racionální èísla 
<m, n> a <p, q> rovnají, jestliže se souèin èitatele prvního a jmenova­
tele druhého rovná souèinu jmenovatele prvního a èitatele druhého. 
Matoucí už j e  tu jen použití téhož výrazu „<m,  n>"  jak ve významu èí­
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selné dvojice tak èísla racionálního, což lze ošetøit zavedením operátoru 
Q, který tento pøechod - abstrakci - od jednoho k j inému typu pøedmìtù 
explikuje. Definujeme-li  relaci O mezi dvojicemi èísel jako 

(O) 0(<m,  n>,<p,  q>) = D e f  mq =  pn, 

lze onen pøechod zachytit formulí  

(QP) Q(<m,  n>) =  Q(<p,  q>) 0(<m,  n>, <p. q>),  

svou formou pøipomínající Humuv princip.  Místo výrazu ,.Q(<m.  n>)"  
pak obvykle píšeme „m/n".  Tentýž proces pro pøípad reálných èísel 
mùže vypadat takto: Vy jdeme z toho, že máme posloupnosti a* racio­
nálních èísel a0,  následující vlastnosti: 

(Ve > 0)(3N)(Vp,  q > N)(|ap -  aq | < e), 

kde 8 j e  racionální a p, q, N pøirozená. Takovýmto posloupnostem øíkal 
Cantor fundamentální. dnes se obvykle nazývají Cauchyho nebo kon­
centrované. Existuje-li  racionální èíslo s takové, že 

(Ve > 0)(3N)(Vp  > N)(|ap -  s| < e), 

øekneme, že posloupnost a * konverguje k s, symbolicky: lim  a* =  s. Za­
tímco každá racionálnì  konvergentní posloupnost j e  posloupnost funda­
mentální, inverzní tvrzení neplatí, tj.  existují fundamentální posloup­
nosti, které nekonvergují k žádnému racionálnímu èíslu, napø. posloup­
nost ao =  1, a] =  1,4, a2 =  1,414, a;, =1,4142,... stále bližších aproximací 
„øešení" rovnice x" — 2 = 0, dávající poèáteèní segmenty desetinného 
rozvoje èísla V2. Podstata pøíslušné abstrakce spoèívá v tom, že funda­
mentální posloupnosti uchopíme jako reprezentanty èísel i v pøípadì, 
kdy nekonvergují k žádnému èíslu racionálnímu a výraz lim  a* pro nì  
tedy zprvu nedává smysl. Získá j e j  ale, když po definování relace 

(T)  T(a*  b* )  = D e f  (Ve > 0)(3N)(Vp  > N)(ja p -  bp | < e) 

položíme 

(RP) lim  a* =  lim  b *  T(a*,b*)  

coby kritérium identity „nových"  pøedmìtù - reálných èísel. 
HP, QP a RP jsou nyní tøi rùzné pøípady tzv. definice abstrakcí, jak j í  

Frege jako jeden z prvních explicitnì  popsal právì  v souvislosti s analý­
zou èísla. V konstruktivistickém žargonu j e  cílem této definice zavést 
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nové pøedmìty via kritérium jejich rovnosti. To má podobu relace mezi 
nìjakými  výchozími objekty (pojmy, dvojicemi pøirozených èísel, fun­
damentálními posloupnostmi racionálních èísel), pøièemž se vždy jedná 
o relaci ekvivalence, tj.  j e  reflexivní, symetrická a tranzitivní. Není ob­
tížné ukázat, že relace EQ, O a T tyto podmínky splòují. Obecná podoba 
definice abstrakcí vypadá tedy takto 

(DA)  #(x)  =  #(y)  x - y, 

pøièemž operátoru #(£) øíkáme operátor abstrakce nebo též abstrakíor. 

1.5 Kontextuální def in ice 

Nauka o definici  patøila k Fregovým oblíbeným tématùm zejména proto, 
že se proti  ní podle jeho mínìní  vìtšina jeho spoluputovníkù v oblasti 
výzkumu základù matematiky hrubì  prohøešovala. Jednalo se zejména 
o tendence zavádìt nové objekty prostou stipulací, jakýmsi vyváøením 
z nièeho, v dùsledku èehož - jak se jednou vyjádøil smìrem ke 
Cantorovi - není èlovìk  dalek všemohoucnosti. Definice v pravém slova 
smyslu (eigentl iche Definition) j e podle Frega prostá notaèní konvence, 
j í ž j e  novému symbolu, definiendu, stojícímu nalevo od znaku 
definitorické ekvivalence (=Def),  dán význam prostøednictvím symbolù 
j i ž  zavedených, tvoøících tzv. definiens strany pravé, u nìhož  j e  význam 
pøedpokládán. Zavádí se tedy nový znak, nikoli  pøedmìt, a celá 
záležitost j e  proto pøedevším otázkou vìtší  pøehlednosti a pohodlí. 

Potøeba zavést logické pøedmìty prostøedky logického aparátu, který 
žádnými elementárními konstantami skládajícími výrazový typ vlastní 
jméno nedisponoval, postavil ovšem Frega pøed tìžce øešitelné dilema 
zavedení nìèeho, co celý život kritizoval,  totiž definice produktivní po­
vahy. Takováto definice by se nemohla lišit  pouze od definice explicitní,  
ale i od smysluplné vìty,  v níž - právì  aby byla smysluplná - musí být 
význam všech užitých znakù pøedpokládán jako známý, a nelze j e j  tam 
tedy teprve zavádìt. Název implicitní èi kontextuální definice j e  ale na­
rozdíl od pojmu definice explicitní pøíliš vágní, abychom j e j  mohli  jen 
tak oznaèit za Fregem navržený tøetí typ vìtného výrazu. 

Pojem kontextuální definice j e  v obecném povìdomí spjat pøedevším 
s Russellovou teorií deskripcí resp. jeho naukou o neúplném symbolu 
(incomplete symbol). Výraz typu „francouzský král", analyzovaný Rus-
sellem jako ..to jediné x takové, že .v j e  francouzský král", symbolicky 
„txFx".  nemùže být zaveden explicitnì,  protože bychom mu pak museli 

- 13 -



Vojtìch  Kolman  

pøiøadit pøedmìt, který momentálnì  neexistuje. Je proto pøedveden 
v kontextu celé vìty  resp. vìtného schématu, jemuž j e  definicí pøiøazen 
zpùsob, jak j e j  z tohoto kontextu eliminovat, konkrétnì  

(R l )  H(txFx)  S D E F  (3x)[Fx  A (Vy)(Fy—> x =  y )  A Hx],  

Podstatné je, že mimo uvedený kontext, a to pøedevším po stranách rov­
nosti, nedávají výrazy jako „txFx"  smysl. Nejsou to vlastní jména, 
u nichž lze tøeba od výskytu ve vìtì  ,,H(N)"  pøejít k „(3x)(Hx  A x =  N)",  
ale neúplné symboly, tedy pevné èásti komplexních notaìních zkratek 
„H(txFx)",  j imiž  lze nahradit vìty  na pravé stranì pøíslušné definice. 
Z tohoto dùvodu se zdá být výše uvedené užití symbolu „= Def" 
oprávnìné, nebo• levou stranu tvoøí klasické definiendum jediného 
symbolu resp. jeho schématu. 

U abstrakèních definic, j a k j e  Frege prezentuje v Grundlagen, se ale 
má vìc  jinak. Výrazy jako „NxFx"  jsou sice také zavádìny v kontextu 
specifické vìty,  totiž rovnosti, nyní ale právì proto, že j e  tento výskyt 
nutná a postaèující podmínka jej ich využití coby vlastního jména, tj.  
rovnou se pøedpokládá, že budou substituovatelné ve všech výskytech 
ostatních jmen, a naopak, že j e  samotné bude možné nahradit pøedmìt­
nou promìnnou.  To j e  podle Frega dáno s tím, že k definiens abstrakèní 
definice nepatøí pouze pravá strana ekvivalence, ale i symbol (prvoøá-
dové) rovnosti na stranì levé, jenž v e svém obecném logickém významu 
zachycuje substituovatelnost pøidružených výrazù, a to substituovatel-
nost salva veritate, neboli 

(=')  N =  M o ( V F ) ( F ( N ' 5 o F ( M ) ) .  

Na jedné stranì j e  tu tedy explicitní definice a Russellova definice kon-
textuální, v nichž j e  od sebe symbolem „= D e f "  ostøe oddìleno definující 
a definované, na stranì druhé smysluplná vìta,  v níž není definováno nic 
a vše se pøedpokládá jako dané, a mezi nimi  j ako pokus o spojení bezob-
sažnosti, analytiènosti první s netriviálností druhé Fregova definice èísla 
abstrakcí. Analytiènost DA  podle Frega spoèívá v tom, že jeho levá 
strana pøedkládá pouhou alternativní „analýzu" strany pravé, rozkládá j í  
tedy jen novým zpùsobem do tvaru, v nìmž  f iguruje rovnost coby klín 
celého štìpného procesu; obì  strany mají proto stejné pravdivostní 
podmínky a jej ich ekvivalence j e  tautologická. 

A •  už si o analytiènosti DA  èi konkrétnì  HP myslíme momentálnì  
cokoli  -  i když vzpomeòme: HP formulovaný slovy skuteènì vyhlíží 
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jako pleonasmus - faktem je , že se z povahy své výše popsané odlišnosti 
dopouští selhání, z nìhož  Frege obvinil  definici  adjektivní. Zavádí totiž 
abstraktní výraz „NxFx"  pouze v kontextu 

NxFx  =  NyGy,  

souèasnì však pøipouští jeho užití ve vìtì  

NxFx =  M,  

kde M  j e  libovolné vlastní jméno, tedy i jméno potenciálnì  j iného tvaru 
než „NxFx".  Odsud však narozdíl od prvního pøípadu není jeho výskyt 
schopna eliminovat, j inými  slovy: není schopna rozhodnout, zda daná 
rovnost platí èi nikoli.  Jelikož j iným principem týkajícím se významù 
výrazù typu „NxFx"  nedisponujeme, vrátili  jsme se opìt  k problému Ju­
lia Caesara. 

1.6 Èíslo a p r ù b ì h hodnot 

Jestliže Frege o novém typu vìty-definice  oèividnì  pochyboval, znovu-
vynoøení problému Julia Caesara mu bylo v Grundlagen pøímým pod­
nìtem,  aby kontextuální definici  èísla zamítl a nahradil definicí expli­
citní.  Tu mìla  ospravedlnit j iná matematická zvyklost, nahrazující øeè 
o pøedmìtech j isté vlastnosti øeèí o jejich množinì,  tj.  pøechod od pojmu 
F k množinì  j x; Fx},  zvyklost, j ež vedla v moderní sémantice 
k interpretaci prvního (predikátu) druhým (podmnožinou nosièe). Frege 
o {x;  Fx}  hovoøí tradièní terminologií jako o „rozsahu pojmu F "  èi 
vlastní terminologií jako o „prùbìhu  hodnot funkce F". Rozsah pojmu, 
množina, agregát atd. mají podle Frega tu pøednost, že jsou narozdíl od 
pojmu užívány substantivnì, pøechod od adjektivní k substantívni' 
analýze j e  tedy zvláštì bezbolestný, ba vlastnì vyhlíží jen jako záležitost 
vkusu. Nic  není vzdálenìjší pravdì,  jak se záhy pøesvìdèíme. 

Korespondence pojmù a jej ich rozsahù ovšem nabízí pøímý návod, 
jak odvodit explicitní definici  èísla v substantívni' verzi z verze adjek­
tivní:  namísto pojmu druhého øádu, pøíslušícího tìm  a jen tìm  pojmùm 
prvního øádu, pod nìž  spadá urèitý stejný poèet pøedmìtù, tj.  jsou v re­
laci EQ. staèí vzít jeho rozsah. Operátor NxFx  tak libovolnému pojmu 
F£, pøiøadí množinu všech pojmù, které jsou s ním v relaci EQ neboli 
všech pojmù rovnopoèetných. Symbolicky 

(NX)  NxFx  = D e f  {H:  H eq F}.  

Pro tento zpùsob definice se v dnešní matematické praxi vžil také název 
„definice  abstrakcí", a ve skuteènosti j e  používán takøka výhradnì 
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v tomto smyslu, nikoli  ve smyslu DA.  Jeho základní myšlenka spoèívá 
v tom, že od pùvodního „pøedmìtu" ,v, nacházejícího se v oboru 
pøedmìtù s definovanou ekvivalencí pøejdeme k novému objektu, 
totiž množinì  pøedmìtù s ním ekvivalentních. Ta j e  obvykle znaèena 
jako ,,[xl_"  a nazývá se tøída ekvivalence ~ reprezentovaná prvkem x. 
Tato definice (explicitní)  abstrakcí má tedy podobu 

(DX)  [x]_ —Def {y :  y ~ x } .  

Pøíèina j e j í  obliby j e  zøejmá: libovolný abstraktní pøedmìt j e  možné ex­
plicitnì  definovat nad bází jednoho množinového univerza jakožto mno­
žinu urèité vlastnosti. Pøirozená èísla jsou množiny všech rovnopoèet-
ných množin, racionální èísla jsou množiny dvojic - rovnìž  množin -
èísel pøirozených, reálná èísla j sou množiny posloupností - také množin 
- èísel racionálních atd. Hierarchie implicitních definic 

lim  a *  =  l i m b *  <-> (Ve > 0)(3N)(Vp  > N)(|ap -  bp | < e) 
m/n =  p/q <-» mq =  pn 

NxFx  =  NxGx  <-> F eq G 

se tøemi typy implicitnì  definovaných, a proto neeliminovatelných vý­
razù, se nám rázem promìní  v øadu teorémù, dokazatelných (viz dále) 
z explicitních definic výrazù na levé stranì. Problém zùstává jediný: co 
za abstraktní pøedmìt j e  množina resp. f regovský prùbìh  hodnot. 

Odpovìï  lze samozøejmì tušit: j e  to onen hledaný „logický  pøed­
mìt",  Frege j i  ale v Grundlagen odsouvá stranou s tím, že rozsah pojmu 
lze v podstatì užívat stejným zpùsobem jako samotný pojem (§68), 
i když ponìkud  nesmìle tvrdí, že pojem narozdíl od rozsahu pojmu ne­
musí mít extenzionální kritéria identity,  daná definicí (= 3). Extenzio-
nální kritérium Frege tiše využívá v dùkazu Humova principu,  tj.  pù­
vodní implicitní  definice èísla, z nynìjší  definice explicitní. Pøipomeòme 
si, že HP má formu 

NxFx  =  NyGy  F eq G, 

z níž po dosazení podle (NX)  a notace z (DX)  dostáváme 

[F]EQ =  [G]EQ <-> F e q G ,  

což máme nyní dokázat. Podle Frega (§73) k dùkazu implikace staèí, 
ukážeme-li. že za uvedeného pøedpokladu F eq G platí ekvivalence 
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H eq F o H eq G, 

pro libovolné H. Takový úsudek j e  ale evidentní dùsledek nevyslove­
ného pøedpokladu, podle nìhož  se {H;  H eq F) a {H;  H eq G},  tj.  [F] E Q 

A [G]EQ rovnají, jestliže pod nì  spadají tytéž pojmy (objekty), tj.  právì  
jestliže 

(VX)(X  eq F <-> X eq G). 

Teprve máme-li tento princip,  lze HP dokázat, a to pouze z toho, že j e  
rovnopoèetnost relací ekvivalence. Dùkaz lze proto zobecnit. 

Zapíšeme-li nyní Fregùv skrytý pøedpoklad obecnì pro libovolné 
prùbìhy  hodnot prvního øádu 

(GV)  {x;  Fx}  =  {x;  Gx j (Vx)(Fx  GX),  

vidíme, že se opìt  jedná o pøípad definice abstrakcí, a to definice impli­
citní,  j í ž se chtìl  Frege pro pøípad HP s pomocí NX  vyvarovat. Pøevedl 
však pouze problém implicitní  definice kardinálního operátoru Nx<t>x na 
obecnìjší rovinu, totiž implicitní  definice množinového operátoru 
{x;  Ox} ,  rovnìž  coby výrazu kategorie t/(s/t).  Tento princip,  v Grundla-
gen nevyøèený, zaøadil Frege v Grundgesetze mezi své základní zákony 
aritmetiky j ako tzv. Grundgesetz V. Ospravedlnìním mu mìla  být bìžná 
- a zdánlivì  neškodná - matematická praxe, pøechod od pojmu k jeho 
rozsahu, od ekvivalence stejných hodnot k rovnosti rozsahù (extenzí), 
od nevyjádøeného vztahu funkcionální aplikace F(N)  k explicitní relaci 
náležení NE (x;  Fx}.  

1.7 Russel lùv paradox 

Srovnáme-li definici  (= 2), tj.  definici  rovnosti (prvoøádového) pojmu, 
a GV,  tj.  definici  rovnosti prùbìhu  hodnot pojmu, vidíme nejprve shodu 
na pravé stranì ekvivalence, což by nás mohlo podnítit  k soudu, že se od 
sebe v podstatì neliší. Vyplatí se však pøipomenout, že v pøípadì GV 
pøed námi neleží klasický typ definice, tj.  že definiens není vyèerpáno 
pravou stranou ekvivalence. V GV jsou pøedevším - narozdíl od (= 2) -
definovány objekty stejného typu jaký má promìnná èásti definiens na 
pravé stranì; výraz „F{x;  Fx } "  j e  narozdíl od „F(Fx>"  správnì utvoøený 
a náleží kategorii t. 

Aè se to na první pohled nezdá, tento zdánlivì  bezvýznamný detail 
vede ke katastrofì. Uvažme predikát Wè, takový, že 
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(W)  Wi;  E E D C F  (3F)(£, =  j x ;  Fx}  A -JF^).  

Je zøejmé, že W j e  øádnì definován a v pøirozeném pøepisu znamená 
cosi jako: být rozsahem pojmu a nespadat pod nìj.''  Nyní  lze k pojmu W 
utvoøit pøíslušný prùbìh  hodnot a ptát se, která z negací W { x ;  W x } ,  
—iW{x;  W x }  platí. Podle zákona vylouèeného tøetího by to mìla  být 
alespoò jedna, podle zákona sporu by to nemìly  být obì.  

Pøedpokládejme, že platí ̂ W { x ;  W x }  . tj.  

(1) (VF)({x;  W x }  =  {x;  Fx}  F{x;  Wx} ) .  

Specifikací promìnné  F:=W  dostaneme z (1) implikaci  

(2) { x ; W x }  =  { x ; W x } ^ W { x ;  W x } .  

Antecedent formule (2) j e  ovšem tautologie, aplikací pravidla modus 
ponens tedy získáme formuli  W { x ;  W x } ,  ìili  negaci našeho pøedpok­
ladu. 

Potud víme, že pøedpoklad neplatí. Pøedpokládejme tedy opak, èili  

( ¾ ) (3F)({x;  W x }  =  {x;  Fx}  A —.F{x; WX}),  

a uvažujme libovolný pojem F, jehož existence j e  v ( ¾ ) tvrzena. F má 
stejný prùbìh  hodnot jako W,  podle G V tedy platí 

(2') (Vx)(Fx  < > Wx),  

kontrapozicí 

(3') Vx(—iFx <-> - íWx).  

Podle ( ¾ ) ovšem platí —F(x; Wx} ,  z ( ¾ ) a (3') proto vyplývá opìt  ne­
gace pøedpokladu. Úhrnem dostáváme ekvivalenci 

( W W )  —.W{x;  Wx}  <-» W{x ;  Wx} .  

Pøi j e j ím odvození byly použity pouze logické zákony a GV.  Ten j e  
proto možné èinit  za následné odvození sporu zodpovìdný. V èem ale 
byla chyba? 

' Fregùv systém nemá být teorií množin, ale logikou, nedisponuje tedy relací náležení ja­
kožto základní relací, ale definuje ji  jako 

X 6  y H 3F(y =  {z; Fz} A F X ) .  

Ztotožnìním  promìnných lze pak získat jednomístný predikát % resp. §, vytvoøit 
prùbìh hodnot (x; x ø x ) a postupovat více ménì výše popsaným zpùsobem (predikát WE, 
samozøejmì není totožný s predikátem j c  mu ale podøazený, tj. jejich rozsahy jsou 
ve vztahu inkluze). 
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Russell upozornil na to, že máme-li chápat GV jako prostøedek zave­
dení nových pøedmìtù j x; Fx }  do univerza, dopouštíme se tím. že tyto 
nové pøedmìty pøipouštíme jako hodnoty pøedmìtné promìnné  z pravé 
strany ekvivalence - tedy èásti definiens - bludného kruhu: abychom 
vìdìli,  zda platí {x;  Fx}  =  {x;  Gx},  musíme totiž j i ž  vìdìt  i to, zda F{x;  
Fx)  <-» G {x;  Fx},  Russellovými slovy: objekt j e definován pomocí tota­
lity,  která j e j  j i ž  obsahuje. 

Russellova poznámka se samozøejmì týká všech definic abstrakcí 
pøíslušného tvaru, tj.  tzv. pojmové abstrakce 

#F =  #G <h> F ~ G, 

kde „F"  a „G"  reprezentují pojmy prvního øádu a „#F",  „#G"  pøedmìty, 
které pod nì  spadají resp. mohou spadat. Prohlédneme-li si ale znovu 
odvození ekvivalence (WW),  obecnì tedy formule 

—iW(#W) <-> W(#W)  

pro W patøiènì modifikované, vidíme, že implikace <— závisí na kon­
krétní podobì  DA.  Nahradíme-li napø. GV skrze HP, tj.  definujeme-li 
namísto prùbìhù  hodnot èísla, dostaneme se k formuli  

(3F) (NxWx  =  NxFx  —> —iF(NxWx)).  

Kritické  místo nyní spoèívalo v nahrazení rovnosti N x W x  =  NxFx  defi­
nující ekvivalencí a úsudkem na —W(NxWx). Onou ekvivalencí ale 
v tomto pøípadì není totožnost hodnot pojmù, ale jej ich rovnopoèetnost. 
Z toho, že pod dva pojmy spadá stejný poèet pøedmìtù, ale v žádném 
pøípadì neplyne, že pod nì  spadají pøedmìty stejné. Odvození negace, 
a tedy ani odvození sporu nelze - alespoò tímto zpùsobem - opakovat. 

Poukazem na tento specif ický rys odvození Russellova paradoxu 
z principu pojmové abstrakce mùžeme první èást této statì ukonèit. 
Právì  v nìm  se totiž ukázal být onen pevný výchozí bod, z nìhož  šlo 
Russellovu diagnózu ..bludného kruhu" vykázat jako (v j istém ohledu) 
neadekvátní, pøemrštìnou a domnìle  ztraceného pacienta resuscitovat do 
stavu, v nìmž  se mùže tìšit  širší f i losofické pozornosti. 
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