LOGICISMUS A PARADOX (I)
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LOGICISM AND PARADOX .

This is the first part of the essay devoted to the story of logicism, in
particular to its Fregean version. Reviewing the classical period of Fregean
studies, we first point out some critical moments of Frege's argumentation in
the Grundlagen, in order to be able later to differentiate between its
salvageable and defective features. We work on the presumption that there
are no easy, categorical answers to questions like “Is logicism dead?":
Wittgenstein’s critique of the foundational program as well as the
remarkable neo-Fregean discoveries of Boolos and Wright have to be
confronted with the effects which the logicistic idea actually had on logico-
matematical practice. But that is another story, a sequel to this essay, the
purpose of which is systematic rather than critical.

Malokterému objevu nalezi v dé&jinach logiky tak pozoruhodné misto
jako Russellovu paradoxu. Kdyz se po dlouhych staletich neplodnych
spekulaci nad univerzalnimi zakony pravdy, mysleni a pravidly pro fi-
zeni lidského rozumu jiz zdalo, ze je logika definitivné mrtva, vstoupila
do hry disciplina, o jejiz plodnosti — pres srovnatelnou miru abstrakce —
nikdo nepochyboval, totiz matematika, a to v jedné ze svych nejispés-
néjsich ¢asti — infinitesimalnim kalkulu. Jiz v dobé, kdy Kant identifiko-
val nezpochybnitelnou jistotu matematickych pravd v apriornich nazo-
rech prostoru a Casu, se v ném totiz zacaly objevovat prvni pojmové
problémy, souvisejici jednak s nekontrolovanym uzitim nekone¢na (pa-
radoxy nekonecna), jednak v rozporu nékterych vysledku s jejich nazor-
nou reprezentaci (paradoxy ndzoru). Tak jako ReKové pii prvni mate-
matické krizi, totiZ objevu iracionalit, utekli od aritmetiky ke geometrii,
byl pozvolna nastaven kurs zcela opacny, totiZ aritmetizace analyzy.
Krize zakladu jedné discipliny méla byt tedy zazehnana odkazem na
disciplinu jinou.

Aby se kriticka situace v n¢jaké jiné podob¢ zahy neopakovala, zddlo
se byt nutné prozkoumat pevnost zakladu vychoziho oboru. Vyhoda
aritmetiky a algebry v oc¢ich vétSiny matematiki — v rozporu s Kanto-
vym presvédcenim — spocivala v tom, Ze patif k disciplinam analytické
metody, tedy s tzkou, byt pon¢kud vagni vazbou na ty nejobecnéjsi,
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a tedy i nejjistéjSi pravdy lidského rozumu, pravdy pojmové. nezavislé
na stavu ba ani formé empirického svéta. Tato idea se v té &i oné podobé
objevovala u vsech hnuti participujicich na nezbytné reformé zakladl
matematiky, uvozujicich svd zkoumdni zpravidla jako ,logicka*.
V praxi se viak v takovémto odkazu k logice ¢i prohldsenich o redukci
aritmetiky na logiku — tzv. logicismu — neskryvalo nic vic nezli verbalni
vymezeni vici Kantovi, v duchu Dedekindova: ,,pojem ¢isla je nezavisly
na pojmech ¢&i ndzorech prostoru a casu. !

Gottlob Frege, jeden z pfedstaviteld reformy, s nimZ je mySlenka
logicismu pfimo spojovidna. mél bezesporu pravdu, kdyZ si opakované
stézoval, Ze je mezi matematiky ¢i filosofy jen mdlo téch, kdo by se do-
kazali shodnout v otdzce ,,co je ¢islo?*. To samé mohl ale fici i o otdzce
,-co je logika?", a to s pravem o to veét$im, Ze narozdil od usp&$né a vie-
obecné péstované matematiky nic jako zavedend, funkéni logickd praxe
prosté neexistovalo. Tento slaby ¢lanek vSech logicizujicich trendt (od
Leibnize po Bolzana, Schrodera a Dedekinda) vyfesil Frege jednoduse
tim, Ze logiku, na niz se méla a mohla problematizovand matematickd
praxe postavit, zalozil sam.

Vyrokovy a predikatovy kalkul, ktery Frege ve svém drobném spise
s vymluvnym nazvem Begriffsschrift (pojmové pismo) roku 1879 pied-
lozil, je nepochybné dilem pielomovym; jiZ tato vyjimec¢nost ale nazna-
Cuje, Ze se nemohlo jednat o pouhy soubor zcela evidentnich a pfiroze-
nych rozumovych pravd, jak by si to vy$e naértnuty smysl logicistic-
kého programu Zadal. Iluze bezprostiednosti, které Frege sam pfi stano-
vovani ,,zdkladnich zakonl pravdivosti® ¢dste¢né podlehl a kterou s nim
dodnes mnozi lektofi moderni logiky sdili, byla vSak zahy konfronto-
vina s naprostym nepochopenim jeho cilt a dil¢ich vysledki, a to i ze
strany programov¢ spriznénych badatelt. Fregovy vykony na poli logiky
tak zlstaly z vE&tSi ¢dsti nepovsimnuty, mnohé z nich proslavili az jeho
pokracovatelé jako Russell ¢i tfeba Hilbert, ktery jim paradoxné zprvu
odmital vénovat pozornost. Definitivni rdnu ale Fregovu systému ustéd-
filo az Russellovo zjistént, Ze jeden z jeho ,,nejpfirozenéjsich* principti,
podle néhoz se dvé mnoziny vydélené jistymi vlastnostmi rovnaji tehdy
a jen tehdy, maji-li tytéZ prvky, vede ke sporu.

Ackoli se Russelltiv objev dotykal stejnou mérou i ostatnich pokusii
o zaloZeni aritmetiky, jmenovité Peanova a Dedekindova systému

" Dedekind (1888).
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a Cantorovy teorie mnozin, byl to pouze Frege, kdo jej povazoval za fa-
talni, davaje najevo naprostou bezradnost ve véci jeho ptuvodu a zdroven
nechut’ v logicistickém projektu dale pokracovat. Jiz tato dobfe znama
skutecnost se stala podkladem pro obecné prijimanou tezi, Ze idea logi-
cismu nadobro ztroskotala a Freguv dikazovy systém spolu s velkou
&asti realizovanych dedukef drasticky ztratil na hodnoté. Ulohy stavitele
zakladu se ujala axiomatizovana teorie mnozin, pojmovy rdj, z néhoz se
— Hilbertovymi slovy — matematici nedaji vyhnat. Dobrovolny odchod
nékterych, podpofeny Brouwerovou kritikou a Weylovou ,zradou",
presvedcil ¢ast matematiku, aby se — pod vlajkou konstruktivismu —
vratili z Cantorova Elysia nazpét ke Kantovi a jeho konstrukcim
v prostoru a ¢ase. JelikoZ se jednalo o skupinu podstatné mensi, bylo na
ni od pocatku pohlizeno jako na herezi vici vladnoucimu trendu.

V sedmdesatych letech minulého stoleti, kdy byl logicismus jako
program jiz dobrych padesat let spolehlivé mrtev, zjistil George Boolos
(a jini), Ze to s inkonzistenci Fregova systému neni tak zIé, jak to na
prvni pohled vypada resp. cela desetileti vypadalo, nebot Ize z Fregova
axiomatického systému ziskat jednoduchou tdpravou systém konzis-
tentni, prinejmensim konzistentni relativné k systémum jinym, za kon-
zistentni bézné povazovanym, a sice tak, Ze velka ¢ast vyznamnych de-
dukei zistane nedotcena. To se nasledné stalo pfimym podnétem k po-
kusiim o znovuoziveni Fregovy doktriny, jak je ve svém neofregeanismu
ohlasuji a systematicky hdji Crispin Wright a Bob Hale.

Cela zdlezitost s udajnym zmrtvychvstanim logicismu je ovSem
o trochu slozitéjsi, nezli by se povrchné informovany ¢tenar mohl dom-
nivat, a zaslouzi si podrobn¢jsi zhodnoceni. Podobn¢, jako jsem se ve
svém c¢lanku Logicismus a moderni Iogika2 pokusil popsat podminky
a okolnosti jeho vzniku, pokusim se nyni v prvni Casti této prace podat
struény nacrt ,,vzestupu a padu** Fregova logicistického programu, a tim
i jakési shrnuti klasické éry fregovského badani. V ném bude probrana
Fregova idea definice ¢isla. jak ji sim prezentoval ve svych Grundla-
gen,” spolu s pii¢nou krachu — Russellovym paradoxem. Na to pak nava-
ze v druhé casti, vydané v nekterém z piistich ¢isel ¢asopisu, vylicent to-
ho podstatného, ¢eho dosdhlo Wrightem podnicené novofregovské bada-
ni pii revizi Fregovych vysledku, tedy cela zdleZitost (idajného) znovu-

? Viz Kolman (2004).
i Frege (1884).
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vzkfiSeni logicistické ideje. poc¢inaje analyzou pfi¢iny paradoxu po od-
haleni bezespornosti Humova principu a diikazu tzv. Fregova teorému.

Pro sepsini takovéto ponékud obsirné studie bych chtél uvést dva
ospravedlnujici divody. Ten prvni, objektivni, spatfuji v jejim vyuziti
coby pruvodce a komentdfe nékterych obtizné interpretovatelnych mist
ve Fregovych Grundlagen, spisu, ktery by mél kazdy student logiky
a filosofie alespon jednou drzet v ruce. V mé fregovské knize' jsem se
musel drzet ponékud jiné linie vykladu a mnohé relevantni souvislosti
zustaly proto zcela nevyrceny nebo je nebylo docela snadné nahlédnout.
Druhy divod byl spiSe subjektivni: chei si zde pripravit piidu pro dal3,
nezdvislou stat’, v niz uz kone¢né — zhruba v duchu Wittgensteinovy
kritiky fenoménu zakladani aritmetiky — posoudim néktera problema-
tickd mista uzité argumentace pro & proti platnosti logicistické teze
a pokusim se vyuzit dosaZeného k ziskani komplexnéjsiho pohledu na
proces vyvoje moderni logiky od Kanta po nasi dobu.

1. Caesaruv vzestup a pad

Jiz pfed Fregem se matematikim podafilo ukdzat, jak lze redukovat
obory ,,vy$Sich™ ¢isel na .,nizsi*, s prirozenymi ¢&isly jakoZto bazi. Dede-
kind, vychdzeje z antické teorie proporei a geometrické piedstavy konti-
nua, definoval redlnd ¢isla jako fezy na ¢islech raciondlnich (1872),
Cantor je popsal jako jejich konvergujici (fundamentdlni) posloupnosti
(1871) a Weierstrass jako posloupnosti vnofenych intervala (1860).°
Definovanim raciondlnich ¢isel jakoZto dvojic ¢isel prirozenych mohl
byt program aritmetizace analyzy povaZzovan za uskuteénény. Tém, kdo
se jako Frege neshlédli v Kroneckerové hesle: ,mily Biih stvoril celd
Cisla, vSe ostatni je dilem ¢lovéka®, kdo tedy ¢&islo nepovazovali za pri-
mitivni, nedefinovatelnou ideu. ale prace teprve zacala — zbyvalo redu-
kovat ptirozené ¢islo na logické pojmy.

1.1 Cislo a existence
Otdzku, kde zatit, vyfesil Frege jednoduse: u aplikace, pouZiti ¢iselnych
vyrazi ve vétach. .Po vyznamu slov se je tfeba ptat v kontextu véty, ni-

* Kolman (2002).

7 Weierstrass své vysledky nepublikoval a zndme je tedy az prostfednictvim jeho 7aka.
Datovdni je proto nepresné.
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koli izolované;™ tak zni j»"m: 1 ze (P zasad. jeZ predesild svému .spisu o
cisle™, Zakladum arivmertky. aby v ném krdtce na to rozlisil dva typy
kontexttt, v nich7 se cuxlm‘l\\ bé&zne vyskytuji, totz (1) adjekrivni jako
~musketyfi jsou 4%, v nichZ se zda ¢islovka fungovatl gramaticky stejné
Jako ve vete musketyii jsou stateéni™. . po zpusobu pifdavného jména,
a (i) substantival, k nim? se fadi vEtSina vel matema MI\\' dc'n e tomu .5
je prvocisto™ ¢i L5 = 57, v nich? je analogicky k vétdm . MuSaraf je

general™ a , MuSaraf je pakistins *I y prezident™ piipisovana substantivu
néjakd vlastnost resp. tvrzena identita dvou predmeét

Zaméhv se na adjektivol uiitd, Frege lyi?ét"u.ju e se pt pn cislovky
od pripisu jinych. napi. empivickych predikatQ, vyznamné 1is(: &islo se

totiZ narozdil od vyse uvedené viastnosti byt state¢ny™ ncchm\ & distri-
butivne. tj. neni pfipisovino jednotlivym musketyrim, tfeba Aramisovi.
ale jejich celku. Coby viastnost nendle?{ tedy jednoduchym predmétiim,
ale jejich skupiné. Ani to ale neni piesné: pfirozené (kardinalni) &islo
predstavuje (ve Fregove analyze) odpovéd’ na otazku |, kolik?", Ta viak
u dan¢ho fenoménu (knihy, skupiny lidi) neddva xmyxl neni-li ve tvaru
Wkolik deho? tj. wneni-li doprovozena uddnim (sortdlniho) predikatu
(kolik stranek. kapitol. musketyri, bot atd.). Cislo se tak nevztahuje
piimo ke skupiné predméti. ale k pojmu (viastnosti), ktery tuto skupinu
vydétuje.

Viiom se, argumentuje Frege. ¢iselny Gdaj (Zallangabe) podobi pii-
pisu existence, jenz se rovnés })1"()@1‘1‘&* .imc:t.w'm existenéniho kvantifika-
toru vyjadiuje k poctu predmétii spadajicich pod dany pojem. Toto po-
zorovani se zdd nejen ospravedhiovat uchopeni ¢isla 41\0 predikatu dru-
hého tadu —~ jimZ podle Frega kvanti H\Am je - tj‘ vyrazu , Mxdpx
ktery dog lm n o vyraz kategorie predikdt JFE© ddvd vyraz JMxFx" kate-
gorie véta,” ale ¢ dovoluje oba vidét juko urceni poétu pfedméti spadaji-
cich pod dany pojem, 4. jako tzv. numerické kvantifikdtory. Existenéni
kvantifikdtor napf. fikd", Ze pod dany pojem spadd alespon jeden ()
predmét.

Cisla samotnd piedstavuji jesté specidlngjsf piipad tzv. numericky
definitiviiich kvaniifikdrori. urcéujicich piesné (=), kolik predmétl &itd
dand extenze. Jejich definice s pomoci logickyeh spojek, rovnitka

(Y )

[¢ o N z v

" Zavedeme-h vvrazy LU resp. W jako zkratky zakladnich kategorii w[' resp. viastnt
Jméno. muZzeme odvozenon Kategorti kvantifikdtoru znadit jako .s/(s/t)". kde .8/t ozna-
Cuje kategornt (ednomisineho) predikdw prvniho Fadu.
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a existen¢niho kvantifikitoru je zalezitosti bézné logické rutiny: prvni
z nich, nulu ziskame jako

(EO)  (3ox)Fx =per ~(IX)F(x),
Cisla dalsi pak induktivnim krokem

(En) (anX)Fx =Def (EX)[FX A (3;171)’)(1‘7}/ A X F y)]

1.2 Cislo a dobyvatel Galie

Poté, co Frege v §55 Grundlagen nacrtl vyse uvedenou analyzu, argu-
mentoval hned v ndsledujicim oddilu, tj. v §56 pro jeji nedostate¢nost.
Uvedené definice obsahuji numerdl n, jehoZ pouZiti ve vétach mélo byt
vysvetleno. Tento numerdl sam ale nefiguruje v inkriminovanych for-
mulich jako plnohodnotné definiendum: narozdil od proménné ,x* je
pouhym schematickym pismenem, zastupujicim pevnou ¢ast komplex-
niho predikatu ,,(3,x)®x", od niZ nemize byt odloucen. Neni pfes néj
tedy mozné kvantifikovat, ani jej postavit vedle znaménka rovnosti, jak
by si to obvyklé véty matematiky typu ,,Vx(x+0 = x)* zdaly vyzadovat.
JelikoZ vyskyt v kontextu rovnosti je pro Frega nutnd a postadujici pod-
minka toho, aby mohl byt vyraz uchopen jako vlastni jméno, formuluje
tuto ndmitku ponckud bizardnim zptsobem, ktery ji v pfislusné litera-
tufe vynesl ndzev ,problém Julia Caesara™: predloZena definice je
vadnd, nebot’ ndm nedovoluje rozhodnout. zda ,,nékterému pojmu ne-
nalezi Julius Caesar a zda je viibec dobyvatel Galie &islo nebo ne?*
Freglv argument, jak na to jako prvni upozornil Dummett,” ale smé-
Suje dvé odlisné véci, a to (i) nutnost uniformé vysvétlit obg, tj. adjek-
tivni i substantivni uziti véty a (ii) tvrzeni, Ze je numerdl vlastni jméno.
To prvni je pfedem akceptovanym cilem proviadéné analyzy, druhy bod
ale obnasi néco, co by pfislusnd analyza méla teprve ukazat, tj. presvéd-
Cit nds, Ze vety jako ,243 = 5 nemaji tieba skryté adjektivni strukturu,
zaloZenou na vySe uvedenych definicich. Mame-li k dispozici logiku
vyS§Sich fadl, neni ve skute¢nosti problém néco takového realizovat.
Zminénou rovnost Ize napf. pfelozit do véty logicky dokazatelné z (E0)
a (En) a rady notacnich zkratek ,, 1 za ,0+1%, 2 za , 1+1%, ,3* za
2417 atd., tedy ze samych definic. jak to odpovidd cilim analytického
projektu. Pro prepis kvantifikovanych vét ,\Vx,y(x+0 = x)* se pak zd4

" Dummett (1991), s. 103nn.
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byt postaCujici nahradit symboly numerickych kvantifikdtorti specialni
proménnou. Problém je oviem v tom, Ze tato novd proménna probihd
pfes vSechny pojmy druhého fddu, nikoli pouze pfes ¢&isla, jak to pred-
pokladdme u pivodni véty. To by se dalo samoziejmé napravit, kdyby-
chom byli ¢isla od ostatnich predikati s to odlisit. Jsme ale schopni po-
uze na zaklade definice (E0) a (En) fici, kdy je dany predikat numericky
definitivni kvantifikdtor a kdy ne?, jinymi slovy: jsme schopni pro dany
predikat druhého fadu rozhodnout, zda je to ¢islo? Ted’ se oviem ptame
velmi podobné jako Frege v problému Julia Caesara, tedy aZ na to, Ze
nejsme na drovni predmétu (vlastniho jména), na niz se vyskytuje doby-
vatel Galie, ale o dvé drovné vys, tj. na urovni pojmi (predikatd) dru-
hého fadu. Prece jenom se tedy vyplati, kdyZ se k Fregové namitce vra-
time.

K dplnému porozuméni pozadi Fregova argumentu nejprve patif
obeznamenost s jeho koncepei univerzalniho diskurzu, v némz jsou za-
hrnuty v8echny vyrazy typu vlastni jméno resp. jim odpovidajici pied-
meéty nehledé na prirozené kategorie. Celé toto univerzum tvoii obor
hodnot jediné pfedmétné proménné a pro vSechna jeho jména musi byt
specifikovana kritéria identity, Fregem nazyvand kritérii znovurozpoz-
nani, (. pro libovolné N, M z oboru musi byt vyrazu N = M ptifazena
prdve jedna pravdivostni hodnota. Odtud tedy Fregova potieba posoudit,
zda se Julius Caesar nerovnd néjakému ¢islu, na jehoZ ,,predmétné™ po-
vaze (zatim) nepiesvedcCive trva.

Vidime-li nyni ¢isla jako pojmy druhého fadu, je Caesartiv problém
v jednom, totiZ trividlnim sméru vyfeSen: Caesar neni &islo jednoduse
proto, Ze to je objekt jiného typu a celd otdzka po jejich identité nedava
gramaticky smysl. Identita ale, jak jsme jiZ zminili, je podle Fregeho
charakteristickym znakem pfedmétd, tj. vyznami vyrazd kategorie
jméno. Dava tedy zobecnény Caesariiv problém na Grovni predikatil vi-
bec smysl, {j. Ize se viibec ptit, zda je n&jaky konkrétni pojem druhého
radu identicky s n&jakym cislem? Odpovéd’ zni ano, pokud pres dané vy-
razy kvantifikujeme, tedy ¢inime-li jejich vyznamy objekty, hodnotami
proménné, i kdyZ hodnotami urcitého (vyssiho) typu. Znak tohoto typu
s sebou pfislu$na proménnd vzdy nese, tj. nepripousti dosazeni vyrazii
typu odlisného. Totéz se samoziejmé tykd i identity, po jejichZ stranach
se mohou vyskytovat pouze vyrazy resp. proménné téZe logické katego-
rie.
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Prenesen na troven adjektivn{ analyzy 7ada po nds vlastné Caesartiy
problém dvoji: (i) kritérium identity pro predikaty druhého Fadu a (ii)
definici predikatu tfetiho fadu, pod néjz by spadaly pouze numericky de-
finitivni predikaty. Prvni bod neni obtiZzné splnit, pfidrzime-li se Fre-
gova extenzionalniho pojeti logiky, podle néhoz se 1ze koneckoncti i na
dva pojmy prvniho fadu divat jako na jistym zptsobem identické, a to
tehdy. plati-li o stejnych pfedmétech. Analogicky k této druhotddové
identité

2 2
(:-) zvx,y(va Gy) =Def (VX)(FX Lo GX)
definujeme pak bindrni relaci tfetiho fadu
(=) =k y(MxXx, NxYx) =per (VX)(MxXx <> NxXx).

Spinéni druhého bodu jiz tak jednoduché neni. Ekvivalence (E0), (En)
jsou definitorickd schémata, jejichZ sledovanim jsme s to explicitné de-
finovat kazdé ¢islo nachdzejici se v fadé 0. 1, 2, 3, ..., nikoli vSak pojem
Cisla samotny. Zde je tedy Fregova vytka nedostaénosti piislusné defi-
nice do jisté miry opravnénd. Ve zdanlivé pifmocaré frazi ,,¢islo je to, co
se rovna 1 nebo 2 nebo 3 atd.” se totiz v obratu ,atd.” skryva odkaz
k nekone¢né disjunkci a pravou stranu proto nelze povazovat za fadné
definiens, alespon ne podle Fregovych dnes jiz klasickych standardi.

[ tato potiz je ale podle Frega fesitelnd, a to prostiedky tzv. ,teorie
fad®, kterou rozvrhl jiz v Begriffsschrift resp. kvuli které byl jeho lo-
gicky kdnon vibec zkonstruovan.® Budeme-li totiz schopni z relace pfi-
mého ndslednika v n¢jaké tade, jak ji pro pfipad rady ¢isel 0, 1, 2, 3. ...
popisuje definice (En), definovat relaci naslednika obecného, tj. relaci
toho, k ¢emu lze dojit konecnym poctem aplikaci naslednika pfimého,
budeme schopni ¢islo zachytit jakoZto obecného naslednika cisla 0,
které jiZ bylo explicitn¢ definovano v (EO). Frege nyni v Begriffsschrift
ukdzal, Ze to mozné je, a to prostiedky apardtu logiky vyssiho tadu. Ten
musi byt v pripadé cisla jakozto druhofddového pojmu samoziejmé
vy$8i nez u Cisla coby jednoduchého predmétu, to je ale pouze technicky
problém, k némuz se pozdéji jesté vratime. Momentdlné je dilezité vé-
dét, Ze je adjektivni analyza ¢isla mozna a divody, které proti ni v §56
Frege uvedl, liché. Duraz na §56 je zde ale podstatny, nebot’ — jak po-
zdgji uvidime — Frege ¢islo jako predmét v jistém smyslu uchopit musel.

* Viz Kolman (2004).
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Nyni se ovSem znovu vratme k analyze uziti ¢islovky v kontextu véty,
ted’ jiz k jeji substantivni ¢dsti.

1.3 Humiiv princip

Frege se rozhodl, Ze vysvétlit substantivni uZiti ¢isla z adjektivniho nen{
mozné a Ze pravy tvar Cislovky je definitivné tvarem vlastniho jména.
Tim se ocitl pred inverznim problémem, totiz (i) jak vysvétlit uZiti ad-
jektivni z uZiti substantivniho a zaroven (ii) jak zachranit velkou a evi-
dentné zdravou ¢ast dosavadni analyzy, z niZ vyslo ¢islo jako néco, co
prislusi pojmu. Klicem k feSeni bodu (i) je samoziejmé ukdzat, Ze véty
jako Jupiter ma 4 mésice” ¢i ,,musketyfi jsou Ctyfi“ maji de facto také
substantivni strukturu, tedy Ze jejich forma logickd neodpovida formé, k
niZ nas svadi gramatika. Sloveso ,,byt* v druhé z vét, které lze do prvni
dostat prepisem . Jupiterovy mésice jsou 4, funguje jako kopula, nikoli
Jjako vyraz pro rovnost — pravé to z obou pfirozené déld pifpady uziti
adjektivniho. K identité Ize ale podle Frega snadno ptejit, upravime-li
vétu Jupiterovy mésice jsou 4 na ,,pocet Jupiterovych mésicti je 4*.

Tim je jednak vysvétlen bod (i), alespon dilem ale také bod (ii), ne-
bot’ na misté vychodiska celé substantivni strategie se ocitd komplexn{
jmenny vyraz, skladajici se z druhofddového funktoru ,,pocet X*, ptes-
néji ,,pocet, Px* (symbolicky ,,Nx®x*), tedy vyrazy kategorie t/(s/t), na-
sycované predikdtem ,,F&* prvniho fadu. Cislo je tedy opét ddno do sou-
vislosti s pojmy, tentokrdte ale nikoli jakoZto specidlni druhofddovy
operdtor, pfitazujici pojmim pravdivostni hodnoty, tj. vyraz kategorie
s/(s/t), ale jakoZto vysledek aplikace druhofddového operatoru Nxdx,
tzv. operatoru kardinality, na néjaky pojem, tedy jako vyraz kategorie t.
Jelikoz vyrazy NxFx™ jsou jedinymi jmény Cisel coby samostatnych
predmétl, zavazuje nds Fregovo kritérium znovurozpoznani k ohodno-
ceni vyrazl tvaru ,NxFx = NxGx.“ Teprve to ndm umoZni ,,uchopit
Cislovku jako vlastni jméno.* (§62)

Rekneme-li, 7e by dvéma pojmim mélo byt ptifazeno stejné &islo
tehdy a jen tehdy, jestliZe maji stejny pocet pfedmétd, zni to nejspis jako
pouhy pleonasmus. To je ale v jistém smyslu vinou ptirozeného jazyka,
ktery ndm narozdil od jazyka formdlniho zastira, Ze lze pravou stranu
této , triviality* narozdil od rovnosti strany levé uchopit jako druhofido-
vou relaci EQ, y(Fx, Gy) takovou, Ze
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(EQ) BER)[(Vx)(Fx — (3'y)(Gy A xRy)) A
A (Vy)(Gy — (3!x)(Fx A xRy))],

tedy jako vztah, v némz se dva pojmy nachdzi tehdy a jen tehdy, lze-li si
pod né spadajici pfedméty vzajemné jedno-jednoznacné priradit. Vy-
sledné kritérium ma tedy podobu

(HP) NxFx = NyGy < EQ,(Fx,Gy)

a ve fregovské literatufe se pro néj ustdlil Boolostv ndzev ,,Humuv prin-
cip®. Jeho pravou stranu budeme v dal$im textu piileZitostné zapisovat
také jako .F eq G", pfi¢emz pfilezitostné potlaceni proménné u pojmo-
vého slova bude obecné zdlezitosti srozumitelnosti kontextu.

Co do formy vyhlizi HP jako pokus o definici rovnosti ¢isel. Neni to
ale rovnost, upozornuje Frege, nybrz ¢islo samo, co potiebuje byt v ram-
ci logicistického programu definovdno. Jak by ale méla takovito de-
finice vypadat tj. s odvolanim k ¢emu by mélo byt ¢islo definovdno? Na
to se — mozna prekvapivé — pokousi Frege odpovédét v ramcei vymeze-
ném kantovskou otdzkou jak je nam ddno Cislo?*, na niz si posléze od-
povida: nikoli jako fyzicky ¢i psychicky predmét, ale v kontextu véty —
stanovenim kritéria znovurozpoznani. Takové kritérium, jak vime, je
ovSem nutné spjato s kazdym predmétem, lhostejno, zda se jednd o ¢islo
Ci gau¢, naznacovana odlisnost tedy mtze spocivat v jediném: Stanoveni
kritéria identity mezi ¢iselnymi termy neni jen nutny, ale zdroven posta-
cujici prostredek jejich uchopenti, tj. pfi jeho stanoveni se neni tieba od-
voldvat ani k empirické zkusSenosti, ani k formdam jeji moZnosti, jak to
v aritmetice vyZadoval Kant, ale pouze k principum logického
charakteru. Skrze n¢ dostaneme néco, co by se Kantovi nutné jevilo jako
contradictio in adjecto — ¢isla coby logické predméty.

Fregliv termin ,logicky pfedmét™ resp. jeho definice neni ale tvrdy
ofiSek pouze pro transcendentaln{ idealisty. Zvykli jsme si jiz, Ze je lo-
gika formalni véda, kterd od vSeho obsahu, tedy i vyznamu vlastnich
jmen abstrahuje. Néco jako ,vlastni predmét™ ji v tomto smyslu nepfis-
lusi. Prece vSak ponechdva i ona vyznam néckterych vyrazii neménny,
konstantni — totiz pravé vyznam tzv. logickych konstant. K tém se fadi
obvykle tzv. vyrokové funkce a kvantifikator, jehoz vyznam coby vyz-
nam vyrazu kategorie s/(s/t) lze chapat jako funkci pfifazujici pojmum
pravdivostni hodnoty.

Vyhoda adjektivni strategie spocivala v tom, Ze jsme pii zavadeéni ¢i-
sel jiz disponovali .objekty* stejného typu, totiz pravé existencnim
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a obecnym kvantifikdtorem, a mohli tak v (E0), (En) podat definici
explicitni. V pfipad¢ substantivnim, konkrétné pfi zavadéni operatoru
Nx®x ale v takové situaci nejsme, nebot Zddnou funkci (konstantou)
kategorie t/(s/t) nedisponujeme, ani ji nejsme schopni ziskat slozenim
z konstant stavajicich. Prirozené se tedy nabizi mozZnost uchopit jako
konstantu operdtor kardinality samotny. Jeho tloha v logickém systému
nemiize byt samoziejmé stanovena explicitné, snad by to ale bylo mozné
kontextualné, podobné jako je uloha existencniho kvantifikatoru
vyjadiena formuli (axiomem)

F(N) — (3x)Fx.

Timto uchopenim — definici — ¢isla v kontextu véty by mohl byt pravé
Humiv princip jakozto jediny predpoklad, ktery na ¢isla resp. operétor
Nx®dx, jehoz jsou hodnotami, klademe.

1.4 Definice abstrakci

Frege si byl samoziejmé védom atypicnosti, s niZ je oznaceni HP za de-
finici spjato, a jelikoZ byl sam zastdncem pojeti ,,piisnych pravidel defi-
novani*, protezujicich pfedevsim explicitni definice, byl z ného i pat-
ficné nesvij. V Grundlagen se odvolaval piredevsim k tomu, Ze je tento
zplsob implicitniho zavadéni ,,novych® pfedméti v matematice hojné
vyuZivdn, a to v procesu tzv. logické abstrakce. Pravé jeho prostiednic-
tvim bylo dosazeno redukce vyssich ¢iselnych obort na prirozena ¢isla,
jak jsme o ni mluvili dvodem.

Uvazme napf. jiz definici raciondalnich cisel jako dvojic &isel
prirozenych. Prosté prohlaseni dvojice <2, 4> za raciondlni ¢islo nas
okamzité postavi pied otazku, zda se v pfipadé dvojice <1, 2> jednd
0 totéZ ¢i rizné Cislo. To neni ovSem nic jiného nezli problém kritéria
identity, které se u raciondlnich ¢isel a prostych dvojic evidentné lisi, ;.
z toho, Ze se m # p ¢i n # g, nelze usoudit, Ze <m, n> # <p, g>. Nyni
snad o trochu jasnéji vidime, pro¢ je to podle Frega identita, co déla
predmét pfedmétem, predevsim ale proc je velkd chyba, fekneme-li, Ze
je raciondlni ¢islo definovano jako dvojice prirozenych &isel. Spravné
muZeme fici pouze, Ze bylo racionalni ¢islo odvozeno z dvojic pfiroze-
nych &isel prostfednictvim konvence, podle niZz se dvé racionalni ¢isla
<m, n> a <p, q> rovnaji, jestliZze se souCin Citatele prvniho a jmenova-
tele druhého rovna soucinu jmenovatele prvniho a Ccitatele druhého.
Matouci uz je tu jen pouZziti téhoz vyrazu ,<m, n>" jak ve vyznamu &i-
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selné dvojice tak ¢isla raciondlniho, coz lze oSetfit zavedenim operitoru
0O, ktery tento prechod — abstrakci — od jednoho k jinému typu predméti
explikuje. Definujeme-li relaci O mezi dvojicemi ¢isel jako

(0)  O(<m, n>,<p, g>) =p.s mq = pn,
Ize onen prechod zachytit formul{
(QP) Q(<m, n>) = Q(<p, g>) <> O(<m, n>, <p, q>),

svou formou ptipominajici Humuv princip. Misto vyrazu ,.Q(<m, n>)*
pak obvykle piSeme ,,m/n*. TentyZ proces pro piipad redlnych cisel
muzZe vypadat takto: Vyjdeme z toho, Ze mame posloupnosti a* racio-
nalnich ¢isel ag. ay.... ndsledujici vlastnosti:

(Ve > 0)3N)(Vp, q > N)(|a, - a5 < &),

kde ¢ je raciondlni a p. ¢, N pfirozend. Takovymto posloupnostem fikal
Cantor fundamentalni, dnes se obvykle nazyvaji Cauchyho nebo kon-
centrované. Existuje-li raciondlni ¢islo s takové, Ze

(Ve > 0)AN)(Vp > N)(Ja, — s| < &),

fekneme, Ze posloupnost a* konverguje k s, symbolicky: lim a* = 5. Za-
timco kazda raciondlné konvergentni posloupnost je posloupnost funda-
mentélni, inverzni tvrzeni neplati, tj. existuji fundamentdlni posloup-
nosti, které nekonverguji k Zidnému racionalnimu ¢islu, napt. posloup-
nost ag =1, aj = 1.4, a, = 1,414, a3 =1.4142,... stale bliZsich aproximaci
feseni rovnice x” — 2 = 0, ddvajici pocdte¢ni segmenty desetinného
rozvoje &sla V2. Podstata prislusné abstrakce spociva v tom, Ze funda-
mentalni posloupnosti uchopime jako reprezentanty ¢isel i v piipadé,
kdy nekonverguji k Zadnému ¢islu raciondlnimu a vyraz lim a* pro né
tedy zprvu nedava smysl. Ziska jej ale, kdyZ po definovinf relace

(T)  T(a*, b*) =p¢ (Ve>0)3EN)(Vp > N)(Ja, — by| <€)
poloZime
(RP) lim a* =1lim b* <« T(a* b*)

coby kritérium identity ,,novych* pfedméta — redlnych Cisel.

HP, QP a RP jsou nyni tfi ruzné piipady tzv. definice abstrakci, jak ji
Frege jako jeden z prvnich explicitné popsal prave v souvislosti s analy-
zou cisla. V konstruktivistickém zargonu je cilem této definice zavést
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nové predméty via kritérium jejich rovnosti. To md podobu relace mezi
n¢jakymi vychozimi objekty (pojmy, dvojicemi pfirozenych ¢&isel. fun-
damentalnimi posloupnostmi racionalnich ¢isel), pficemz se vzdy jednd
o relaci ekvivalence, (). je reflexivni, symetrickd a tranzitivni. Neni ob-
tizné ukdzat, ze relace EQ, O a T tyto podminky spliuji. Obecnd podoba
definice abstrakci vypada tedy takto

(DA) #(x) =#(y) © x~y,

piicemz operdtoru #(£) fikdme operdtor abstrakce nebo éZ abstraktor.

1.5 Kontextualni definice

Nauka o definici patfila k Fregovym oblibenym tématum zejména proto,
Ze se proti ni podle jeho minéni vétSina jeho spoluputovniki v oblasti
vyzkumu zdkladd matematiky hrubé prohtesovala. Jednalo se zejména
o tendence zavadeét nové objekty prostou stipulaci, jakymsi vyvafenim
z niceho, v dusledku c¢ehoz — jak se jednou vyjadril smérem ke
Cantorovi — nenf ¢lovék dalek vSsemohoucnosti. Definice v pravém slova
smyslu (eigentliche Definition) je podle Frega prosta nota¢ni konvence,
JjiZ je novému symbolu, definiendu, stojicimu nalevo od znaku
definitorické ekvivalence (=pe), dan vyznam prostiednictvim symbola
Jiz zavedenych, tvoficich tzv. definiens strany pravé, u n¢hoz je vyznam
predpokldddn. Zavadi se tedy novy znak, nikoli predmét, a cela
zdlezitost je proto piedevsim otdzkou vétsi prehlednosti a pohodli.

Potieba zavést logické predméty prostiedky logického apardtu, ktery
zadnymi elementarnimi konstantami skladajicimi vyrazovy typ vlastni
jméno nedisponoval, postavil ovSem Frega pied tézce fesitelné dilema
zavedeni néceho, co cely Zivot kritizoval, totiz definice produktivni po-
vahy. Takovato definice by se nemohla liSit pouze od definice explicitni,
ale i od smysluplné véty, v niZ — pravé aby byla smysluplna — musi byt
vyznam vSech uzitych znakl predpokladan jako znamy, a nelze jej tam
tedy teprve zavadét. Nazev implicitni ¢i kontextudlni definice je ale na-
rozdil od pojmu definice explicitni prili§ vagni, abychom jej mohli jen
tak oznacit za Fregem navrzeny tieti typ vétného vyrazu.

Pojem kontextualni definice je v obecném povédomi spjat predevsim
s Russellovou teorii deskripci resp. jeho naukou o neuplném symbolu
(incomplete symbol). Vyraz typu ,francouzsky kral“, analyzovany Rus-
sellem jako ,.to jediné x takové, Ze x je francouzsky kral”, symbolicky
WXFx*, nemuze byt zaveden explicitné, protoZe bychom mu pak museli
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prifadit predmét. ktery momentalné neexistuje. Je proto piedveden
v kontextu celé véty resp. vétného schématu, jemuz je definici pfifazen
zplsob, jak jej z tohoto kontextu eliminovat, konkrétné

(R1) HQOxFx) =per 3X)Fx A (Vy)(Fy = x =y) A Hx].

Podstatné je, ze mimo uvedeny kontext, a to pfedevsim po stranich rov-
nosti, neddvaji vyrazy jako .1xFx™ smysl. Nejsou to vlastni jména,
u nichz Ize tieba od vyskytu ve vété ,,H(N)* prejit k ,(3x)(Hx A x = N)*,
ale netplné symboly. tedy pevné &asti komplexnich nota¢nich zkratek
»H(XFX)™, jimiZ lze nahradit véty na pravé strané pifslusné definice.
Z tohoto divodu se zda byt vySe uvedené uziti symbolu ,=pe"
opravnéné, nebot levou stranu tvori klasické definiendum jediného
symbolu resp. jeho schématu.

U abstrakcnich definic, jak je Frege prezentuje v Grundlagen, se ale
md véc jinak. Vyrazy jako ,,NxFx“ jsou sice také zavadény v kontextu
specifické véty. totiz rovnosti, nyni ale pravé proto, Ze je tento vyskyt
nutnd a postacujici podminka jejich vyuziti coby vlastniho jména, tj.
rovnou se predpoklddd, Ze budou substituovatelné ve vsech vyskytech
ostatnich jmen, a naopak, Ze je samotné bude mozné nahradit predmét-
nou proménnou. To je podle Frega ddno s tim, Ze k definiens abstrakéni
definice nepatfi pouze prava strana ekvivalence, ale i symbol (prvoia-
dové) rovnosti na strané levé, jenz ve svém obecném logickém vyznamu
zachycuje substituovatelnost pridruzenych vyrazii, a to substituovatel-
nost salva veritate, neboli

(=) N=M o (VE)(E(N) < F(M)).

Na jedné strané je tu tedy explicitni definice a Russellova definice kon-
textudlni, v nichZ je od sebe symbolem ,=p.* ostie oddéleno definujici
a definované, na strané druhé smysluplnd véta, v niZ neni definovano nic
a vSe se predpokldda jako dané, a mezi nimi jako pokus o spojeni bezob-
saznosti, analytiCnosti prvni s netrividlnosti druhé Fregova definice &isla
abstrakci. Analyticnost DA podle Frega spociva v tom, Ze jeho leva
strana predklddd pouhou alternativni ,,analyzu® strany pravé, rozklad4 ji
tedy jen novym zplsobem do tvaru, v némz figuruje rovnost coby klin
celého Stépného procesu; obé strany maji proto stejné pravdivostni
podminky a jejich ekvivalence je tautologicka.

At uz si o analyticnosti DA ¢i konkrétné HP myslime momentdlné
cokoli — i kdyZ vzpomenme: HP formulovany slovy skute¢né vyhlizi
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