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Mathematics is often interpreted as an apriori discipline whose propositions are ana-
lytic. The aim of the paper is to support a philosophical position which would view
mathematics as a discipline studying its own segment of objective reality and thus
contributing to our knowledge of the real world. The author tries to articulate in more
details such a position which has been proposed recently by Penelope Maddy.
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Realizmus vo filozofii matematiky je stanovisko, podl'a ktorého matematika skuma
urcité (abstraktné) objekty podobne, ako prirodné vedy skimaju predmety materidlneho
sveta." Tvrdenia matematiky si pravdivé vtedy, ak verne opisuju vlastnosti tychto ab-
straktnych objektov, podobne, ako tvrdenia prirodnych vied st pravdivé vtedy, ak verne opi-
suju vlastnosti materidlnych predmetov. Tato pomerne priamociara pozicia sa pod nazvom
platonizmus zrodila v antike, v implicitnej podobe tvori filozofické vychodisko Euklido-
vych Zdkladov* a od Euklidovych Cias vel'kej Casti matematickej praxe. VacSina matema-
tikov dnes formuluje svoje tvrdenia ako vety opisujlce vlastnosti a vzt'ahy skiimanych ob-
jektov. Jednym z nedavnych pokusov o artikulaciu matematického realizmu je pokus Pene-
lope Maddyovej v knihe Realism in Mathematics [12]. Kniha vyvolala kritiku ([11]; [1];
[19]; [3]), pod tlakom ktorej Maddyov4 matematicky realizmus opustila a vo svojej neskor-
Sej knihe Naturalism in Mathematics [13] podrobila svoju predosli poziciu prisnej kritike.

Ciel'om tejto state je nacrtnut’ stratégiu, ako Maddyovej matematicky realizmus ochra-
nit’ ako pred argumentmi jej kritikov, tak aj pred ndmietkami samotnej autorky. Povodna
verzia matematického realizmu, ktord roku 1990 Maddyova predloZila, ma nedostatky.
Zda sa vsak, ze tieto nedostatky nemaju taka povahu, ako tvrdia kritici. Podl'a miia nedo-
statkom realizmu Maddyovej bolo to, Ze bol ahistoricky. Preto namiesto ustupu od ma-

! Predmetom tejto state je vyluéne realizmus vo filozofii matematiky. Preto ked’ v d’alsom texte
niekedy privlastok ,,vo filozofii matematiky™ kvoli plynulosti textu vynecham, prosim c¢itatel'a, aby si ho
v duchu doplnil.

% Treba vak priznat, 7e medzi filozofiou Platéna a matematickou praxou existuje uréité napitie.
Matematici rozumeji svojim objektom operacionalne: Hovoria, Ze trojuholniky kon$truujt, ¢isla néaso-
bia, ¢o podl'a Platona nie je moZzné. Toto napitie vSak ni¢ nemeni na skuto¢nosti, Ze matematici chapu
objekty, o ktorych hovori matematika, ako realne existujlice a tvrdenia matematiky povazuju za pravdivé
vypovede o tychto objektoch.
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tematického realizmu sa pokusim zasadit’ ho do historického kontextu a v tejto pozmene-
nej podobe obhdjit’. Predkladand stat’ ma Styri Casti. V prvej €asti nacrtnem poziciu Mad-
dyovej matematického realizmu. V druhej uvediem hlavné argumenty proti tejto pozicii
vratane argumentov z jej knihy [13]. V tretej Casti ukdZzem, ako mozno pozicii matematic-
kého realizmu dat’ plauzibilnejSiu podobu. Vo Stvrtej Casti sa poklsim ukazat, ze tato
nova forma matematického realizmu dokaze ustat’ namietky kritikov.’

1. Maddyovej realizmus v matematike [12]. Maddyové zalozila poziciu matema-
tického realizmu na troch argumentoch, ktoré sa dopiiajii a spoloéne umozZiiuji vytvorit’
realisticky vyklad celej matematiky. Jeho vychodiskom je Quinov-Putnamov argument
zaloZeny na nepostradatelnosti. Podl'a Maddyovej z roku 1990 (a v tomto bode neskor
zmenila nazor) argument zaloZeny na nepostradatelnosti poskytuje zdévodnenie realistic-
kého stanoviska pre discipliny vy$Sej matematiky od analytickej geometrie cez diferencial-
ny a integralny pocet po funkcionalnu analyzu. To su discipliny, ktoré moderna veda redl-
ne pouZziva (a ked’Ze modernd matematika tieto discipliny formuluje v jazyku teérie mno-
Zin, dostdvame zddvodnenie realistického stanoviska pre Cast' tedrie mnozin). Podla
Maddyovej vSak argument zaloZeny na nepostradatel'nosti nie je vhodny na zdovodnenie
elementarnej ma‘[ema‘[iky4 (pocty Ci elementarna geometria). Po¢ty Maddyovej povazuje
za tedriu ,malych™ mnozin (mnozin s menej nez povedzme 10'% prvkami) a tvrdi, Ze ich
moZzno zddvodnit’ bezprostredne, na zaklade intuicie. Quinov-Putnamov argument nie je
vhodny ani na zddvodnenie ,,vy$sich partii tedrie mnozin“ (napriklad teoérie vel'kych kar-
dindlov), ktoré Quine explicitne z oblasti platnosti svojho argumentu vylucuje.

Maddyovej prinos spoc¢iva v tom, ze Quinov-Putnamov argument zaloZeny na ne-
postradatelnosti doplnila kognitivno-psychologickou teériou, zddvodiujicou realisticky
status ,,malych mnozin“, a na zdklade Gédelovych poznamok rozpracovanou argumenta-
ciou v prospech realizmu v oblasti ,,vy$sich partii tedrie mnoZin®“. Tieto argumentacné stra-
tégie (kognitivno-psychologicka pre elementarnu tedriu mnozin; quinovsko-putnamovska
pre ,.stredné partie tedrie mnozin®, t. j. velkych kone€nych mnoZin s viacej nez 10"
prvkami a nekone¢nych mnoZin kardinalit povedzme do alef 5, a gédelovska pre vysSie par-
tie tedrie mnozin) sa navzajom podporuju a spolu tvoria ucelenu stratégiu realistického vy-
kladu celej tedrie mnoZin. Nez pristupim ku kritike tychto ndzorov, stru¢ne ich vylozim.

1.1 Quinov-Putnamov argument zaloZeny na nepostradatel’nosti. V stati On
what there is zroku 1948 Quine pise: ,,Platonska ontologia tohto druhu je z hladiska
prisne fyzikalistickej konceptudlnej schémy mytom do tej istej miery, do akej je mytom
samotna fyzikalisticka konceptudlna schéma pre fenomenalizmus. Tento vySSi mytus je
naopak dobry a uzitocny, pretoze zjednodusuje nas vyklad fyziky. Kedze matematika je

? Stat’ nadvizuje na [10] aje pripravou na systematické rozpracovanie matematického realizmu.
Reakciu na pripomienky J. Peregrina zo [16] uvediem aZ v pripravovanej systematickej Stadii.

* Tu Maddy prebera a rozpractiva starsi argument Charlesa Parsonsa [15], ktory ako prvy upozornil
na skuto¢nost, Ze argument zaloZeny na nepostradatelnosti nedokaze objasnit’ samozrejmost’ elementar-
nej matematiky.
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jeho sucastou, jeho uzZitocnost pre fyziku je dostatocne evidentnd*™ ([18], 33 — 34). Podl'a
Quina Carnap pouzival dvojité Standardy ked” vyhlasoval, ze otazky matematickej exis-
tencie su lingvistické akonvencné, kym otazky fyzikalnej existencie si vedecké
a skuto¢né. Podl'a Quina medzi tymito disciplinami neexistuje ostra hranica, a preto nie je
mozné rozliSovat’ ani ich ontologické naroky. Podobnu myslienku vyslovil Putnam: ,....
matematika a fyzika su integrované do takej miery, Ze nie je moziné byt realistom
v pristupe k fyzikdlnej teorii a nominalistom v pristupe k matematickej teorii ([17], 74).
Ak teda chceme zastavat realistické stanovisko vo fyzike, nezostava nam iné vychodisko
ako akceptovat’ ontologické zavédzky, ku ktorym nds fyzikalne tedrie zavdzuju, a okrem
teoretickych entit pripisat’ realisticky status aj matematickym entitdm, ako su Hilbertove
priestory, spektrd operatorov ¢i reprezentéacie grap.

1.2 Maddyovej psychologicky vyklad elementirnych partii teérie mnoZzin. Qui-
nov-Putnamov argument nepostradatel'nosti moéze poskytnut’ realisticky vyklad objektov
vy$sej matematiky, ale pre objekty elementarnej matematiky sa nezda byt’ vhodny. Preto
Maddyova pre objekty elementdrnej matematiky rozpracovala realisticky vyklad zalozeny
na poznatkoch neurologickych vyskumov vnimania, podl'a ktorych sa ¢lovek naudi roz-
poznavat’ ur€itd ¢rtu svojho okolia vtedy, ked’ sa mu v mozgu nakonfiguruje urcity subor
navzajom zladenych neurénov, ktory sa odborne nazyva neurdlny detektor danej Crty. Za
normalnych okolnosti je aktivacia detektora kauzdlne spojend s pritomnostou prislusnej
¢rty v okoli, takze z aktivacie detektora moZno usudzovat’ na redlnu pritomnost’ prislusnej
¢rty. Maddyova argumentuje, Ze napodmiefiovanim Specifickych detektorov sa ucime
pocitat’ a naSe mentalne stavy s kauzélne spojené s pritomnostou zodpovedajucich ob-
jektov, v tomto pripade malych mnozin predmetov v naSom okoli. Maddyova piSe: ,,Pred-
stavme si priklad: Steve potrebuje podla istého receptu dve vajicka. Karton s vajickami,
ktory vybral z chladnicky, je zlovestne lahky. Otvori karton a s ulavou zbadd, Ze v nom
mad tri vajicka. Tvrdim, Ze Steve vnimal mnoZinu troch vajicok. Podla prave nacrtnutého
vkladu vnimania je nevyhnutné, aby v kartone bola mnozina troch vajicok, aby Steve
ziskal o nej perceptudlne presvedcenie a aby sa mnozina vajicok podielala na vytvoreni
tohto perceptudlneho presvedcenia rovnako, ako sa moja ruka podiela na vytvoreni mojho
presvedcenia, Ze mdm pred sebou ruku, ked sa na nu pozeram v dobrom svetle ([12], 58).

Maddyova uvadza vyskumy Piageta a jeho pokracovatel'ov, ktoré svedc¢ia o tom, ze
proces, v ktorom si diet'a osvojuje pocitanie, mozno interpretovat’ ako vytvorenie ,,neu-
rdlneho detektora mnoZin“. Praca tohto detektora vedie k vytvoreniu radu intuicii a pre-
svedceni spojenych s mnozinami. Zakotvenie matematickych intuicii v préaci detektora, a nie
bezprostredne v skusenosti, vysvetl'uje, pre€o st matematické intuicie nezavislé od kon-
krétnych faktov, pomocou ktorych sa s danou oblastou matematiky oboznamujeme. Ked’
sa spravne vytvori prislusny detektor, konstituuje sa aj prislusny subor intuicii. Podl'a Mad-
dyovej sa teda elementarna matematika rodi v priamom kontakte s naS§im okolim. Jej prin-
cipy su intuitivne presvedcenia generované prislusnym neurdlnym detektorom. Ich exis-
tencia je analogickd naSim intuitivnym presvedc¢eniam, ktoré spadjame s makroskopickymi
telesami. Preto malé mnoziny existuji v naSom okolif rovnako ako stoli¢ky ¢&i stoly.
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1.3 Maddyovej godelovsky vyklad vysSich partii teérie mnozin. Kym realisticky
status malych mnoZin opiera Maddyova o psycholdgiu a realisticky status nekone¢nych
telnosti, realisticky vyklad vysSich partii tedrie mnozin opiera o argument, ktorym sa Kurt
Godel snazil zdovodnit” pravdivost’ axiomy postulujucej existenciu vysSich kardinélov:
»Mozu existovat’ axiomy s takym mnozstvom verifikovatelnych désledkov, vrhajuce tolko
nového svetla na celu disciplinu a poskytujuce tak silné metody na rieSenie problémov...,
Ze nezavisle od toho, Ci su, alebo nie su intuitivne, budu musiet’ byt’ akceptované prinaj-
mensSom v tom zmysle, v akom je akceptovana lubovolnd etablovand fyzikdlna tedria®
([4], 477). Tento argument hovori, Ze tak, ako vo fyzike prijimame existenciu poli a Castic
(ktoré nemodzeme bezprostredne evidovat’) preto, lebo ich zavedenie umozni vysvetlit’
mnoZzstvo experimentalnych faktov, aj v tedrii mnozin mdézeme akceptovat’ existenciu
velkych kardindlov na zéklade toho, Ze ich zavedenie umozni dokézat’ mnozstvo zauji-
mavych tvrdeni v samotnej matematike.

2. Kritika matematického realizmu.
Maddyovej tedria sa v kratkom case docka-
la zasadnej kritiky. Pod jej vplyvom Mad-
dyova svoju poziciu opustila, a dokonca sa
pridala ku kritikom. Preto stru¢ne uvediem
hlavné argumenty kritikov.

2.1 Argumenty Shaughana Lavina.
Lavine v recenzii [11] formuluje niekol’ko
namietok, z ktorych uvediem dve najdole-
zitejSie. Prvou znich je nejednoznacnost
intuicii spajanych s mnozZinami. Prejavom
tejto nejednoznacnosti je konflikt tykajici
sa axiomy vyberu. Maddyové tento kon-
flikt medzi Zermelom na jednej strane
a Bairom, Borelom a Lebesguom na strane
druhej vysvetluje tym, Ze existujd dva
rozdielne pojmy suboru: matematicky a lo-
gicky. Zermelo mal pri diskusii na mysli

matematicky pojem stiboru (mnoZinu, t. j.

Pene [Op eM addy T'ubovol'ny bezosporny subor objektov),

kym jeho oponenti pouZivali logicky pojem

(triedu, t. j. subor objektov spadajicich pod

urcity pojem). Lavine upozoriiuje na nekompatibilitu tohto vysvetlenia s psychologickym
vykladom povodu mnoZinovych intuicii v perceptudlnej sklisenosti s malymi sibormi
objektov. Ak Maddyova chce naozaj zaviest’ odliSenie intuicii spojenych s mnozinami od
intuicii spojenych s triedami (ako to robi pri vysvetleni konfliktu tykajuceho sa axiomy
vyberu), musi vysvetlit, ako pri pohl'ade na subor predmetov zistime, ¢i vidime triedu,
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alebo mnozinu, a ako tieto rozdiely vo vnimani mnozin a tried (¢i medzi neurdlnym detek-
torom mnozin a neurdlnym detektorom tried) zakladaju intuicie v prospech, respektive
proti axiome vyberu. A to je podl'a Lavina beznadejny podnik.

Ako hlavnli ndmietku Lavine uvadza nemozZnost’ prepojenia naSich intuicii tykaju-
cich sa mnoZin s vy§§ou teériou mnoZin. Vietky mnoZziny, s ktorymi mame bezprostred-
nu skisenost’, si konecné. Preto nemame evidenciu, Ze nekone¢né mnoziny maju vybero-
vé funkcie. Maddyova ,,musi preto pripustit, zZe jej vyklad teoreticko-mnozZinovych intuicii
je neuplny. KedZze chce podat naturalisticky vyklad intuicie a kedZe ludska mysel je ko-
necnd, tento vyklad bude musiet vysvetlit, ako mézeme bezpecnym spésobom extrapolo-
vat z nasej skusenosti s konecnymi vecami na nekonecno® ([11], 326).

2.2 Argumenty Marka Balaguera. Balaguer v ¢lanku Against (Maddian) Naturali-
zed Platonism zasadzuje Maddyovej koncepciu do kontextu platonizmu, pricom jej pri-
stup oznacuje ako naturalizovany platonizmus, podla ktorého matematické objekty s
sucasne abstraktné i vnimatelné. Maddyova pisSe, Ze jej cielom je ,,odmietnut’ tradicni
platonsku charakterizaciu matematickych objektov... a priniest ich do sveta, ktory po-
zname, a do kontaktu s nasimi beznymi kognitivnymi schopnostami** ([12], 48). Tradi¢ny
platonizmus povazuje matematické objekty za abstraktné objekty mimo priestoru a ¢asu.
Podla Balaguera ,naturalizovat’ platonizmus, tym zZe prinesieme abstrakiné objekty do
Casopriestoru, je to isté ako naturalizovat’ teizmus stotoznenim Boha s Lincolnovym Tune-
lom. Tu nenaturalizujeme, ale opustame® ([1], 99). Takze prva Balaguerova namietka je
problém casopriestorovej lokalizdcie abstraktnych matematickych objektov.

Podl'a Balaguera su na tato namietku mozné dve odpovede, obe implicitne pritomné
u Maddyovej. Prvou je hybridny platonizmus, podl'a ktorého niektoré mnoziny (necisté
mnoziny, t. j. mnoziny fyzickych objektov, mnoZziny mnozin fyzickych objektov atd’.)
existuju v Casopriestore, kym iné (Cisté mnoziny, t. j. mnoziny iterativnej hierarchie, vy-
budovanej z prazdnej mnoZiny pomocou operdcie potenénej mnoziny) existuji mimo
Casopriestoru. Teoria ZF je tedriou Cistych mnozin a tie su abstraktnymi objektmi v tra-
dicnom zmysle. Ked’ prijmeme hybridny platonizmus, mdzeme vysvetlit', ako 'udské by-
tosti mézu ziskat' poznanie o tychto objektoch. Najprv ziskaju perceptudlne poznanie
o necistych mnozinach, ktoré su casopriestorovo lokalizované, a potom postupia k po-
znaniu ¢istych mnozin pomocou teoretickej inferencie. Podl'a Balaguera vSak tato cesta
nefunguje, lebo nemozeme vediet’, Ze necisté a Cisté mnoZiny su objekty rovnakého dru-
hu, 7e spiiiaju rovnaké axiomy. Ked’Ze epistemicky pristup mame iba k nedistym mnozi-
nam, nemozeme vediet’, ¢i su také isté ako Cisté mnoziny.

Druhou alternativou je fyzikalisticky platonizmus, podla ktorého st asopriestorovo
lokalizované vsetky mnoziny. Fyzikalisticky platonizmus vSak neméze zddvodnit’ pravdi-
vost’ axiom, ako st axioma nekonecna alebo axioma prazdnej mnoziny. Ako d’al§i prob-
Iém Balaguer uvadza problém odliSenia mnoziny od matérie objektov, ktoré mnozinu
tvoria, teda napriklad odliSenie latky tvoriacej tri vajicka v priklade uvadzanom Maddy-
ovou od mnoziny troch vajicok. Vyklad tohto rozdielu pomocou neuralnych detektorov je
kruhovy, lebo vytvorenie takéhoto detektora predpokiadd, Ze zmyslovo interagujeme
s mnozinami, ¢o je prave problém, o ktory ide. Preto sa da povedat, ze v pripade fyzika-
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listického platonizmu sa strdca rozdiel medzi mnoZinou a jej fyzikdalnym substrdatom.

2.3 Argumenty Adriana Riskina. Riskin si v stati On the Most Open Question in
the History of Mathematics: A Discussion of Maddy v$ima motivéaciu celého projektu,
ktory Maddyové predklada. Ukazuje, Ze napriek prihlaseniu sa k naturalistickému pro-
gramu Maddyova ostava v zajati fundacionalizmu. Svedcia o tom pasdZe typu: ,,Axiomati-
zdcia tedrie mnozin vytvorila Skalu problémov, ktoré su vacsmi otvorené nez kedykolvek
v minulosti, t. j. problémov, ktoré na zdklade akceptovanych vychodisk discipliny... ne-
mozno ani dokdzat, ani vyvratit. Z platonskej perspektivy existuju dobré dévody verit, ze
tieto otdzky maju jednoznacné odpovede* ([12], 32). Maddyova oznacuje hl'adanie axiom,
ktoré odrazaju skutoény stav veci, za ,,najdélezitejsiu sicasmi otvorenii otdzku* filozofie
matematiky. Jej program spociva v hl'adani evidencie, ktord umozni tato otdzku rozhod-
nat’. Podla Riskina teoreticko mnozinovy fundacionalizmus vnucuje predpoklad, Ze by
mala existovat’ iba jedna teéria mnoZin.

Maddyové povaZzuje teériu mnozin za posledného arbitra v otdzkach existencie v ma-
tematike: ,,V tomto zmysle je tedria mnoZin poslednou inStanciou (the ultimate court of
appeal) v otazkach o povahe matematickych entit, t. j. v otdzkach, ktoré filozofi nazyvaju
ontoldgia matematiky* ([12], 4). Tento fundacionalizmus typu ,.court of appeal” je
v rozpore so skuto€nou matematickou praxou. Matematika je plné nerieSenych problémov
aiba vel'mi zriedkavo si matematici myslia, Ze potiaze sii spdsobené nedostatocnost’ou
pouzivanej tedrie mnozin. Dva hlavné otvorené problémy st Poincarého hypotéza a Rie-
mannova hypotéza, ktoré boli roku 1994 otvorené uz 89, respektive 134 rokov. Zatial
nikto nepriSiel s ndzorom, Ze by mohli nejako suvisiet’ s axiémami teérie mnoZin. Skuto¢-
nost’ je takd, Ze v oblastiach matematiky mimo teérie mnozin, v§eobecnej topoldgie, ana-
lyzy a infinitarnej algebry Ziadna poslednd inStancia (ultimate court of appeal) neexistuje.
Viera v existenciu jedinej tedrie nie je zdieland ani v rdmci samotnej tedrie mnoZin. An-
drzej Mostowski napriklad piSe: ,,Pravdepodobne v buducnosti budeme mat zasadne
rozdielne pojmy mnoZin, podobne, ako mame rozdielne pojmy priestoru, a nasu analyzu
mnoZin budeme zakladat’ na axiémach, ktoré budu v sulade s druhom mnoZin, ktory bu-
deme chciet’ skumat’... vSetko v sii€asnej praci na zakladoch tedrie mnoZin poukazuje
na stav, aky som prave opisal“ ([14], 94).

2.4 Argumenty Emily Carsonovej. Carsonova vo svojom ¢lanku On Realism in Set
Theory formuluje namietky, ktoré su pribuzné namietkam Lavina, len su detailnejsie vy-
argumentované. Prva namietka je namierend proti téze, ze sme schopni vnimat mnoziny.
Carsonova argumentuje, ze podstatnou ¢rtou mnozin, ktorou sa odliSuja od agregatov
(zjednotenie matérie objektov tvoriacich mnozinu) a tried (stibory vyclenené pomocou
pojmov), je to, Ze mnoziny moZu byt prvkami inych mnozin, a to rozhodne nie je percep-
tudlna crta toho, ¢o vnimame. Pritom vlastnost’ byt schopny byt prvkom inej mnoZiny
tvori jadro tedrie mnozin. Pokial’ niekto neukaze, Ze sme schopni vnimat’ objekt s touto

5 Nazov Riskinovej state je ironickym odkazom na tito pasaz.
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vlastnost'ou, neukazal ani to, Ze vnimame mnoziny.

Ako druhy problém uvadza absenciu vysvetlenia vzt’ahu medzi vnimatel’nymi
mnoZinami a mnoZinami postulovanymi na teoretickej urovni. Maddyova zddvodiiuje
nasu vieru v pravdivost’ niektorych axiom, napriklad axiémy dvojice alebo axiomy zjed-
notenia, naSou skdisenost'ou s malymi (t. j. koneénymi) mnozinami. Nie je vSak jasné, na
zéklade coho sme opravneni preniest’ tieto axidmy aj na (nekonecné) mnoziny postulova-
né na teoretickej urovni.

2.5 Argumenty Penelope Maddyovej podl’a [13]. Pod vplyvom uvedenej kritiky
Maddyové opustila matematicky realizmus. V knihe Naturalism in Mathematics pise: ,,V mo-
jej praci z r. 1990 argumentujem, Ze mdme perceptudlny pristup k jednoduchym numeric-
kym faktom, napriklad ,na stole su tri jablkd’. Nevidim Ziadny dévod vziat’ toto tvrdenie spdt,
avSak nasledujuce tvrdenie — Ze tieto fakty su faktmi tykajucimi sa mnozin... teraz odmietam*
([13], 152). Vzdava sa teda psychologického vykladu elementarnych partii tedrie mnozin.

Okrem zavrhnutia pdvodnej pozicie tykajicej sa malych mnoZin Maddyova uvadza
namietky aj proti argumentu zaloZzenému na nepostradatel'nosti. Ako prvy priklad uvadza
atomovu tedriu vo fyzike. Okolo roku 1900 atdomova tedria disponovala vietkymi ¢rtami,
na zaklade ktorych je Quine ochotny priznat’ urcitej entite realisticky status (jednodu-
chost’, jasnost’ principov, Sirka opisanych javov, plodnost’ pri aplikacidch a stlad predpo-
vedi s pozorovanim). Napriek tomu Duhem, Ostwald, Mach a Poincaré existenciu atdmov
odmietali. AZ pokusy Jeana Perrina s Brownovym pohybom, uskuto¢nené v rokoch 1908
— 1911, st povaZované za dokaz existencie atdomov. Teda v pripade fyzikalnych hypotéz
sa vedci mneuspokojuju s nepriamymi argumentmi, ktoré tvoria jadro Quinovho-
Putnamovho argumentu zalozeného na nepostradatelnosti. Ako druhy priklad analyzuje
Maddyova spdsob, ako vedci rozpravaji o matematike. Na priklade Feynmanovych pred-
nasok z fyziky ukazuje, Ze fyzici maji k matematickym konStrukcidm, ktoré pouZivaju vo
svojich teoridch, rezervovany postoj. Predpoklady o stvislosti priestoru povazuju za uzi-
tocné fikcie alebo za predbezné zjednoduSenia a maju d’aleko od toho, aby im priznali
realisticky status. Preto na nich nemoZzno zakladat’ argument zaloZeny na nepostradatel-
nosti. ,,Skrdtka, matematické existencné predpoklady vo vede spolu s predpokladmi
o Struktiire fyzikdlnej reality a bezné fyzikdlne predpoklady nie sii rovnocenné: Standardy
ich zavedenia su mdksie a uloha, ktoru hraju v uspesnych tedridch, nemd konfirmacni
silu; su sucasne favorizované i trivializované. Problém je v tom, Ze tato epistemologickd
disanalégia podkopdva zdklady poévodného quinovského argumentu” ([13], 156).
Maddyova opusta projekt matematického realizmu anahrddza ho matematickym
naturalizmom. Je to roz$irenie quinovského naturalizmu z vedy na matematiku.

3. Historizicia matematického realizmu. Zranitel'nost” Maddyovej matematického
realizmu je dosledkom jeho nedostato¢ného historického zakotvenia. Preto sa ho najprv
pokusim zasadit’ do historického ramca vyvinu matematiky. Nasledujica schéma (prevza-
t4 z [10]) zachytava historickt postupnost’ jednotlivych matematickych tedrii.
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ELEMENTARNA

ARITMETIKA
SYNTETICKA
GEOMETRIA
ALGEBRA
ANALYTICKA
GEOMETRIA
DIF. A INT.
POCET
ITERATIVNA
GEOMETRIA
PREDIKATOVY
POCET
TEORIA
MNOZIN
TEORIA
ALGORITMOV

Historicky kontext umozni spytat’ sa v kazdej z troch ¢asti Maddyovej argumentécie,
kedy sa zrodila teoria, pre ktorl plati prislusny argument, a kedy sa zrodili prostriedky,
pomocou ktorych vedie svoju argumentaciu. Urcenie tychto ¢asovych horizontov odhali
napétie skryté v jadre argumentécie. Na jednej strane sa tedrie staré mnoho storo¢i zd6-
vodiuja prostriedkami, ktoré bolo mozné sformulovat’ iba neddvno. Na druhej strane sa
argumenty, platné celé tisicro€ia pouzivaju na zdovodnenie realistického naroku teorie,
ktora ma iba sto rokov. Ked’ to, co Maddyova chapala ako realisticky vyklad r6znych
Casti tedrie mnozin (elementarnej, strednej a vyssej), vylozime ako zdovodnenie historic-
ky rozdielnych vrstiev matematiky, podari sa jej argumenty preformulovat’ tak, aby odola-
li kritike.

3.1 Historizacia argumentu zaloZeného na nepostradatel’nosti. Zacnime Quino-
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vym-Putnamovym argumentom zaloZenym na nepostradatelnosti. Ked’ sa na tento argu-
ment pozrieme z historickej perspektivy, uvidime, Ze realisticky narok disciplin, ako je
matematickd analyza, sa odvodzuje z uspechov novovekej vedy. Avsak matematickd ana-
lyza musela existovat’ uz predtym, nez na jej zdklade vznikla novoveka veda, a ta sa mu-
sela zrodit’ skor, nez sa dostavili jej uspechy, ktorymi Quine a Putnam zddvodnuju realis-
ticky narok tejto matematickej discipliny. Keby Quinov duch mohol navstivit' Cavalieri-
ho, Fermata, Wallisa, Barrowa, Newtona a Leibniza (ktori boli presved¢eni o realistickom
statuse matematickej analyzy, ktor(i spoloénym usilim vytvorili), mohol by im povedat’
nie¢o v tomto duchu: ,,Mili kolegovia, vy si myslite, Ze to, o skumate, skutocne existuje.
Obdvam sa, Ze vaSe presvedcenie je uplne nepodlozené. Ale ni¢ si ztoho nerobte
a pracujte usilovne dalej. Pride den, ked na zdklade vasich vyskumov vznikne moderna
veda, ktora bude predstavovat najspolahlivejSiu formu poznania, aku budeme mat’ my,
vasi potomkovia, k dispozicii. Po uréitom case tdto veda zaznamend tispechy, ktoré pod-
nietia zhruba o tristo rokov mna a méojho kolegu Putnama, aby sme sformulovali spravny
argument podopierajuci vase naivné a nepodlozZené presvedcenie o redinej existencii
toho, ¢o skumate. Nebud'te sklamani. Je to bezné, Ze matematici nerozumeju zmyslu toho,
¢o robia. Nastastie existujeme my, postanalyticki filozofi. Nezaujate a bez iluzii dokdzeme
rozhodnut, ¢o z toho, v ¢oho existenciu vy naivne verite, aj skutocne existuje.

Tuto pasaz som vlozil do textu preto, lebo odraza jednu zvlastnu ¢rtu analytickej fi-
lozofie: Jej snahu argumentovat’ mimo historického kontextu. Ked’ chceme n4jst’ adek-
vatnejSiu podobu argumentu zalozeného na nepostradatelnosti, musime ho zasadit’ do
historickych stvislosti. Ak tak uc¢inime, nebude t'azké si uvedomit’, Ze nepostradatelnost’
matematiky pre novoveku vedu je dvojakého druhu. Jednak ide o formulacnu nepostrd-
datel’nost’, ¢o je podoba, v akej svoj argument formuluja Quine a Putnam: Matematika je
pri formuldcii tvrdent sucasnej vedy nepostradatelna, a tak musime brat vazne ontologic-
ké zavdzky tych matematickych tecrii, ktoré veda pouziva pri formulovani svojich poznat-
kov. Proti tejto forme argumentu su namietky kritikov, medzi nimi aj Maddyovej, plne
opravnené. Ani samotni vedci neberti vazne ontologické zaviazky matematickych teorii,
ktoré pouzivaju pri formulécii svojich tedrii. Preto filozof, ktory sa z tychto zavézkov snazi
vytvorit’ argument v prospech matematického realizmu, sa pohybuje na tenkom l'ade.’

® Jadro problému Quinovho-Putnamovho argumentu zaloZeného na nepostradatelnosti je v Qui-
novom chapani vedy. Podl'a Quina je veda pokracovanim bezného poznania makroskopickych predme-
tov. Podl'a miia je tento pohlad chybny. Bagatelizuje intelektualny vykon tvorcov novovekej vedy, aky-
mi boli Kopernik, Galileo, Kepler, Descartes ¢i Newton. Pokracovanim beZnej skusenosti je aristotelov-
skd veda snehybnou Zemou, stermina¢nym pojatim pohybu, so substan¢nou ontologiou, s interna-
listickym pojatim sil, s kone¢nym univerzom vyplnenym latkou. V kazdom z tychto aspektov sa Aristo-
teles pridiza beZnej skusenosti: Zeme, pohybujucej sa zavratnou rychlostou 30 kilometrov za sekundu
(v porovnani s tym st autda Formuly 1 trapne pomalé), zotrva¢ného pojatia pohybu, formélnej ontoldgie,
interakéného pojatia sil, nekone¢ného univerza umiestneného v prazdnom priestore — tym vSetkym sa
veda radikalne rozchadza s beznou skiisenostou. Veda ide proti beznej skisenosti. A na opustenie ski-
senostného sveta potrebuje matematiku. Matematiku veda potrebuje ani nie tak kvoli presnosti (aj ked’
presnost’ je dolezitd), ako kvoli kontraintuitivnosti svojich principov. Matematika je zatial’ jediny nastroj,
ktory umoziiuje pracovat’ s faktmi, ktoré protire¢ia beznej skisenosti a na tejto skiisenosti zalozenej intuicii.
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Ale okrem formulacnej nepostradatelnosti existuje aj konStitucnd nepostrdadatel’-
nost’, podla ktorej bola matematickd analyza nepostradatel'na pre zrod vedy. Matematika
je potrebna nielen na to, aby veda mohla formulovat’ svoje tvrdenia, ale aj na to, aby vo-
bec mohla existovat’. Parafrazujiuc Wittgensteina mozno povedat, Ze zdzra¢né nie je to,
aka veda je, ale to, Ze vobec je. Matematika je nepostradatelna nielen pre to, aby veda
bola taka, aka je (teda aby svoje tvrdenia formulovala v jazyku matematiky), ale aj preto,
aby vobec nejakéd veda mohla existovat’. Quine chape vedu ako pokracovanie prirodzenej
skasenosti s materialnymi predmetmi nasho okolia. Veda sa od bezného poznania 1isi iba
tym, Ze pri formulécii svojich tvrdeni pouziva presnejsi jazyk matematiky a Ze svoje tvr-
denia experimentalne testuje. Quine tak z vedeckej revoltlcie akceptuje iba jej prvu, gali-
leovsku vrstvu. Galileo vyslovil slavne slova o knihe prirody napisanej jazykom matema-
tiky, teda ulohu matematiky chépal tak ako Quine a Putnam v ich argumente. Novoveka
veda vsak nie je pokracovanim galileovského projektu. Galileovskéd veda nebola schopna
opisat’ interakcie. Novovekd veda zacala vtedy, ked’ sa Descartovi (a v nepomerne doko-
nalejSej podobe Newtonovi) podarilo opisat’ pdsobenie. Posobenie sa neda objavit’ empi-
ricky, a preto sa o ontologickom statuse sil dlho viedla diskusia. Ale nech uz sa v tejto
diskusii postavime na ktorukol'vek stranu, faktom zostdva, Ze matematika je nepostrada-
tel'na prave pri opise pdsobenia. O empirickom priestore si mézeme mysliet’ ¢okol'vek
(mozeme napriklad pochybovat’ o jeho spojitosti, ako to robi Feynman), ale ,,pravy, sku-
tocny, matematicky™ priestor a ¢as su pre fyziku nepostradatelné, lebo iba diferencialna
Strukttra tohto priestoru a casu umoziuje spajat’ diferencidly sil, posunuti a rychlosti tak,
aby spoloc¢ne vytvorili pohyb ako vysledok posobenia. To, o Newton nazyva absolut-
nym, skutoénym a matematickym casom a priestorom, je prave tato diferencialna Strukta-
ra, ktora je pre fyziku nepostradatel'na.

Maddyovej argumenty, ktoré sme uviedli v asti 2.5, sa tykaji empirického, relativ-
neho, zdanlivého Casu a priestoru, o ktorych aj sdm Newton tvrdi, Ze je mozné, Ze neexis-
tuji. Je mozné, Ze vSetky prirodné procesy (obehy planét, kmitanie kremikovych krysta-
lov ¢i rozpad atomovych jadier) sa zrychl'uji ¢i spomal'uju a Ze vo vesmire neexistuje
ziaden proces, pomocou ktorého by bolo mozné merat’ cas. Rovnako je mozné, Ze vSetky
telesa vo vesmire sa pohybuju so zrychlenim a nie je mozné vymedzit’ inercialnu ststavu.
Preto Quine, Putnam, Maddyova z roku 1990 [12] a vSetci, ¢o hl'adaju oporu matematic-
kého realizmu v empirickom, relativnom, zdanlivom case a priestore, stavaju (dokonca aj
podl'a Newtona) na pochybnych zékladoch. Ale napriek nespravnosti formulacnej verzie
argumentu zaloZzeného na nepostradatelnosti je matematika pre fyziku nepostradatelna.
Samozrejme, nepostradatelna diferencidlna Struktira méze byt v teorii posunuta l'ubo-
vol'ne hlboko. Za Newtonovych ¢ias mala fyzika iba dve Girovne opisu: opis javov a opis
pdsobenia (t. j. urovne, na ktoré sa viaze formulacna resp. konstitutivna verzia argumentu
zalozeného na nepostradatelnosti). Od tych cias sa vSak zrodila celd kaskada Coraz hlb-
Sich a hlbsich arovni opisu (detaily mozno n4jst’ v [8]). Ked sa opis posobenia prenesie
na t najhlbsiu Groven, vSetky vySsie trovne sa mézu premenit’ na empirické. Ale faktom
zostava, Ze v kazdej fyzikalnej teorii musi existovat’ zakladna Groven opisu, ktora je skua-
senostnému testovaniu nepristupnd. Je to aroven, na ktorej funguje pohybova rovnica. Pri
vytvoreni tejto irovne matematika vzdy bola a bude nepostradatelna.
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Maddyova si dvojaky — empiricko-kriticky a fundamentalno-dogmaticky — typ réto-
riky vSimla aj u Feynmana ([13], 155). Ked'Ze vSak vedu chéape v naturalisticky sploStene;j
podobe ako galileovsku (a teda Ciste empirick(), nedokazala tato Feynmanovu ambiguitu
vysvetlit’ a pouzit’ na obranu tézy o realizme. Dve dikcie Feynmanovho textu zodpovedaju
dvom vrstvam jazyka fyziky: deskriptivnej a konstitutivnej. Ked’ nahradime argument za-
lozeny na formulacnej nepostradatel'nosti argumentom zaloZenym na konstitutivnej nepo-
stradatel'nosti, daju sa ontologické zavézky vyssej matematiky udrzat’.

3.2 Korekcia Maddyovej argumentu zaloZeného na perceptuilnej evidentnosti.
Ked’ sa z historického hl'adiska pozrieme na Maddyovej argument zaloZeny na perceptu-
alnej evidentnosti, zistime, Ze jeho chyba je v porovnani s Quinovym-Putnamovym argu-
mentom zaloZenym na nepostradatelnosti opa¢nd. Kym Quine a Putnam uspechom mia-
dej vedy obhajovali sfarsiu matematiku, Maddyova naopak argumentom, ktory platil uz
v praveku, zdovodfiuje tvrdenia tedrie mnozin, ¢o je tedria, ktord sa zrodila koncom 19.
storoCia. Tu preto netreba menit’ Maddyovej argument, ale treba ndjst’ tedriu, ktorej rea-
listické naroky jej argumentéacia podopiera. Podl'a mia argument zaloZeny na perceptu-
dlnej evidentnosti nepodopiera realistické naroky teérie mnoZin (t4 v praveku neexistova-
la), ale poctov (Ci elementarnej aritmetiky). Tymto smerom ustupuje aj Maddyova, ked’
nad’alej trva na perceptuélnej pristupnosti aritmetickych tvrdeni.”

Takto pomocou argumentu zaloZeného na perceptudlnej evidentnosti mozno podo-
priet’ ontologické ndroky prvych dvoch néstrojov reprezentacie: elementdrnej aritmetiky
a syntetickej geometrie [10]. Spolu s argumentom zaloZzenym na konstitutivnej nepostréa-
datel'nosti (ktory umoZiiuje podopriet’ ontologické naroky algebry, analytickej geometrie
a diferencidlneho a integralneho poctu) tak mame realisticky vyloZzend matematiku az po
zaciatok 19. storocia, ked’ sa zac¢ina (u Bolzana, Cauchyho, Dirichleta a Riemanna) rodit’
tedria funkcif redlnej premennej (v [10] uvedena ako iterativna geometria).

3.3 Rozsirenie Maddyovej godelovského argumentu zaloZeného na uzitoc¢nosti.
Ako treti musime historizovat’ argument zaloZeny na uzito¢nosti. Tento argument vycha-
dza z matematickej praxe anevyzaduje ani tak korekciu, ako skor rozSirenie z tedrie
mnozin na d’alSie matematické tedrie. Godel tento argument sformuloval pre teériu mno-
zin, lebo v tejto oblasti pracoval a snazil sa opisat’ principy svojej prace. To, ¢o nasiel,
vsak plati vSeobecne a mozno to pouzit' na zdovodnenie vySsich partii l'ubovolnej mate-
matickej tedrie od algebry ¢i tedrie funkcii redlnej premennej az po tedriu mnozin a tedriu
algoritmov. Godelov argument hovori, Ze ked’ urcitd matematickd propozicia nie je evi-

7 Skiisenostna béaza, z ktorej vyrasta teéria mnoZin, ma ini povahu ako skusenosti s malymi si-
bormi predmetov. Tato skusenost’ sa rodi v rdmci tedrie funkcii realnej premennej (s ktorou pracovali
Bolzano, Cantor aj Dedekind), kde sa pri konStrukeii uréitych objektov nekoneéne mnohokrat opakuje
ur€ity iterativny proces, az kym v limite vytvori pozadovany objekt. Spociatku sa iterativne procesy
pouzivali v kontextoch, kde viedli k intendovanym objektom, a preto nevzbudzovali pozornost. Zhruba
od 30. rokov 19. storocia sa v§ak zacali hromadit” skiisenosti s tym, Ze iterativny proces vedie ku kontra-
intuitivnym vysledkom. V snahe porozumiet iterativnemu procesu matematici pristupili k spredmetneniu
jednotlivych krokov iterativneho procesu. A tu niekde treba hl'adat’ skisenostné pozadie tedrie mnozin.
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dentna (a teda nemozno pouZit’ argument zalozeny na perceptuélnej evidentnosti) a nie je
ani nepostradatelna pre vedecku prax, eSte stdle moézeme odvodit’ jej pravdivost’ z jej
uzito¢nosti pre matematicku prax.

Matematika vSak nie je monolit stojaci na jedinom reprezentanom ndstroji (¢i uz lo-
gike, ako si to predstavoval Russell, alebo tedrii mnozin, ako si to predstavuje Maddy-
ova). Prave naopak, matematika sa vyznacuje pluralitou nastrojov. Uzito¢nost’ matemati-
ky moze mat’ rézne podoby. Aby som ich mohol ilustrovat’, zoberiem analyticki geomet-
riu, teda Stvrty reprezentacny nastroj v dejinach matematiky. Propozicie a principy analy-
tickej geometrie moZu mat’ pat’ ré6znych typov uzito¢nosti:

a) UZitoCnost’ v predchddzajiicom jazyku rovnakého druhu: Pre analyticki geo-
metriu je predchadzajiicim ikonickym jazykom syntetickd geometria. Analytickd geomet-
ria prinasa klasifikaciu kriviek podl'a stuptia polyndmu, pomocou ktorého prislusna kriv-
ku generuje. Tato klasifikdciu mdZeme pouZit’ na objasnenie vlastnosti kriviek, ako su
konchoida ¢i cissoida, ktoré boli objavené uz v antike v rdmci syntetickej geometrie. Ked’
tieto krivky opiSeme analyticky, umozni to urcit’ rad ich vlastnosti, ktoré anticki geometri
hladali pomocou zlozitych postupov syntetickej geometrie. Takto mdze neskorsi repre-
zentaény nastroj poskytnat’ vhl'ad a porozumenie javom, ktoré boli objavené pomocou
predoslého reprezentacného nastroja.

b) UZito¢nost’ v predchddzajiicom jazyku opacného druhu: Pre analytickd geomet-
riu je predchadzajucim symbolickym jazykom algebra. Analytickd geometria priniesla
vizualizaciu polynomickych foriem, ¢im umoznila odpovedat’ na otazky, ktoré boli z Cis-
to algebraického hl'adiska nepochopitelné. V urcitych algebraickych rovniciach sa pri
rieSeni objavovali vyrazy obsahujice odmocniny zo zapornych ¢isel. Pre matematikov 16.
storoCia to bol nepochopitelny fakt. Analytickd geometria umoznila tuto skuto¢nost’ vy-
svetlit. Rovnice vyjadruju prieseéniky kriviek a krachovanie algebraickych postupov
preto zodpoveda situdcii, ked’ sa tieto krivky nepretinaja.

¢) UZitoCnost’ v samotnej teorii: Existuju principy, ktoré sice nie st evidentné, ale
maju dolezité aplikacie v samotnej teorii, ktorej sa tykaju. Elegancia dokazov vyuZivaju-
cich principy duality je argumentom v prospech ich pravdivosti.

d) UZito¢nost’ v nasledujiicom jazyku opacného druhu: Pre analytickd geometriu
je nasledujucim symbolickym jazykom diferencidlny a integralny pocet. Problémy, ktoré
sa prostriedkami daného reprezentaéného ndstroja daju prirodzene sformulovat’, niekedy
vyZaduja v zaujme ich rieSenia rozSirenie jazykového ramca, ba dokonca vytvorenie no-
vého reprezentacného ndstroja. V pripade analytickej geometrie sa prirodzene vynara
problém doty¢nic (iloha n4jst’ doty¢nicu k danej krivke v danom bode), problém rektifi-
kécie (aloha najst dizku obluka danej krivky) a problém kvadratar (uloha urgit’ obsah
oblasti ohrani¢enej krivkami). RieSenie tychto problémov sa vSak vymyké analytickej
geometrii, o podnietilo Newtona a Leibniza vytvorit’, nadvdzujic na Cavalieriho, Barro-
wa, Wallisa a inych, diferencidlny a integralny pocet. UZzito¢nost’ a plodnost’ uvedenych
problémov ana ich zéklade vytvoreného diferencidlneho a integralneho poctu je argu-
mentom v prospech realnosti objektov, ktorych sa tykaju.

e) UfitoCnost’ v nasledujiicom jazyku rovnakého druhu: Pre analyticki geometriu
je nasledujlicim ikonickym jazykom iterativna geometria (Casto oznacovana ako fraktalna
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geometria, aj ked’ termin iterativna geometria je SirSi). Niekedy sa stava, Ze reprezentacny
nastroj pri konfrontacii s objektmi, ktoré pochadzaji z nasledujicej oblasti opa¢ného
druhu, zlyhava. V snahe pochopit’ priciny zlyhania sa rodia zarodky nového reprezentac-
ného nastroja rovnakého druhu. V pripade analytickej geometrie to bola diskusia vedena
v rdmci diferencidlneho a integralneho poctu o kmitani struny medzi Eulerom a d’Alem-
bertom. Euler vyslovil tézu, Ze mdzu existovat’ krivky, ktoré sa nedaju zapisat’ ako sucet
sinusov a kosinusov (t. j. stojatych kmitov struny). Tato diskusia viedla cez Fouriera d’alej
k pracam Dirichleta, Riemanna, Borela, Lebesguea, Baira a d’alSich a napokon k zrodu
nového reprezentacného nastroja (tzv. iterativnej geometrie).

3.4 Nacrt novej formulicie matematického realizmu. Ked kazdy z Maddyovej
argumentov zasadime do historického kontextu, mame trojicu argumentov, ktoré umoziu-
ju viest’ argumentéciu v prospech matematického realizmu. Svojimi korefimi siaha matema-
tika k evidencii a argument zaloZeny na perceptudlnej evidentnosti umoziuje obhgjit
realisticky narok teorii elementarnej matematiky. Matematika sa vSak nezastavuje pri tom,
¢o je evidentné, ale vytvara nastroje symbolickej a ikonickej reprezentacie (konstrukcie pomo-
cou kruzidla a pravitka, ¢iselné sustavy), pomocou ktorych overuje propozicie, ktoré uz
nie su evidentné (podobne, ako veda siaha v analogickych situdcidch po experimente).
Niektoré z tychto zlozitejSich propozicii sa mézu stat’ nepostrdadatelnymi pre (mimomatema-
ticku) prax, napriklad pre Statnu spravu (v starom Egypte a Babylone), stavitel'stvo (v antic-
kom Grécku a Rime), navigaciu (v stredovekej Arébii) ¢i vedu (v novovekej Eurdpe). Pri
stavani kilometer dlhého tunela cez horu Kastro na ostrove Samos, kopaného z dvoch strén
tak, Ze sa uprostred hory oba konce spoja, je geometria nepostradatelna. Takto aj komplex-
né propozicie mézu ziskat’ realisticky status, lebo sii nepostrddatelné pri konstituovani
urcitej praxe.

Matematika sa v§ak nezastavuje ani na tomto mieste; a ako ukazuje Archimedov spis
O pocte z¥n piesku, nezastavuje sa na iom uz dobrych 2000 rokov. V tomto spise Archi-
medes ukazuje, Ze aritmetika dokaze vytvorit’ Cislo, ktoré je vécsie ako pocet zfn piesku
na celej Zemi (ziskal ho vydelenim objemu Zeme objemom pieso¢ného zrnka). Tak vel'ké
¢islo (a vo vSeobecnosti komplexné vyrazy, vytvorené pomocou néstroja symbolickej
reprezentacie) uz nie st nepostradatelné pre nijaki mimomatematickd prax, lebo prekra-
¢uju jej medze. Matematika (a nielen poCty, ako ukazuje Archimedes) dokdze prekrocit’
medze kazdej mimomatematickej praxe. A tu prichadza Godelov argument zaloZeny na
uZito¢nosti. Matematické propozicie, ktoré nie su evidentné a ktoré prekracuju medze
mimomatematickej praxe, si stdle mozu ¢init’ narok na realisticky status, ak sa ukdZzu ako
uzitocné pre prax samotnej matematiky.

4. Odpovede na kritiku matematického realizmu. V tejto Casti sa pokusim odpo-
vedat’ na kritické ndmietky proti matematickému realizmu v tom poradi, v akom boli uve-
dené v druhej Casti state.

4.1 Odpoved’ na argumenty Shaughana Lavina. Ked’ sme Maddyovej teériu za-
sadili do historického kontextu, vidime, Ze Lavinove namietky st plne opodstatnené. Sku-
senosti s malymi sibormi predmetov nezakladaju tedriu mnozin, ale elementarnu aritme-
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tiku. Preto Lavine spravne namieta, Ze tieto skusenosti (a neurdlny detektor s nimi spoje-
ny) nemoZu a ani nemusia rozliSovat’ medzi mnozinami a triedami. Niet ani dévodu na to,
aby od nich viedla cesta k vysSej teérii mnozin ¢i k transfinitnym mnozinam.

Na druhej strane si treba uvedomit, Ze Lavinov argument vyvracia iba Maddyovej
stotoznenie skusenosti s malymi subormi predmetov s mnozinovou skusenostou. Podl'a
vykladu vyvinu matematiky, na ktorom je zalozena tato stat’, skisenosti s malymi subormi
zakladaju jazyk elementarnej aritmetiky, a nie tedrie mnozin. Elementdrnu aritmetiku
oddel'uje od jazyka tedrie mnozin Sest’ reprezentacnych nastrojov. Kazdy z tychto nastro-
jov prindsa vlastny druh symbolickej skusenosti a na tejto skusenosti zaloZzenu intuiciu.
Tak namiesto potreby prepojit’ skisenosti s malymi subormi predmetov s vy$Sou tedriou
mnozin, pred ktorou stoji Maddyova, musime vylozit' sedem transformécii jazyka mate-
matiky, ku ktorym v dejinach matematiky redlne doslo, az dospejeme k realistickému za-
kotveniu vyssich partii teérie mnozin. Jazyk elementarnej aritmetiky a jazyk syntetickej
geometrie stdle moZeme ontologicky zakotvit’ v predmetnej skisenosti zhruba tak, ako to
urobila Maddyova (mylne stotoZniac elementérnu aritmetiku s tedriou mnozin). Dal3ie
jazyky poc€inajuc algebrou, analytickou geometriou az po predikatovy pocet a tedriu mno-
zin ziskaju realistické zakotvenie sprostredkovane, cez predoslé jazyky, pricom proces
sprostredkovéavania je vyjadreny diagramom na zaciatku tretej Casti nasej state. Ked” do-
stato¢ne pochopime transformdcie jazyka matematiky, bude mozné prepojit’ transfinitnii
tedriu mnozin s realitou. Na rozdiel od Maddyovej netvrdim, Ze s mnozinami mame bez-
prostrednu skusenost’. Skisenostnd baza tedrie mnozin prameni z logickej analyzy zakla-
dov teérie funkcii redlnej premennej; tato tedria skisenostne vyrasta zo Stadia kriviek
analytickej geometrie opisanych jazykom diferencidlneho a integrdlneho poctu. Analy-
tickd geometria sa sprostredkovane, prostrednictvom jazyka algebry vztahuje na geomet-
rické formy nasho skusenostného sveta.

4.2 Odpoved’ na argumenty Marka Balaguera. Kym Lavinove ndmietky mierili
na realny problém Maddyovej vykladu, Balaguerove namietky su divné. Tvrdit’, Ze ab-
straktné objekty existuji mimo &asu a priestoru, je absurdné. Cas a priestor sii predsa
matematické konstrukty, teda abstraktné objekty. Predstava, Ze redlny svet existuje v Case
a priestore, je dosledkom nekritického stotoznenia Zitého sveta so svetom fyziky. Caso-
priestor je abstraktnd matematickd entita a vSetko, ¢o sa v lom nachddza, su abstraktné
objekty. Svet fyziky sa v tomto ohl'ade nijako neli$i od sveta matematiky. Na Maddyovej
umiestiiovani mnoZin do ¢asopriestoru nie je ni¢ divné. Problém je len s bezprostrednos-
tou, s akou toto umiestiiovanie spaja. Transfinitné mnoziny nemozno vloZit’ do ¢asopries-
toru priamo, ale vyZaduje to sedem sprostredkujicich medzistuptiov.

4.3 Odpoved na argumenty Adriana Riskina. Riskin poukézal na zdvazny nedos-
tatok Maddyovej pristupu k realizmu. Ukézal, Ze jednym z jej motivov bol mnozinovy
fundacionalizmus, ktory skresl'uje celkovy obraz. Ked sa fundacionalizmu zriekneme,
mozeme sa eSte stale usilovat’ o vytvorenie realistického vykladu matematiky. Jeho ambi-
cie budeme (pouceni Riskinom) formulovat’ skromnejSie nez Maddyova. Myslim vsak, Ze
obcas je zmysluplné sledovat’ aj skromné ciele. Nemusi kazdy riesit’ ,,najvyznamnejsi
otvoreny problém v historii matematiky™.

Filozofia 65, 6 535



4.4 Odpoved’ na argumenty Emily Carsonovej. Carsonovd vo svojej kritike
(spravne) upozorfiuje na Maddyovej neopravnené stotoZnenie skdsenosti s malymi su-
bormi predmetov so skiisenostnou bédzou tedrie mnozin, ako aj na absenciu prepojenia
medzi malymi stibormi a nekone€nymi mnozinami. Obidve tieto ndmietky sme uz zodpo-
vedali.

4.5 Odpoved’ na argumenty Penelope Maddyovej z [13]. S Maddyovej korekciou
psychologickej tedrie percepcie malych siborov v tom zmysle, Ze tieto percepcie otvaraju
pristup k numerickym faktom, a nie k mnozinam, mozno iba suhlasit. Ale napriek tomu
mozno na tejto tedrii zalozit’ realisticky vyklad elementarnej aritmetiky. Suhlasit’ mozno
aj s kritikou Quinovho-Putnamovho argumentu zalozeného na nepostradatel'nosti. Dotyka
sa vSak iba jeho formulacnej verzie, a tak v konstitutivnej verzii mozno argument zaloze-
ny na nepostradatelnosti nad’alej pouzivat. Preto si myslim, Ze Maddyovej opustenie
matematického realizmu bolo pred¢asné a nezdévodnené. Samozrejme, musime sa vzdat’
snahy rozhodovat’ z filozofického ,,nadhl'adu otvorené otazky sucasnej matematiky. Ale
ak sa vzdame tohto fundacionalistického motivu, mézeme sa este stale pokusit’ vybudovat’
realisticky vyklad matematiky. Treba vSak prijat’ matematiku v jej plnej historickej kom-
plexnosti a nesnazit’ sa presekavat’ skratky od aritmetickej skusenosti k vy$§im partiam
tedrie mnozin.

5. Zaver. Pozicia, ku ktorej sme dospeli, rehabilituje zna¢nt ¢ast’ Maddyove;j tedrie.
Nie je vSak schopnd splnit’ o€akévania, ktoré Maddyova s matematickym realizmom sp4-
jala. Jej cielom bolo poskytnut’ vodidlo pri vybere z rady alternativnych principov, ktoré
existuju v sucasnej tedrii mnozin ako kandidati na nové axidomy. Podl'a obrazu matemati-
ky, ktory sme ziskali, je tedria mnozin jednym z reprezentatnych ndstrojov matematiky,
ktory sa v ni¢om zasadne nelidi od ostatnych nastrojov. Cast’ matematiky existuje nezavis-
le od nej. Teoria velkych kardindlov sa dnes nachédza tam, kde sa aritmetika vel'kych
¢isel nachadzala za Cias Archimeda, ked’ sa pre niektoré obzvlast velké Cisla podarilo
n4jst’ realistickd interpretaciu (v podobe poctu zfn piesku na Zemi), pre iné vSak akakol-
vek interpretdcia chybala. Neskor diferencidlny a integralny pocet tieto problémy vyriesil,
lebo pri limitnych prechodoch potrebujeme l'ubovolne velké Cisla, a tak sa hranica, po
ktor maju ¢isla redlnu interpretaciu, vzdialila do nekone€na. Pre tedriu mnoZin vSak dnes
podobny, o Styri reprezentacie mladsi jazyk (akym je pre aritmetiku jazyk diferencidlneho
a integralneho poctu) nie je k dispozicii, a preto hranica, po ktord maja termy jazyka ted-
rie mnoZin redlnu interpretciu, prebieha vo vnutri mnoZinového univerza. Historickd
skusenost’ naznacuje, Ze tato hranica sa bude postvat’, ale jej presny posun sa neda pred-
povedat’. Zda sa, Ze tu nepomoze Spekulécia (Co je aj zaver Maddyovej knihy Naturalism
in Mathematics). Ale kvoli tomuto zisteniu nie je nevyhnutné optst'at’ matematicky rea-
lizmus, sta&i ho zasadit’ do historického kontextu. Cim je uréity matematicky jazyk mlad-
§i, tym menej jeho termov m4 interpreticiu ako mimo matematiky (v zmysle argumentu
zaloZeného na nepostradatel’nosti), tak aj v ostatnych oblastiach matematiky (v zmysle
argumentu zaloZeného na uZito¢nosti). Otazku, ktory z principov teérie mnozin ziska
realisticky status a bude prijaty ako axioma, mdze rozhodnuat iba budicnost’.
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