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The aum ol the paper 1s to examine the changes, which occurred in the epistemological
structure of classical mechamcs durning ats development from Newton to Poincare The
analysis 1s based on the reconstruction of the form of language. Attention 1S paid to such
aspects of the language of classical mechanics as the notion of pace (conhgurational space
representational space. differentiable manifold. phase space) or the description ol action (b
force, potential, Lagrangian and Hamiltoman funcuons). Even though these notons do not
have direct denotation, they. nevertheless. constitute the general framework. on which the
relation between the denotative descriptions of the language of classical mechanics and the
physical reahity 1s based.

V séru Clankov ([9]: [10]. [12]) venovanvch analvze vyvvinu svnteticke)
gcomelric sme rozpracovali Koncepciu formdlnej epistemologie. Tato koncepceia sa
saklada na myshienke pouzit” Wittgensteinovu obrazovu teoriu vvznamu z Trakictu
prisé¢manticke) analyze obrazkov obsiahnutych v dielach tvorcov moderne;
gcometric. Pr1 tejto analvze sa ukazalo. ze historicky yvyvvin geometric mozno
. cpistemologickcho hladiska opisat ako vyvin formy jazvka. Drubhyvim krokom
v rozvop formalne) epistemologie bolo oslobodit’ nasu koncepeiu od zavislost na
geometrit. Na tento ucel sme zvolili algebru ([ 14). [13]). Ktora j¢ na jedne) stranc
uzKo prepojena s geometriou, ale na druhej strane namiesto vizualne) reprezentiacic
pouziva svmbolicku reprezentaciu. Ciclom predkladane) state j¢ pristupit’ k trete
clape rozvoja ltormalne) epistemologie, Ktorou je epistemologicka analvza vyvvinu
klasicke) mechamky. Predbezna verzia tejto state. ktora odznela na Konferenc
v Prahe v juni 1998 [15]. bola zalozena na pokuse prejst od geometric priamo
K mechanike. Poznatky. ktoré sme medzicasom ziskali prirekonStrukeir vyvinu
algebry, prinasaja nevvhnutnost’ zasadne revidovat’ vysledky predosicho textu Ide
jednak o zavrhnutie rozliSovania medzi implicitnou a explicitnou podobou uréitc
formy jazyka, na ktorom sme povodne analyzu vyvinu mechaniky zakladali,
a 0 objav dvoch novych foriem jazyka (koordinativnaj a kompozitivnej), ktoré treba
pr1 vyklade dejin mechaniky zohl'adnit’.

Pr1 epistemologickej analyze dejin klasicke] mechaniky sa pridrziavame j¢;
rekonstrukcie prostriedkami moderne) matematiky ([ 1]: [2]: [26]). Sme presvedéen.
¢ az moderna matematika umoznuje porozumietl’ epistemologickvm otazkam
mechaniky. Nas vyklad v8ak budeme neustale konfrontovat’ s historickvmi textami.
Domnievame sa. ze takvto postup jasne ilustruje rozdiel medzi epistemologickou
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a historickou rekonstrukciou vyvinu urcitej teoriec. Pre historika jc Lagrangceovo
odmietanie pouzivania geometrickych metod v mechanike vyznamnou crtou jeho
diela. Preto pouzitic pojmov ako diferencovatel'na varieta pri vyklade Lagrangeove
mechaniky vnima historik ako skresl'ovanie Lagrangcovvch nazorov. Z historickeho
hl'adiska ma pravdu. lebo Lagrange takcto termuny rozhodne nepouzival
Z epistemologickeho hladiska je vSak situacia zasadnce ma. Ked Lagrange pisc:
WPredpokladajme, Ze beriuc do uvahy formalne podmienky rovinice sustavy
vvjadrime suradnice x, v, z kazdého telesa ako funkcie invch premennveh S, y. (.
.., Kktoré su navzajom uplne nezavisié a sluZia na wrcenie polohyv sustavy
lubovolnom okamihu.” ([16]. 413). tak by sa mohlo zdat. z¢ tu 1de o obyCanu
zamenu suradnic. Co je vSak fundamentalne nové 2 hladiska jazvka klasickey
mechaniky. su tie tri bodky za &. . @ a tiez skutocnost’. z¢ ticto sturadnice maju by
avzajom uplne nezavisie”. Lagrange tu opusta cukhidovsky priestor ako formu
reprezentacie mechanicke) sastavy a prechadza K viacrozmernemu prestora Tento
pricstor, a) ked j¢ len sknvty v Lagrangeovych tormulaciach. ma struktoru
diferencovatelne) variety. Takto sa v Lagrangcovom texte odohrava  zasadng
epistemologicka zmena, prechod do n-rozmernc¢ho priestoru,

V  geometrit sa idea n-rozmern¢ho priestoru objavuje o vyse SO rokos
neskor, v praci Arthura Cayleyho (1821-1895) Chapters in the analviical ceonerr
of (n) dimensions. publikovane) v Philosophical Magazine roku 1843, u Hermanna
Grassmanna (1807-1877) v jeho knihe Die hineale Ausdehnungestiehre, cion nenes
Zweig der Mathemarik publikovane) roku 1844, a v habihitacne) prednashke
Bernharda Riemanna (1826-1866) nazvane) Uber die Hypothesen. welche de
Geometrie zu Grunde liegen, Ktord odznela roku 1854, U Lagrangea sa tak odohral
prechod od trojrozmerncho cukhidovskeho priestoru ku konfiguracnemu pricstoru
A) ked Lagrange o ziadnom konfiguratnom pricstore exphcitne nchovorn pouiiva
ho. a teda k epistemologicke) rekonStruken jcho dicla tento pojem v ploey mier
nalezi. Takto az moderna matematka tym. z¢ urobila zakladne popmy Klasiche
mechaniky uplne exphicitnymi. umoznuje pochopit’ skrvtu epistemologicku struktun,
prelomovych diel 7z hastonie ejio disapliny. Podobne ako lormalna logika pr
rekonstrukcit urcitého textu nezotrvava pri zjavne) gramaticke) Strukture viet. ale
prechadza od gramatického povrchu Kk hilbSe) logicke) torme. ant tormalna
epistemologia sa neobmedzuje na explicitny povrch historickych textov, ale usiluge
sa rekonStruovat ich hlbsiu cpistemologicku formu. V dalSom texte sa pokusimice
rekonStruovat’ vyvin klasickej mechaniky. veduct od Newtona a Eulera ces
d Alemberta, Lagrangea a Hamiltona az po Poincarcho. Pokusime sa ukazat. z¢
podobne ako v geometrin a algebre aj v mechanike sa vyvin zakladal na zmenach
tormy jazyka a viedol od perspektivisticke) formy cez projekuvonu. koordinativnu,
kompozitivnu, interpretativnu az k integrativnej a konsttutivne) torme (a cSte
dalsim, leziacim za hranicami nami sledovan¢ho useku dejin).
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1. Perspektivisticka forma jazyka Kklasickej mechaniky: Newton 1686.
Analyzu vyvinu formy jazyka mechaniky zaCneme diclom Isaaca Newtona (1643-
1727) Philosophiae naturalis principia mathematica (1686). v ktorej boli po
prvvkrat sformulované zakony pohybu hmotnych telies. Nebudeme sa pustat do
vvkladu Newtonove) knihy, kedZe tato je vel'mi rozsiahla. Obmedzime sa len na
opis formy jazyka Newtonove] mechaniky. Pokusime sa ukazat. 7z¢ nou |c
perspektivisticka forma  jazyka. ktora spoCiva v chapant tecorie ako obrazu
skuto¢nosti.' Chceme ukazat, z¢ Newton vo svojej mechanike pouzival viacere
pojmy. Ktor¢ nemaju denotat (a teda tvoria formu jazyka), a ze okrem toho
reprezentoval  svet  z hladiska jedineho  subjektu. ktory sam nie )¢ v jazyku
reprezentovany (Co je typicke pre perspektivisticku formu). V suvislosti s Newtonon
sme pri rozpracovavani formalnej epistemologie v Stastng) situacii. pretoze tu manmnic
predchodcu v osobe Ernsta Macha. Mach vo svoje) knithe Die Mechanik in ihrer
Entwicklung (1883) podrobil Newtonovu mechaniku kriuke. Ktora sa odmictnutin
metafyzickych pojmov, tautologii a zdanhvych definicti stala vychodiskom  pro
filozofiu Viedenského kruzku, ktory sa spoCiatku nazyval Verein Ernst Mach.

Mach podrobne analyzuje Newtonove nazory na cas. priestor a pohyvb
Napred uvadza cuitaty z Principir: Absoliutny, skutocny a matematicky cas plynie
sam osebe a vdaka svojej povahe rovnomerne a bez vztahu k akemukolvek
vonkajsiemu predmetu. Nazvva sa tiez trvanim. Relativny, zdanlivy a obvcainy cas
Jje vaimatelna a vonkajsia, bud presna, alebo priblizna miera trvania, Ktora sa
pouziva zvvéane namiesto skutocneho casu, napr. hodina, den. mesiac, roa
Prirodzene dni, ktore zvvcajne ako mieru casu  povazZujeme a  roviake.
sSkutocnosti rovnaké nie su. Tuto nerovnakost napravaju astronomovia, ked meraji
pohvbh nebeskveh telies podla skutocného casu. Je mozZné, Ze neexistuje Ziraden
rovinomerny pohvb, pomocou kKtorého by bolo mozZne presne meral cas, vselk)
pohvby mozu byt zrvchlovane alebo zabrzdene. jedine beh abyolutneho casii
nemoze byt zmeneny. [rvanie vsetkvch existujucich vect je to iste, <1 uZ su ich
pohyby rvchle, pomalé alebo nudove. ™ (120]. 30). Potom Mach prutupun ku Kritike
tychto nazorov a pise: . Rovnomernyn nazyvame raky pohyb, v Kioront rovidake
prirastky drahy zodpovedaju rovnakvm prirastkom drahy referencného pohvbu
(otacania Zeme). Pohvb moze byt rovnomerny vo vziahu k inemu. Otazka, ¢i je
pohyb rovnomerny sam osebe, nemd Ziaden zmysel. Rovnako nemdzeme hovorit ani
o absolutnom case (nezavisle od akejkolvek zmeny). Absolitny c¢as nie je mozZne

' Vvklad mechaniky ako obrazu, Ktory jednoznatne zobrazuje skutocnost. je
natolko samozreymy. ze viastne iné alternativy dlho neprichadzali ant do uvahy. Vzmikla tak
zaujimava situacia, Ked' mechanika po technicke) stranke uz davno opustila perspektivisticku
tormu zaloZenu na chapani teorie ako obrazu a zacala pouzivat’ rozne modely. ba dokoncu
presla az K ntegrativne) forme, ale vo filozoficke) reflexn sa neustale rozmyvslalo o
mechanike ako o obraze skuto¢nosti.
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merat pomocou Ziadneho pohvbu, takZe nema Ziadnu prakticku a ani Ziadn
vedeckit hodnotu, nikto nie je opravneny tvrdit, Ze o nom cokolvek vie, a je to teda
zbytocny metafyzicky pojem.” (| 19]. 218, zdoraznil L. K.).

Podobnej kritike podrobuje Mach aj pojmy absolutncho  priestoru.
absolutneho pohybu, hmotnosti a tiez Newtonove zakony. Podla Macha su viacere
Newtonove definicie iba zdanlivé definicie (Scheindefinttionen). lebo  tunguju
v kruhu. Podobne je podl'a Macha prvy Newtonov zakon tautologiou. pretoze sila jo
microu zrychlenia a nulove) sile automaticky zodpoveda nulove zrychlenie, ()
rovnomerny priamociary pohyb. Machova kritika je asit najoriginalnejsou Kritikou
akej bola Newtonova mechanika podrobena. Mach v nep predviedol sposob analyzy.
ktory umoznuje odhalit zmysluprazdne terminy. zdanhve detinicie a tautologicke
tvrdenmia. Machovym ciclom bolo metatvzicke terminy 2 mechamky odstranit
a nahradit’ ich empirickvnu pojmami. V tomto smere mozno Macha povazovatr za
jednc¢ho z inSpiratorov teorie relativity. Ktora uskutocnila presne oo co Maclh
zamySlal. Metafvzicky pojem absolutncho Casu bol v nc) nahradeny cmpiricky ni
pojmom lokalneho Casu. viazancho na urcitu sustavu referencnyeh telies

Nas zamer v8ak nie je fyzikalny. ale epistemologicky. Nasun ciclom mie jo
metafvzicke poymy z mechanmky odstranit, ale lepSie porozumict ich ulohe pri
stavbe samotne) teorie. Preto 2 nasho hladiska je Mach myslitel', ktory odhalil
existenciu formy jazyka mechaniky. a pokladame ho za predchodou projekng
formalne) epistemologic. Mach st eSte myslel, z¢ j¢ mozne mcetaty zicke pojmi
v plne; miere nahradit empirickymi. V' tomto bode Machov  optinnzmus
neprijimame. Domnievame sa. z¢ takvmto nahradenmim prejdeme len kK noven
jazyvku, Ktorcho forma bude opiat’ neempiricka. Samozreyme. Kazdy prechod K nove
forme jazvka prinasa nepopicratelny krok vpred ako 2 hladiska tvzikalncho tak oy .
hl'adiska filozofick¢ho. Staci s1 spomenut’ na tcoru relativaty . Krora Ky alitatiy e
prehibila nase porozumenie prirode a viedla k objavu mnohveh necakanvel
fvzikalnych javov (dilatacia Casu. kontrakcia dlzkyv) a zakonov (zakon chvivalona
hmoty a energie). Ale ulohou epistemologic nic j¢ pochopit 1o, ako tungeuge prirod.
ale to. ako funguje veda. Preto a) ked nepopierame prinos Nachovey snahy nahradir
metafyzické poymy empirickymi, domnievame sa. ze pre epistemologiu bude
rovnako zaujimave snazit’ sa pechopir’ ich funkciu v jazyku vedy.

Podl'a nasho nazoru pritomnost’ neempirickvch (.metatvzickych™) termimon
a principov j¢ systematicky rys kaidého jazyka. Na jedng) stranc (0 znamena. 7o
v pripade Newtona neslo o nejaka jeho nedoslednost” €1 naivitu. Neempiricke vyvriazn
tvoria formu jazyka. a preto sa im neda vyvhnut. Je sice mozne prejst Kk omemu
jazyku, v ktorom sa forma predosSi¢ho jazyka stane ..empirickou™, ale novy jazvk
svoju vlastnu formu, ktora bude opit’ ..metafyzicka™. To. z¢ Mach rozpoznal formu
jazyka Newtonove] mechaniky, bolo umoznené prave tym, z¢ ju vnimal 2 pozicic
nove) formy jazyka (energetizmu), v ramci ktorej su uz metafvzicke prvky
Newtonove) mechaniky rozpoznatel'né. Na druhej strane formu jazvka netvoria akes
nahodné, 1zolované vvrazy. Forma jazyka vytvara urCity celok. Ktorv umoznuje
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fungovanic jazyka (aby v nom bolo mozné pocitat, odvodzovat’ a argumentovat’).
Formu jazyka Newtonove) mechaniky vyCerpavajuco opisal Mach. Staci jeho kritiku
Newtonove) mechaniky interpretovat’ ako deskripciu formy jej jazyka. Tuto formu
tvoria prvky ako absolutny priestor a absolutny Cas. ktor€ zodpovedaju nemenncmu
hl'adisku jediného subjektu. Tento subjekt sam nie je v jazyku pritomny. a teda
mame do c¢inenia s perspekuvisuckou formou  jazyka. S reprezentaciou  sveta
z. pohl'adu jediného vonkajSieho hladiska.

2. Projektivha forma jazyka klasickej mechaniky: Kkuler 1736. Pri
pisani Principii slazili Newtonovi za vzor Euklidove Zdklady. Na rozdiel od dnces
bezncho sposobu formulovania fyzikalnych teorn Newton formuluje svoje tvrdenia
v tvare matematickych viet a dokazuje ich sposobom obvyklym v geometrin. Takvto
pristup jc sice logicky prehladny. ale na druhej strane je natol'ko tazkopadny. 7¢ u/
Leonhard Euler (1707-1783) citil potrebu poznamenat: [loci citatel nepochvbuje o
spravnosti uvedenych tvrdeni, nechape ich dost jasne a presne, ak by sa tie iste
ulohy co i len trochu zmenili, sotva by bol schopny vyriesit ich samostatne.” ([29].
123) Nespokojnost' s Newtonovou Cisto geometrickou formulaciou mechaniky viedla
26-rocncho  Eulera k je¢j prepisaniu z  geometrickcho jazyka do  jazvka
diferencialneho poctu v knithe Mechanica sive motus scientia analytice exposita
|5]. Euler ako prvy zapisal druhy Newtonov zakon v tvare diferencialney) rovnice

di

de =np—. (1)
,A

Kde ¢ je rychlost pohybu. p je sila. A je hmotnost telesa. 1 je €as a n j¢ kochicient
scavisly od volby jednotick ([5]. 124). Tato zmena mala pre mechaniku zasadny
vyznam, lebo aparat matematicke) analyzy poskyvtuje rad metod na rniesenic
mechanickveh uloh, Vyhodou analvuckych metod je. 7¢ ..ak by sa tie iste ulohn o
tlen trocha zmentlr:. stale 1ch mozno yvyvrniedSit zhruba rovnakyvm  postupom
(napriklad pomocou poruchove) metody). Takto Euler odstranil zakladny nedostatok
Newtonovho pojatia mechaniky, ktorym bola absencia univerzalnych metod. Medz
novymi metodami, ktor¢ takto pribudli. ma dolezite miesto metoda substitucie.

Pr1 vyklade dejin algebry sme ukazali, ze objavenic sa substituci v jazyvku
j¢ charakteristickym znakom projektivnej formy jazyka. Substiticia j¢ prechodon
od jedného systému suradnic K inému a je analogiou projekcie. Ktorda v geometrn
umoznuje prejst od jedncho pohladu na dany predmet k pohladu 2 in¢ho hladiska
Preto Eulerova knmiha neprinasa 1ba re-formulaciu  mechanmky. nespociva
v obyCajnom nahradeni Newtonovej geometricke) formulacie mechaniky Eulerovou
analytickou formuldciou. Euler urobil podstatne viac, vytvoril nova tormu jazyka.
zalozil mechaniku ako analvticku disciplinu. Namiesto Newtonovych syntetickyvch
argumentov postavil postupnost’ analvtickvch uprav.”

“Pre uplnost uvedieme Newtonovu pdévodnu formulaciu pohvboveho zukona
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3. Koordinativna forma jazyka Kklasickej mechaniky: Maclaurin 1742,
Vo svojej Mechanike Euler pouzival rozklad sil na tangencialnu a normalovi
zlozku. Suradna sustava. pomocou ktorej opisoval pohyb urcitcho telesa. bola teda
zvolena vzdy Specialne z hladiska opisovancho problcmu. To je vvhodne. pokial o
system telies dostatocne jednoduchy. Tangencialna zlozka sily sposobuje narastanic
rvchlosti, kym normalova zlozka tba zakrivuje trajektoriu. pricom rychlost pohyvbu
nemeni. Pri opise sustav tvorenvch viacerymui telesami. ked kazdu silu rozlozime ni
normdalova a tangencialnu zlozku. vznikne neprehladna sitnacia. ked 7¢ normaloyy
a tangencialny smer je pre kazde teleso my. Preto Colin Maclaurin (1698-1746)
knihe A complete system of functions (1742) rozlozil pohyb vSetkyveh tehes do troch
pevie zvolenych a nemennych smerov. Tato zmena sa moze zdat” mala. ale j¢) dosah
je dalekosiahly. Bol to prave rozklad sil do troch nczavislych smerov. ktory umoznil
Eulerovi objavit rovnice opisujuce rotacny pohyb tuhcho telesa. Zakladom tychto
rovnic je vzajomny vztah medzt momentom hybnosti a momentom sily

Moment sily poznal uz Archimedes. ktory pomocou ncho opisoyal
rovnovahu na pake. Podobne moment hybnosti bol pritomny v druhom Keplerovom
zakone. Ale spojt ticto dva poymy. teda dat” do vzajomncho vztahu moment sily
a moment hybnosti. nie je¢ vobec jednoduche. Ticto vehiciny su otz vektory, tedi
maju nmelen velkost. ale a) smer. Ich smer v8ak mie j¢ am smerom posobenia sily
anlt  smerom pohvbu. Tato okolnost pracu s nim komphkuje  AK nemame
K dispozicit pevnu referenénu sustavu. na kKtoru mozeme vztunahnut smery vektoron
vystupujucich pri rotatnom pohybe (polohovy vektor. vektor uhlovey mvchlosn
vektor hybnost. vektor momentu hybnost, vektor sily o vektor momenti sty g
prakticky vvlucene. aby sme sa v (¢jto spleti vektorov vyvznalt Preto zasadny pokrol
v teortl pohybu tuheho telesa mohol nastat” az potom. ako NMaclaurnin zavicdol wdon
pevine)  suradne) sustavy. A skutone, s odstupom  mickolkych  rokov vvdon
Euler pracu Découvert d’un noveau principe de la mécanique | 7500« Lo
formuluje zakon momentu sil. Eulerova prva formulacia bola cste stale 7nacne
neprehladna. atak zroka na rok menil svoju sustavu rovoic,  postupne
zjednoduSoval, az roku 1738 priSiel na napad prejst” k hlavnym osiam telesa ako

WZmena pohvbu je wmernd posobiacej sile a deje sa v smere priamky. po ktorej sila posobi
(120}, 40): slovensky preklad ([29], 87). Euler dal roku 1765 Newtonovmu zakonu tvar

(l"'x__)ﬂ d"',\'__A_(l_ d*z Ar
d> A d> A di> A

kde p, ¢. r su priemety vyslednej sily do smerov saradnveh osi a A je¢ Koelicient umernost.
ktorym Euler nahradil koceficient n z rovnice (1) ([6]. 328). Tuto formuliciu uvadzame 1ha
v poznamke, lebo svojou formou spada uz do Koordinativne) tormv jazvka  Porovnanin
Newtonove) formulacie z roku 1686 s Eulerovvmi formulaciami 2 rokov 1736 a4 17635 moZno
ziskat' predstavu o rozdiecloch vo vyjadreni toho 1steho zakona v perspektivistiche
projektivne] a koordinativne) forme jazyka.
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referencnej sustave. Tym sa rovnice podstatne zjednodusili a nadobudli tvar:

P = Adp/dt + (C-B).gq.r,

() = Bdg/dt + (A=C).r.p,

R = Cdr/dt + (B-A).p.yg.
Tato sustava nesie podnes Eulerovo meno. P, (. R su zlozky vektora momentu sil.
A. B. C su zlozky momentu zotrvacnosti telesa a p. ¢, r su zlozky vektora uhlove;
rvchlosti. Vidime, Ze do prvej rovnice vstupuje x-ova zlozka vektora momentu sily
(oznacena pismenom FP), y-ova a z-ova zlozka vektora uhlove) rychlosti (oznacenc
pismenami g a r), x-ova zlozka vektora uhlového zrychlenia (oznacena ako dp/dr).
ako aj tr1 zlozky momentu hybnosti (oznacené pismenami A. B. C).

Uvedené rovnice ast najlepSie ilustruja vyznam Maclaurinovho prinosu.
ktory predstavuje prechod ku koordinativnej forme jazyka. Podobne ako v algebre
Michael Stifel zjednotil (koordinoval) do jednotne) formy polynomu vSetky tyvpy
rovnic urCiteho stupna. ktoré boli predtym vySetrované samostatne. Maclaurin
zjcdnocuje (koordinuje) opis vsetkvch aspektov urcite) mechanicke) sustavy do
jednotne) formy troch suradnych osi.

4. Kompozitivna forma jazyka Klasickej mechaniky: d’Alembert 1743.
Na priklade kompozitivne) formy jazyka klasicke) mechaniky mozno ilustrovat
proces postupn¢ho  vynarania sa nove) formy jazyka. Prislusné tri Stadia
fragmentarnc, imphiciné a exphicitngé - su pomerne jasne odlisitel ne. ich formulacie
su od seba casovo dostatocne vzdialene.

4. 1 Fragmentarna podoba kompozitivnej formy: Johann Bernoulli
1686." Problémy, o ktorvch sme hovorili doposial’, sa tvkali pomerne jednoduchveh
sustav. Pri opise mechanickych sustav tvorenych viacerymi telesami pospajanyvmi
viizbami, ktore obmedzuju volny pohvb jednothivych tehes. vznika celv rad
Specilickych problemov suvisiacich so skutocnostou. z¢ sily. ktorvmi vizby posobi

—

? Skutocnost, Ze fragmentarna podoba Kompozitivie] tormy jazvha sa objavuje
takmer Sestdesiat rokov predtvm, nez predchadzajuca (koordinativna) torma dosiahne svoju
zavrsenu podobu, svedCi o dalse) zvlaStmosu nasho pojatia dejin mechaniky ako vvvinu
jazyka, Nadviznost jednothvych Stadi sa tyka len ich zavrSene) podoby, teda napriklad
cxpllutna podoba kompozitivne) formy jazyka nadvizuje na explicitna podobu Koordinativne)
formy jazyka. Naproti tomu v ramci fragmentame] podoby ma viacsina toriem jazvka veln
dlha prehistoniu. Fragmenty, Ktoré sa neskor spoja do jednotne) formy, maji Casto za sebou
dlhy vvvin. Pritom v jednothvych obdobiach sa moZu prelinat’ tfragmenty, ktore budu neskor
Konstituovat’ rozne formy jazyka. Postupnost’ foriem jazyka, Ktori opisuje nasa teona. sa tak
tyKa az 1ch explicitne) podoby. Evolucnu zakonitost’ vidime napriklad v tom. ze kompozitivia
lorma vo svoje) zaviSene] podobe nadvidzuje na vydobytky predchadzajace) koordinativne)
formy. Teda na to, aby sa mohla Gspesne uskutocnit’ dekompozicia uréiteho problemu na jeho
nezavislé komponenty (ako to robi Lagrange), je nevyhnutné, aby idea suradncho systemu.
zakladny vydobvtok Koordiativne) tormy jazyvka. bol uz dokonale zvladnuty
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na telesa. nepozname. RieSenie tychto problémov st vynutilo zrod noveyp lormy
jazvka. Prvy problém tohto druhu predlozil roku 1646 Marin Mcrscnne (1588-
1648). V napednoduchse) podobe ho mozno sformulovat ako otazku. s akou
periodou bude kmitat” kyvadlo pozostavajuce 2 pevne) nchmotne) (vee. na Ktorey su
vo vzdialenostiach [, < [ od bodu zavesu upevnene dve guhicky o himotnostiach ni
a m->. Kazda gulicka ponechana sama na seba by kmitala s periodou danou znamyi

Galileovym vzorcom T =2 [— . kde [ je dlzka ramena kyvadla a ¢ j¢ konsStanta

o
O

gravitatného zrychlenia. Doba kyvu je teda umernia odmocnine dlzky ramcena
kyvadla a kedze [, < 5. gulicka m, by sa kyvala s mensou periodou ako gulicka m

Problém je¢ vSak v tom, ze gulicky su upevnene na spolocnej tyCr. a preto sia nemozu
kyvat oddelene. kazda. ako sa jej zachce. Ulohou je najst dobu kvvu tohto
zviazancho svstemu. Intuitivne je zreyme. ze doba Kyvu zlozencho systemu musi

lezat” nickde medz1 hodnotamm 7, = Icbo prva gulicka

zrychluje pohyb druhe). kv druha spomaluje pohyvb pryve) Gulicky na seba posobii
prostrednictvom vizby.
Nasledovny obrazok zachytava dva okamithy pohybu tohto systemu

Roku 1686 predlozil Johann Bernoullt (1667-1748) nicsemie  1oht
problemu. zalozene na myshenke. ktora v zarodku obsahuye yadro d” Alemberton b
principu. Bernoullt uvazoval takto: Predstavme si. ze tv¢é vvchvlime do vodorovng
polohy. Keby nebolo vizby (1. tvée) spajajuce; gulicky. obe by padali volnvm
padom. KedZe su vSak navzijom spojené nehmotnou tyv¢ou. tento pohvb nie e
mozny. Ty¢ bude brzdit’ pad gulicky »1, a naopak zrychlovat” pad gulicky mi .. Tukto
gulicka m, utrpi stratu a naopak gulicka m, narast zrychlenia. Bernoulliho zakladna
myshienka spoCivala v tom. z¢ prislusna strata. resp. zisk musia byt' vo vzajomnej
rovnovahe. Pri pohybe systému z vodorovne) polohy padaju welesa mi am so
zrychleniami

bl:ﬁ-g /),:/—/"\\'.

] -

kde / je zatial neznama hodnota leziaca medzi hodnotanu /, a /.. Je 1o hodnota.
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ktoru treba dosadit” do Galileovho vztahu pre periodu kmitania. Kedze /[, </ < [, j¢
zreime b, < ¢ < b, To je presne to, ¢o sme oCakavali, prva gulicka straca. druha
ziskava v porovnani s volnym pohybom. Pritom za kratky okamih dr straca prvi
gulicka hybnost’ m;(¢g — b,).dr. ¢o zodpoveda ..stratenej sile”™ m (g — b,). Naopak
druhd gulicka sa zasa pohybuje so zrychlenim. ktore je vacsic nez je) zrvchlenie pri
vol'nom pade. Je¢) ..ziskand sila™ bude analogicky m,(b, — g). A tcto dve sily su vo
vzajomne] rovnovahe, ktora Bernoulli opisal pomocou  Archimedovho  zakona
rovnovahy na pake
m (g =0).l, = m..(b,=g).l.

) 7
ml=+m.l;

Pomocou jednoduchych uprav dostdvame [ = Tato dlzka urcujc

m,l, +m,l,

periodu kmitania uvazovancho systemu. ktora bude teda rovna

ml; +m,l;
(m,ll +m,l, )g |

Zakladna idea. ktora sa tu vynoritla zatial 1ba ako trik pri riesen
Specidlncho problému. spociva v tom. ze sily pochddzajiice od vizieh siu vo
vzajomnej rovaovahe. Opis ejto rovnovahy pomocou ziakona rovnoviahy na pake
vvuziva Spectalne danosti ulohy. a teda je obmedzeny na maly pocet uloh podobneho
charakteru, Preto hovorime o fragmentarnej podobe kompozitivine) tormy jazvka

1 =2

4. 2 Implicitna podoba Kompozitivnej formy jazyvKka: D’Alembert 1743,
VScobeeny  princip umoznujuct vynesit lubovolnu  ulohu. v Ktorey j¢ pohyvb
mechanick¢ho systému podrobeny viazbam., stormuloval Jean 1¢ Rond d Alemibert
(1717-1783) vo svojom dicle Traité de Dynamique roku 1743 takto: . NSeobecn
wloha: Majme dany svstem  telies, Ktore su navzajom lubovolnvm sposobom

rozniestnene; predpokladajme, Ze kazZdému telesu je viastny wrcity pohvh. Ktor
vsak nemoze uskutocnit v dosledku posobenia ostamveh telies: hlada sa pohyh
ktory musi prijat kazde teleso. RieSenie: Nech su A, B, C eic. 1elesd tvoriace sysién
a predpokladajme, Ze su im vlasiné pohyby a, b, ¢, ktoré su vSak niitené v dosleki
vzajomneho posobenia zmenit na pohyvby a, b, C. Je zrejme, zZe pohvb a viasiny
telesu A mozno zlozit z pohvbu a, ktory teleso skutocne vvkonava, a ineho pohybu
a; a zZe rovnako si mozZno predstavit aj pohvby b, ¢ ako zloZené z pohvbov b, . ¢, v
atd’; ... Z toho vvplyva, Ze pohvby telies A, B, (" by boli rovnake, kebyv im bol
iudelené namiesto pohybov a, b, ¢ atd. sucasne dvojice pohvbov a, a; b, B ¢ v atd
leraz ale podla predpokiadu telesa A, B, C atd. by same od seba prijali pohvby 4
b, ¢ atd. Preto pohvby a, B, y atd. musia bvt také, Ze na pohvboch a. b, ¢ atd. nic
nezmenia, to znamena, ze keby telesa konali len pohvby a. . y atd.. museli by sa
tieto pohvby navzajom vyrusit a sustava by musela ostat v pokoji.” ([ 3]. 108)

D Alembert tu vyslovil v plng) vscobecnosti poziadavku. Ktora bola

Filozofia 56, 10 (\87



u Bernoulliho viazana na kontext konkrétnej ulohy. Tato poziadavka v dnesne)
terminologii hovori, ze sily vazieb su navzajom v rovnovahe., D Alembert svo
princip vyslovil plne explicitne. Termin implicitnd v nadpisc kapitoly odkazuje nie
na princip, ale na formu jazyka, v ktorej je vyjadreny. Jazyk, v ktorom d Alembert
svo] princip formuluje, eSte neuchopuje sily vizieb automaticky. ale vyvzaduje
neustale na tiecto sily myshiet. Na rozdiel od Bernoulltho tu sice mame vscobecny
princip. pouzitelny na lubovolnu ulohu, ateda spolo¢ny vsctkym fragmentomnm
jazyka, vSetkym konkrétnym kontextom jeho pouzitia. Ale na druhe) stranc u Kazde)
konkrétne) ulohy musime sami odhalit, ako mame princip pouzit. Princip e teda
syntetuickym  principom. principom odKazujacim  na istu amphaontnu Strokturu
(Strukture rovnovahy sil vizieb). ktoru musime samu najst. Princip nas sice vedic
smerom K tejto Strukture. ale je) konkretnu podobu musime urcit” sann

4. 3 Explicitna podoba kompozitivie) formy jazyKka: Lagrange 1788,
Pr1 vyklade vyvinu synteticke) geometrie sme sa streth s pozoruhodnym javorn
Ktory sme oznacili ako zabudovanie formy jazyka do jazvka. To. co bolo v urcitom
vivinovom Stadiu viazane€ na synteticky nazor. sa v nasledujucom stadm premicni
na sled analytickych ukonov. podriadenych plne exphcitnym pravidlam. Jazvk tak
prebera ulohu, ktora predtym pripadala nazoru. Takto vztah analvioickeho
a syntetickcho je vlastne vztahom exphicitne) a imphicitne) podoby tormy jazvka
Ked je forma jazvka implicitna. j¢ nositelom uprav synteticky nazor. Akonahle sa
forma jazyka stane plne explicitnou. zmenia sa upravy na voutrojazvkovu, uplne
analvticku zalezitost. V pripade kompozitivne) formy jazvka Klasickep mechaniky
prindsa je) exphicitna podobu Lagrange v dicle Mécanique analyvtique |16
V Lagrangeovom pojati uz d Alembertov princip nespoCivii vo vvzve predstavat s
(L.). v nazore svnteticky reprezentovat) pohvby zlozene 2o skutocnveh a myvslenyel
Komponentov, ako to bolo ¢Ste u d Alemberta. Lagrange tento prinap zabudosal
priamo do sposobu opisu mechanickeho svstemu Uvedieme aspon zakladne kroky
Lagrangeovho odvodenia. na ktorvch mozno jasne vidhict charaktenisniche o
explicitne) podoby Kompozitivne) formy jazyka.

Uvazuyme sustavu hmotnych bodov s hmotnostami niy. m-. .. m,. Oznacime
suradnice k-teho bodu ako (xx. i, i) a zlozky vonkajse) sily, ktora nan posobi. ako
(Xi, Yi, Z). Predpokladayme dale). ze sustava spifm r vazeb, teda z¢ polohy
jednotlivych telies nie si uplne I'ubovol'né. ale spliiaju vztahy

:

Fl(xl, Y19 L1y coes Xns Yo 7% I F,(xl. ' R R oo D Y B (.2)

V dosledku tychto viziek posobia na teleso my okrem sily (X, Yi. Zi) ¢Ste ay

sily vazieb, ktorvch zlozky oznaCime (P, R;, Si). Na zaklade Newtonovych rovnic
-4
plati

4 ) o —— ) . ) i .
Bodka nad pismenom oznaCuje Casovi derivaciu prislusne; vehiciny, dve bodky
oznaCuju druhua denivaciu, atd. Tato Konvencia pochadza eSte od Newtona a Kvoh e
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Zrvchlemie urcitého telesa v danom smere j¢ vysledkom posobenia
vonkajsich a vazbovych sil v danom smere. Zatial' sme plne v ramci koordinativngj
formy jazvka. ked zlozity system telies opisujeme z hladiska pevne zvoleng)
suradnej sustavy. Problém vsSak spoCiva v tom, ze sily P, Ry a §; necpozname. Sa to
sily, ktor¢ vznikaju v dosledku vazieb, a ako priklad s1 mozno predstavit sily.
ktorymi v Bernoulliho priklade rameno kyvadla posobilo na jednotlhive gulicky.

D" Alembertov princip hovori. ze sily vizieb su pasivne. teda celkova praca
konana sitlami vizieb je nulova. Preto ked si predstavime. zc k-te teleso vychylime
o malé¢ posunutie (ox;. oyx. 0z;), praca, ktor¢ pritom vykonaji sily Pi. R, a S, budc
rovna nule. Teda

’Z'P‘&& +'2‘Rk'5)'k +’215k. zi =) (4)
k=1 k=1 k=1

Vidime. z¢ tato podmienka sa tvka systému ako celku. je to jedina rovnica.
do Ktore) vstupuju prispevky od vSetkych sil vizieb. Lagrangeovym prvym krokom
bolo 7 rovnic (3) vyjadrit sily vizieb ako

a ticto vyjadrenia dosadit do vztahov (4). Tento krok mozno povazovat za ilustraciu
Wittgensteinove] maximy .0 com nemozno hovorit, o tom treba micar™ Kedz¢
sty reakcie nepozname, tak nemaju o figurovat v matematickom opise syvstemu
Takto vztah (4) nadobuda tvar
n N ’
Z(mk.\‘k - X, ).d\'k +Z(""‘ Ve =Y )0y, + Z(\ml Iy =2 )0z, =0, (5)
k= k=] k=)

Tento vztah predstavuje zabudovanie d’Alembertovho principu do jazyka
Sty viizby zohladnuje bez toho. z¢ by 1ich spomenul. Sily viizby sa stavaju sucastou
lormy. Vo vztahu (3) uz nevvstupuje ziadna sila reakcie. a naprick tomu tento vztah
vyjadruje skutoCnost’, z¢ praca sil reakcie je rovna nule.

Lagrangeov druhy krok je vedeny snahou rozlozit” vztah (5) na sustavu
nczavislych rovnic, teda celkovy pohyb systému vyjadritt ako Akompoziciu
nezavislych pohybov. Probiém spoCiva v tom. ze posunutia ox;. 0Vy. a 0 Ni¢ su
nezavisleé, ale su zviazané sustavou vazieb (2). Z rovnic (2) dostdvame pre posunutia

——— e ———————— et — —

strucnosti sa vo fvzike podnes pouziva.

" Spominanie Wittgenstema v spojitosti s Lagrangeom nie je az take anachronicke.
ako bv sa na prvv pohlad mohlo zdat. Smer vplyvu je tu viak pravdepodobne od Lagranges
k Witttgensteinovi.  Vieobeene j¢ znamy vplyv Hertzove)y Mechaniky na Witteenstieina
a Hertzov program mozno chapat ako radikalizaciu Lagrangeovho pristupu. Nas odkuz no
Wittgenstema cheel len naznacit. ze mnohe aspekty Wittgenstemovho 7Trakearne su pribuzne
s duchom Lagrangeovho pristupu k mechanike.
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OXf, Byk, a oz podmienky

Kazdua z tychto r rovnic Lagrange vynasobil tzv. Lagrangcovym sucinitelom 4.
s¢ital ich a ich sucet pripocital k rovnici (5). Dostal tak pomerne zlozito vyzerajuct
vztah

nof n ' . oy )
. : dF | .
‘ ‘.

k=] X i=] k / k=1 \ p=] ()Vl I
Lt OF \
+Z{nq 2y — 4y +2/{ ( =() ()
k= r=] :

Zmysel tohto postupu je nasledovny. Vo vztahu (3) boh posunutia oy, oy,
a 0Z;x zviazané sustavou r viazied., a preto nebolo mozne prejst od rovnice (3
k systemu rovnic pre jednothive zlozky (teda pohyb systemu nebolo mozne rozlozi
na nezavislé komponenty). Naproti tomu v rovnict (6) vdaka tomu. 7¢ Lagrange
pridal k systému r novych parametrov A, uz taketo rozlozenic mozne )¢ Lagrangeon
sa tak podarilo pohyb svstemu rozlozit" na 3n nezavislych pohvboy

Takto sa pred namu odkryva zmyvsel kompozitivne) tormy jasvka zlosin
problem vvjadnt ako kompoziciu Ciastkovvch problemov  Presne o to iste s
Lagrange pokusal aj v algebre. kde cheel rovnicu pratcho stupna rozlozit pomocou
pomocnyvch rovnic, tzv. rezolvent. Kedze vSak v algebre taketo rozlozenic vo
vSeobecnost: mozne nic je. Lagrangeove snahy tam ostali neuspesne. Naprotr toniu v
mechanike Lagrange uspel a rovnice opisujice pohyb mechanicke)  sustavy
podrobene) vidzbam sa dodnes nazyvaja Lagrangeovymi rovanicami prvého druhu
[ch tvar je:

: . G ) ~ . oF, o
1=]

a'r‘ 1=] ().\.l 1= {): )

Z epistemologickeho hl'adiska su tieto rovnice pozoruhodne tym. z¢ v mich
vedla veli€in, ktoré¢ maju priamy fyzikalny zmysel, vystupuju aj parametre 2, Ktor¢
bol1 zavedene cCisto formalne. ako parametre umoznujuce rozlozit svstem na
nezavislé komponenty. Da sa ukazat. ze ticto parametre suvisia so stlami viazieb
Dolezite vsak je to, ze nepredstavuju veli€iny, ktoré by sme ziskali meranim. Ich
zdrojom nie je skasenost, ale formalizmus. Ni¢ su to empiricky uréené veliciny, ale
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kompozitivne parametre.

5. Interpretativna forma jazyka Klasickej mechaniky: Lagrange 1788.
[nterpretativna forma  jazyka  klasickej mechaniky sa  prvykrat  objavila
v Lagrangeove) Mécanique Analytigue (Lagrange 1788). Tato skutocnost poukazujc
na zvlastnost symbolickych jazykov. kde sa fragmenty prisluchajuce k roznym
formam jazyka vyskvtuju casto vedla scba v jednom texte. V prve) Casti svojc)
Analytickej mechaniky Lagrange uviedol metodu ncurcCitveh sucimitelov. Ktora
umoznuj¢ rozlozit opis mechanického systému s vazbami na subor ncezavislych
uloh. Lagrangeov pristup spocival na ider doplnit’ formulaciu ulohy o dodatocne
parametre tak, aby sa jednothivé premenné stali nezavislymi a aby povodni alohu
bolo mozn¢ rozlozit’ na subor samostatnych problemov. Tento postup je sice po
technicke) stranke dovtipny, ale je vlastne zbytocny. Cela nutnost zavadzat
dodatocnc sucinitele je vyvolana tym. ze na zaCiatku sme zvolili prilis mnoho
paramctrov na opis ulohy. Zvolili sme¢ 3n parametrov, po jednom pre x-ovi, y-ovi
a z-ovu suradnicu kazdého z n tehies tvoriacich systém, aj ked samotna uloha mala
tba 3n—r stupnov vol'nosti (r j¢ pocet viazieb). Plytvanie s parametrami pri formulaci
ulohy sa vypomstilo vtom. ze v dosledku vizieb parametre stratili nezavislost
Stratenu nczavislost sme potom muselt obnovovat’ pomocou domyselne) techniky
Lagrangecovych sucinitelov. Tato okolnost jasne odhaluje zakladny nedostatok
kompozitivne) formy jazvka spoCivajuct v tom. z¢ suradna sustava sa voli nezavisle
od Specitickych danosti riesene) ulohy. Tr saradné osi (x. v. 7) su pevne hixovand
v priestore, a kazde teleso tak automaticky dostava svoje tn suradnice. €1 uz su
potrcbn¢ na opis svstemu tches, alebo mie. Lagrange pochopil. z¢ techmka
ncurcitvch sucimitelov je 1tba nastrojom na kompenzaciu prvotne) nedoslednost pri
volbe parametrov. Keby sme hned na zaciatku zvolihh na opis svstemu tolko
paramctrov. kol'’ko ma systém stupnov volnosti, tak by sme ziadne vizby am Ziadnc
vazbove sucinitele uvazovat nemuseh. Jednotlive parametre by bohh nezavisle a
dckompozicia probl¢mu by tak bola automaticky zabezpecena.

Zakladna 1dea pri tvorbe interpretativne) formy jazvka spoCiva v prechode
od reprezentacného ku konfiguraénému priestoru - od 3n-rozmerncho priestoru.
v ktorom kazdému telesu danc¢ho systému prisluchaju tri suradnice. reprezentujuce
jeho polohu v priestore, prejst’ k 3n-r rozmernému priestoru, v ktorom bod zaddva
konfiguraciu systému ako celku bez ohladu na jednothive telesa. Prechod od
reprezentacncho priestoru ku konfiguratnému priestoru mozno ilustrovat na
Bernoulliho kyvadle, ktoré sme opisali v Kkapitole 4. 1. Poloha Kkyvadla e
jednoznaéne urc¢ena uhlom . ktory udava vychylenie ramena kyvadla zo zvislcho
smeru. Suradnice jednothivyvch telies su potom dang vztahmi

X =h.si(@). vy =1.(1=cos()). X> = Lsin(@), vy =1Lo(l=cos(@)).
V ramci kompozitivine] formy jazyka sme namiesto toho. aby sme kyvadlo

opisali pouzijuc suradnicu @. zaviedli Styri parametre (x;, y;. X yv:). Ticto
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parametre su zviazané tromi podmienkami:
) ) 2 * ) )

X s =0, X5+ y, =15, X35 =X55

Potom. ¢o sme s1 problem zbytocne skomplikovali. bolo treba nagst metodu
ako sa zbavit' troch nadbytoCnych parametrov. Prvvm principom interpretativng)
formy jazyka je preto prechod do kenfiguracného priestoru. Ktory ma presnc tolko
rozmerov, kol'ko parametrov treba na jednoznacne zadame konhguracie dang
alohy. V pripade nasho kyvadla by to bol priestor s jedinym  rozmeron
zodpovedajucim parametru Q.

Pojatic mechaniky zalozene na kompozitivne) forme jazvka malo vSak
jednu nespornu vyhodu. V dosledku toho. ze sa pohyb opisoval v cuklidovskom
priestore. pohybove rovnice boli jednoduche. Zrychlenie pohyvbu Castice j¢ nmerne
sile. ktora na nu posobi. AK silu zadame pomocou potencialne) cncergie V.
Newtonove pohybove rovnice nadobudnu tvar

d°x O XX, )

dt 7)9
Lagrangecovo rozhodnutic opisovat  mechanicku  ulohu  pomocon oy
prirodzenych  premennvch  naraza na  problecm.  Polnb  Ktony  zodpoy edi
rovnomernemu narastaniu parametra, nemust byt zotnvacny - Stact sa poszriet na
nase Kyvadlo. Ked uhol @ rovnomerne narasta. guhicky sa pohvbuju po kruznic
Pohyb po kruznici je vSak pohvb zryvchleny. a teda j¢ dosledkom posobenia sils

(N

m

Preto stlove posobenie j¢ nutné nielen na zrychlenie pohyvbu v smicre @ ale uz ap no
jeho udrzame. Teda zjednodusenie reprezentacie problemu (1) vynechani
zbvtocnych suradnic) vedic ku komphkacn rovnic opisujucich  polnhb  Ked
pripustime, aby suradnice. Ktorvmi opisujeme problem. bolt Krivoctare musime do
pohvbove) rovnice zahrnut' dodatocne Clenv., Ktore kompenzugu  zakrnvenie
suradnvch os1. Zotrvacnost pohvbu uz mie j¢ ekvivalentna rov nomernostt narastani
parametrov, t). konStantnosti rvchlosti. V. knivoCiarveh suradmciach tak neplan
bezna formulacia prv¢ho Newtonovho zakona. Teleso. na ktore neposobia Ziadne
sily. nebude memt svoje krivociare suradnice konstantnou rychlostou Lagrangcow
zasluha spociva v tom. z¢ nasiel sposob. ako mozno pohybove rovnice prepisat do
krivoCiarych suradnic.

Situdcia tu pripomina Gaussovu ideu prechodu K voutornym suradnician
pri opis¢ geometrie na ploche. Pred Gaussom sa plochy opisovali ako viorene do
trojrozmerného priestoru. To malo za nasledok. Ze pri vypocte dlzky krivky leznce)
na ploche (Co jc z hladiska plochy dvojparametricka uloha) vystupovali
priestorove suradnice (x. y. 2). Jedna z nich j¢ zjavne zbvtocna. a preto Gauss
zaviedol na ploche zv. indukovanu metriku. Ktora pouziva len dve suradnice (. o)
Probléem sa tym zjednodusil ¢o do pocCtu parametrov. ale skomphikovalo s
vvjadrenie dlzky. Kym v trojrozmernom cuklidovskom pricstore j¢ dlzka dan
vztahom
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ds’ = dx" + dy2 +dz, (9)
¢o je vlastne trojrozmerny analog Pytagorovej vety hovoriaci. Zze ked sa v smere
suradnych osi posunieme o0 malé elementy dx, dy, dz, tak sa od pociatocne) polohy
vzdialime o vzdialenost ds dana vztahom (9). V krivociarych suradniciach je uz
vztah vyjadrujuci narastanie  vzdialenosti ds v dosledku  posunutia o mald
vzdialenost die a dv zlozite)Si. Gauss ukazal. Ze vo vSeobecnosti ma tvar

ds’ = Edu” + 2Fdudv + Gdv’,

kde E, F. & su tzv. Gaussove koeficienty. Podobne ako Gaussa zmensenie poctu
parametrov opisujucich dany problem prinutilo prejst” k zlozitejSiemu vztahu pre
vzdialenost.  Lagrangea prinutilo  zmensenie  poctu  parametrov  prejst od
jednoduchych pohybovych rovnic ku komplikovanejSim rovniciam. Mozno povedat’
z¢ Lagrange zavadza .indukovani dynamiku™ analogicka Gaussove) indukovane)
metrike. |

Tu sa dostavame K druhe) uastredne) myshienke noveého sposobu  opisu
pohybu. ktorou j¢ preklad pohybovych rovnic do jazyka konfiguracného priestoru
Z cpistemologickeho hladiska je preklad medzi vonkajSim a voatornym  opisorm
pohybu Cimsi, €o stavia jazvk Lagrangeove) mechaniky do paralely s Beltramiho
modelom necuklidovske) geometrie, Gaussovou vnutornou geometriou ploch. ako aj
§ teorou rozsirovania poli v algebre. Pozrime sa, ako tento preklad vyzerd v pripade
prechodu k polarnym suradniciam v rovine, ¢o j¢ asit najednoduchsi priklad
krivociarvch suradnic: V polarnych suradniciach v rovine je poloha bodu uréena
jcho vzdialenostou r od pociatku (polu) a uhlom @, Ktory zviera jcho spojnica s
poClatkom so zvolenvim smerom. Ked zavedieme v danom bode lokalne osi v smerc
narastanta suradnic r a . tak ich jednotkove vektory mozeme oznacit ako ¢y a ¢
Polohovy vektor dan¢ho bodu potom ma vyjadrenie

rsr.e..,
kKtor¢ hovort. z¢ dany bod sa nachadza vo vzdialenosti r v smere ¢ Ked cheeme
urcit rvchlost dancho bodu. musime derivovat tento vztah. Dostavame v ztah
V=re, tro.e,,

ktory hovori, ze¢ rychlost pohybu bodu ma dve zlozky. Prva. ktoru nazyvvame
radialnou. vyjadruje vzdalovane sa bodu od pociatku v smere vektora ¢, a spociva
v narastani parametra r. Druha, ktoru nazyvame tangencialnou. vyjadruje otacavy
pohyb bodu spojeny s narastanim parametra . Celkova rychlost’ je suctom tychto
dvoch zloziek. Dal§im derivovanim dostaneme zrychlenie

- , . 2 .is s
a=(r-re-)e +(2ro+rop).e,.

Interpretacia jednotlivych Clenov je nasledovna:

r.¢, — zrvchlenie radialneho pohybu spocivajice v narastani radialne) rvchlosti:

rQ.e » — 2rychlenie rotacncho pohybu spocivajuce v narastani uhlovej rychlosu.
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. 2 .ot s R . _ . s R ’
—r@-.e, — dostredive zrychlenie pr1 pohybe po kruznici s konStantnou uhloyou

rychlostou:.
2r'(b.ew — Coriolisovo zrychlenie pri pohybe po Spirdle s konStantnou radialnou

a uhlovou rychlost’ou.

Interpretacia prislusSnych Clenov je zatial robena 2z hladiska vonkajsieho
jazyka. t.). z hladiska priamociarvch suradnic. Z hladiska krivociarych suradnic
treti ¢len nezodpoveda pohybu po Ziadne) kruznici. ale j¢ to jednoducho pohvb
pozdlZz suradnej osi ¢. Podobne $tvrty ¢len nie je pohybom po $pirale. ale po
priamke leziace) Sikmo medzi osami r a ¢. Tieto dva pohyby su krivocuare len
z vonkajSicho hladiska, z hladiska priamociarych suradnic. Z voutorncho hladisk:
su to priamociare pohyby. lebo ich opisuje hinearny vztah medzi suradnican » a @
Preto ked chceme pr1 opise pohybu prejst do vnutorncho jazvka. musine napred
pochopit. ¢o znamenaju tieto Cleny z hl'adiska krivo¢iarych suradnic. Avsak napred
zapiSme vo vonkajSom jazyku Newtonove pohyboveé zakony:

oo . ()V
mr—mr@ =-—— (V)
o
AL " JV |
2mro+mr@ = ———.— (10)
r)(p r

Prva rovnica hovori. ze ak chceme telesu dat” radhalne znvchlenie alebo ho
chceme udrzat na kruhove) drahe. potrebujeme na to radialnu silu Podobne druh
rovnica hovori, z¢ ak chceme zrvchhit' rotaciu telesa alebo ho cheeme udrzat
Spiralovite) drahe, pourebujeme na to tangencialnu silu. To este mie e prokbad ale
len obyCajny prepis vztahu (8) pomocou parametrov r a o Ay ked )¢ kinematik
pohvbu uz zapisana pomocou novvch parametrov. dynanuka. teda spojenie <
a zrychleni, sa uskutoCnuje ¢ste vo vonkajsom jazvku  Prepvuge sa to napriklad

vtom. Ze ¢len mr@~ vystupuje na lave) strane rovnice ako dosledok posobenia <

Z vnutorncho hl'adiska vsak Clen mr@ -~ zodpoveda rovnomernemiu priatnoCiarcii

pohybu po osit ¢, a preto nema ¢o hladat’ na lave) strane rovnice. Tu mame do
cinenia s podobnou moznost'ou dvojake) inerpretacie. aka je charakteristicka aj pre
Beltramiho model neeuklidovske) geometrie. V Beltramiho model bola urcita Ciara
z vonkajSicho (euklidovského) hladiska tetivou ecuklhidovskeho kruhu,  kym
z vnutorneho (neeuklidovskeho) hl'adiska bola ta 1sta Ciara priamkou neeukhidovske,
roviny. Tu analogicky urCity pohyb je zvonkajSicho hladiska rovnomernvim
pohybom po kruznici (teda po krivke roviny x, y) aako pohyb po krivke je
zrychlenym pohybom. ktory je vysledkom posobenia sil. Ale ten sty pohyb e
z vnitorného hl'adiska rovnomernym pohybom pozdlZ suradnej osi ¢. a teda jeho
zrychlenie je nulove. Preto ked chceme prepisat’ pohvbove rovnice do vnutorncho
jazyka, musime predovSetkvm premiest Clen s dostredivvm znvchlenim ma pravu
stranu prvej rovnice, ¢im dostaneme sustavu

694



V
mr—mr(pz—()—. (11)

()r

To znamena. z¢ z hl'adiska vnutorného jazyka sa tu objavuje nova sila.
ktori. mozeme nazvat  odstredivou silou. Teleso. ktore sa pohybuje po ..priamke
rovnobezne] sosou @ (my vieme. Zze v skutoCnosti j¢ to kruznica). pocituje
posobenie sily.

Tym sa tu v8ak objavuje urCita asymetria. ..Skuto¢na™ newtonovska sila je
dand pomocou potencialne) energie V. kym odstrediva sila j¢ zadana pomocou
obyCajncho vzorca. Ukazuje sa. ze aj odstrediva silu mozno dostat pomocou
potencialu. Jej potencidalom je kinetickd energia. Naozaj

mr(j)2 ——a—(—l-nzr"'(bz) ()( mr-@° +— ] mr) = o (12)
or 2 or 2 L8 2 o i

I 5. 1 5
Ked s1 kineticku energiu —z-mr“go“ +5mr" oznacime 7. mozno rovnicu (11)

zapisat’ v tvare

.2 dV 7 Il ., dV
mr =mre- —Q——L)-(—mr (p +—=mr-)— g =2—(T—V). (13)

dr or 2 2 o  or
¢o znamena. z¢ zrychlenie pohybu je sposobené silou. ktore) potencial je rozdielom
kKinctickej energie 7°a povodne) potencialney energie V.

Teraz by sme sa mohhi pokusit zaviest analogicku korckciu aj pre
Coriolisove zrychlenie. Mohli by sme sa pokusit’ preniest a) Cortolisovo zrnvchlenie.
ktor¢ existuje 2 hladiska vonkajsicho jazvka. do vnutorncho jazvka ako Coriohisovu
sthi a potom skusit najst potencial pre tuto novu sitlu. Toto hladanic si vSak
mozeme usctrit, lebo a) Coriohisovu silu dostaneme z Kineticke) energie /. podobne
ako sitlu odstrediva. Aby sme ukazali. ako. skusme napred yvviadrit pomocou
kKincticke) energie radialnu zlozku zrvchlenia. Plat, ze¢

d d(a(l )\|_z/ ..t Y (I

mr=—(mr)=—|—|—mr —mr +—mr-Q | |= 114

dr dr\ or\ 2 ) di\or\2 2 J) di\ ar,

Clen zodpovedajuci zrychleniu v radidlnom smere. teda moézeme dostat
z kinetickej energie, ked ju derivujeme napred podla radialne) rvchlosti a potom
podl'a Casu. Ked sa pokusime ten istv trik (teda derivovat’ kineticku energiu T
napred podl'a rychlosti v urCitom smere a vysledok derivovat' podla Casu) urobit’ aj

pre smer @ .dostaneme
d(or)_d{a(1 ., 1 ,.,)\_d

- | = —| —mr - +—mr Q- mr (p =2mrr@+ nir- (p (15)
(1[\(/(,/)/ (II\()({)\Z 2 ) d[( )

Vidime. ze sme automaticky dostali Coriolisovu silu (vvnasobenu faktorom
r). Ked za l'avu stranu rovnice (10) dosadime vyjadrenie zo vztahu (13). vidime. z¢
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faktor r sa vykrati a pre pohyb v smere ¢ dostaneme pohybovu rovnicu

‘{!‘(‘QZ‘)=—‘(‘9K (16)

dt Jdo AP
Analogické dosadenie vyjadrenia zo vztahu (14) namiesto Fave) strany rovnice (13)
vedie K rovnici

d JT /
dt ( /A ) /8 ( ) HEH

Rovnice (16) a (17) predstavuju preklad vztahov (9) a (10) do vnutorncho jazvka
Uz v nich niet ziadne) zmienky o dostredivych zrychlentach. Iebo vo viatornom
jazyku niet ziadneho stredu. VSetky terminy, Ktore v tychto rovnictach vystupuyu, su
pre obyvatelov sveta krivoCiarych suradnic plne zrozumitelne. Je tu este mala chyba
krasy spocCivajuca v tom. z¢ ticto rovnice maju rozhcne prave strany. ale to sa di
lahko odstranit. Ked s1 uvedomime. z¢ potencialna energia V onezavist od rychlost
@ a r.mozno v rovniciach (16) a (17) ¢isto formalne na lave) strane nanuesto /

dosadit’ rozdiel 7 — V. Podobne. ked'ze kineticka energia nezavist od uhla ¢, mozno
na prave) strane rovnice (16) nahradit =V velicinou 7' = V. Preto ked oznacime

L=l=Ve= -; m(r- + I"(j)' )=V ( I‘.lp) . mozZno obidve roviice zapisat v jednotnom tvare

-~

d dL B Il d L /8

| — ) I —
dt  or ar dt ()(p A
Jednotny tvar rovnic ukazuje. z¢ nemusime rozhSovat, ¢ urcita suradnic
vyjadruje vzdialenost alebo uhol. a tak mozeme nanmmesto 7 a ¢ zaviest 12
zovSeobecnené siuradnice ¢, Pomocou nich nadobudap Lagrangcove roviee pr
systém opisany pomocou / suradnic ¢, ¢-. ... ¢; tvar

d OL. dL

—_—(—)=— = 1.2 | [N
(1 ()('[‘, ()(/.

Prechod k Lugramgcm'_\"m rovoniciam sme tlustrovah na napednoduchson,
pripade krivoCiarych suradnic. ktorymi su polarne suradnice. Zakladna schénu
tohto prechodu je vSak rovnaka aj) vo vseobecnom pripade ([ 18], 22-24). Newtonove
rovnice su Specialnym pripadom Lagrangeovych rovnic pre pripad priamociarvch
suradnic. V pripade priamociarych suradnic totiz kineticka energia nczavisi od
polohy, ale len od rychlosti, a preto vo vztahoch (18) nevznika ziaden Clen tyvpu
odstredive] alebo Coriolisovej sily. Z Lagrangeovych rovnic dostaneme priamo
rovnice Newtonove. Helmholtz nazval funkciu L kinetickym potencidalom. ¢o tuto
veliCinu dobre vystihuje, ale viac sa vzilo oznacenic Lagrangeova funkcia

6. Integrativha forma jazyka Kklasickej mechaniky: Hamilton 1834,

Integrativnu formu jazyka klasicke) mechaniky vytvoril Willlam Rovan Hamilton
(1805-18635) vo svoje) praci On a General Method in Dynamics |8|. Zakladom
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Hamiltonovho systému bolo nahradenie Lagrangeovych rovnic (18), ktoré si
rovnicami druh¢ho radu. sustavou rovnic prvého radu. S tymto cielom Hamilton
zmenil parametre, pomocou ktorych opisujeme mechanicka sustavu. Lagrange
opisoval mechanicku sustavu pomocou konfiguracného priestoru; pre sustavu s |
stupnami volnosti pouzil [ rozmerny priestor zovseobecnenych suradnic (¢, ¢s. ...
¢;). Na zadanie stavu systemu bol nuteny k suradniciam pripojit’ aj rychlosti. teda

zadat” 2/ parametrov ((1, N ] ,()2...('1,). To znamena. Ze u Lagrangea stav nic

je geometricky reprezentovany. V' konfiguraCnom priestore je zachvtenych iba |/
suradnic, kym [/ rychlostiam chyba geometricka reprezentacia.
Hamilton pri opise¢ mechanicke) sastavy preSiel k fazovému priestoru.

: ; , . Oy oo s o n |
Napred definoval tzv. zovScobecnen€ hybnostt p, = )— pricom fazovy priestor je
aq,

potom 2/-rozmerny priestor parametrov (¢, .Gq...q; i pPys P P ). To znamena. /¢

v porovnani s konliguracnym priestorom ma f[azovy pricstor dvojnasobny pocet
dimenzii, Tato zmena ma zasadny vyznam, lebo takto bod ltazoveého priestoru
jednoznacne zadava dynamicky stav mechanicke) sustavy. a nic len e geometricki
konfigurdaciu. ako to j¢ v pripade konfiguraén¢ho pricstoru. Hamiltonov fazow
priestor j¢ pozoruhodna matematicka konsStrukcia. Jeho prvych [ dimenzin zadava
konfiguraciu dan¢ho systému, a teda je to geometricky priestor ako vSctky ostatne
priestory, priestor, Ktor¢ho body reprezentuja polohy tehies. AvSak drubych /
dimenzii zadava hybnosti, teda pohybovy stav. Preto mozno povedat. z¢ Hamulton
gcometrizuje dynamiku. Hybnost. teda Cosi, ¢o sa viaze s intenzitou pohvbu.
premicna na pricstorovu suradnicu, teda na extenziu. Telesu pohvbujucemu sa
v trojrozmernom priestore tak Hamilton priradil bod v Sestrozmernom fazovom
priestore, Ktor¢ho prve tri suradnice hovoria, kde sa teleso nachadza, Kym zvysné tn
suradmce udavaju. ako rvchlo sa pohybuje. Rychlost je tak zadana polohou. to. ako
rnchlo sa teleso pohvbuje. zisume z toho. kde sa nachadza. Hybat sa urCitou
rnchlostou znamena byt na urCitom mieste fazoveho pnestoru. Pohvb  sa
externalizuje, memr sa na polohu. To. ako rychlo sa teleso pohybuje. je urcenc
micstom, kde sa nachadza. Descartova téza. ze pohyb je stav. nadobuda doslovny
vyznam.
Hamiltonove rovnice opisujuce pohyb maju tvar

dg, oJH dp., dH

ey O et m— T ey cm— !

: ; (19)
dt  dp, dr g,

|
J
~—~

kde H = Z p.q. — L je tzv. Hamiltonova funkcia. Kazdej rovnici systemu (18) tu
=

zodpoveda dvojica rovnic. Teda namiesto / rovnic druhého radu ma Hamilton 2/

prveho radu. Na prvy pohlad by sa mohlo zdat, ze tato zmena je trivialna.

jednoducho rychlosti (presnejSie hybnosti) vyhlasime za nové suradnice. a tak sa
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kazda z rovnic druhého radu rozpadne na dve rovnice prveho radu. Ale zmena.
ktoru tym Hamilton dosiahol. je dalekosiahla. To. Zze Lagrangcove rovnice s
rovnicami druh¢ho radu. znamena. ze na zadanie stavu systemu j¢ okrem suradnic
nutn¢ udat” a) rvchlosti. Preto tym 1stym bodom konfiguracncho priestoru prechadza
nespocetne mnozstvo roznych trajektorii. Pozname to z bezne) skuscnosti. ked™ (v
1Istym bodom priestoru mozeme prejst roznymi rychlostamit v roznyvch smeroch
Teda to. ze pohybove rovnice su druhcho radu. nam dava v pricstore slobodu volby
rychlosti, a teda moznost rozhodnut sa o smere a rvchlosti dalsicho pohvbu. Icbo
ticto parametre nasou polohou nie st uréené. Uplne inak vyzera situiacia v pripade
ked pohybove rovnice su rovnicami prveho radu. Viedy poloha jednoznacne urcuje
celv buduci pohyb systemu: keby sme sa teda ocith v urcitom bode azovcho
priestoru. existoval by jediny smer a jedina rvchlost’. akymi by bolo mozne tento bod
opustit. VsSetka sloboda volby tak zamka Kceby Boh stvoril svet nie
reprezentacnom, ale vo fazovom priestore. zanikla by sloboda pohyvbu \
[ubovolnom bode. v ktorom by sme sa ocithi. by sme st pozreh posledne
suradnice a tic by nam oznamili rvchlost a smer, v Ktorom by sme sa pohli dale
Hamiltonov pojem fazovcho priestoru tak zviditelnuje determimizmus Klasicke)
mechaniky.

Vzhl'adom na to, z¢ konfiguraCny priestor nereprezentuje dynamicky stay
svstemu, jednym bodom konfiguraénc¢ho priestoru moze prechadzat cely  rad
trajektorii. Naproti tomu vo fazovom priestore Hamiltonovep mechamky  bod
pricstoru jednoznacne zadava stav  svstemu. t) okrem informaciec o jcho
konfiguracu jednoznacne zachyvtava aj informaciu o jcho hvbnostach  takzc
kazdeho bodu fazoveho pricstoru vyvchadza jedna jedina tragektoria Takto sa Casony
vivin systému plne geometrizuje. To umoznuje zasadny konceptualny posun v opise
pohybu, menovite zavedenie pojmu fazového toku. Ked'7¢ krivky zobrazupuce pohvhb
mechanickeho systému vo tdzovom priestore sa navzajom nepretimnapn. lebo danvin
bodom fazového priestoru prechadza jeding Knivka, namoesto tohoo aby o s
vysetrovali priebeh jeding) takejto knvky., mozeme sa pozniet na vSctky mosn
pohyby systému naraz. Ked Lagrange skumal Kyvvadlo. muscl st /volhit urcim
konkretnu pociato¢nu vychylku a potom mohol sledovat” pomocou svopch rovnic
dalsi pricbeh pohybu. Ked chcel porovnat® pohvby zodpovedajuce roznyvm
vychylkam. musel kazdy pohyb opisat’ osobitne a porovnat” az vvsledky. Naprot
tomu Hamilton moéze nekonecny subor kyvadiel, z ktorych kazde predstavuje pohvb
dancho kyvadla pri roznych pociatocnych podmienkach. zobrazit' naraz. v toni
istom fazovom priestore. Roznym pociatocnym stavom totiz prisluchaju rozne body
fazovcho priestoru a krivky prechadzajuce tymito bodmi lezia pekne vedla scba
Preto vo fazovom priestore mozeme sledovat’ vsetky mozne pohyby dancho kyvadla
sucasne. Ked to urobime. dostavame fazovy tok. Fazovy tok )¢ teda Cosi ako
synchronne sledovany pohyb dancho systému pri vsctkveh moznyvch pocrato¢nych
vychylkach. Je to akoby sa Clovek na razcesti suCasne vybral vsctkyvmi moznvmi
smermi. V nasom priestore to je nemozne, lebo by sa mu mohlo pritrafit. z¢ by sa
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zrazil sam so sebou. €o je absurdné. Vo fazovom priestore vSak k takejto zrazke
s vlastnym  dvojnikom dojstt nemoze. lebo kazdym bodom prechadza jedina
trajcktoria. Preto vo [azovom priestore mozeme bez akychkolvek inkonzistentnosti
zobrazit” suCasny pohyb roznych verzii toho istcho systému. A prave takéto
zobrazenie pohybu (tzv. tazovy tok) tvori zakladny prinos Hamiltonove) mechaniky.

O hamiltonovskom fazovom toku dokazal Lioville. z¢ sa pri nom
zachovava fazovy objem. To znamena. z¢ ked si vyfarbime malv kusok fazovcho
priestoru, z kazdého jeho bodu nechame vychadzat’ trajektoriu a pozricme sa. kam
sa prislusné pohyby dostali za urCity Cas, tak mnozina koncovych bodov tvchto
v§emoznych pohybov vvtvori oblast’ vo fazovom priestore. ktora bude mat™ rovnaky
objem ako oblast’. z ktore) sme Startovali. Tato veta ma mnoh¢ dolezite dosledky pre
samotnu mechaniku. nas tu vSak zaujima skor jej novost z epistemologickeho
hl'adiska. Je to totiz veta. ktorej formulacia sa stala moznou az prechodom na
integrativau formu jazvka. Az v jazvku, ktory dokaze pomocou fazovcho toku
uchopirt’ sucasne vietky moiné pohyby dancho systému. jc mozne takuto vetu vobec
sformulovat. Pokial j¢ moznc¢ v jazyku uchopit a sledovat Casovy vvvin iba jedne)
jedinej trajektorie. lezi Liouvillova veta daleko za horizontom vyjadritel neho.

Takto sa stava jasnejSim. preco sme formu jazvka Hamiltonove) mechamky
oznacili terminom integrativna forma jazyka. Jeho epistemologicka Struktura totiz
pripomina jazyk Klemnovho Erlangenskeho programu v geometrn &1 Galoisove
teorie v oalgebre. Rovnako ako v tychto teoriach a) v hamiltonovskep mechanike
existuje urcita neutralna baza (v podobe fazoveho priestoru) umoznujuca mtegroyat
Struktury, Ktor¢ jazvk na predoslych vyvinovvch Stadiach od scba ostro oddeloval
U Klemna projektivna rovina umoznovala integrovat’ rozne geometricke Struktury,
Ktor¢ sa prv navzajom vylucovali. Kvm matematici chapali gcometriu ako formu
nazcrania priestoru. bolo absurdne. aby bol priestor sucasne cukhdovsky aj
nccuklidovsky. Az ked Cavley prisicl s myShenkou. z¢ geometria priestoru ni¢ |¢
formou nazerama, ale je to abstraktna metricka Struktura. stalo sa moznvm
uvazovat' rozne geometric vedla seba. Domnievame sa. ze z epistemologickeho
hlladiska je tato situacia paralelna so situaciou v mechanike. Pokial sa mechanicky
system vnima ako ¢osi konkrétne dane, ako urcity fyzicky objekt. je absurdne. aby sa
ten sty system pohyboval su¢asne dvoma roznymi sposobmi. Az ked sa mechanika
oslobodi od zavaznosti dancho a za¢ne mechanicky systém vnimat ako abstraktnu
dvnamicku Strukturu, stava sa mozny krok. ktory urobil Hamilton. ked nechal
sucasnc vedla seba plynut’ rozne pohyby toho 1stcho systemu. Podobne ako Cavley a
Klein boli schopni vedla seba uvazovat’ rozne geometrie. ktor¢ su realne
nezlucitel'né. su Hamilton a Liouville schopni naraz uvazovat rozne pohvby toho
1Istecho mechanickeho svstému. ktore sa realne vvlucuju. Liovillova veta je tak mozna
az. vdaka prechodu na integrativnu formu jazyvka. V predosiveh Stadiach vwvinu
mechaniky je tato veta jednoducho nevyjadntelna.
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7. Konstitutivha forma jazyka klasickej mechaniky: Poincaré 1881,
V priebehu rokov 1833 az 1841, teda pniblizne v rovnakom casc ako Hanmulton
rozpracovaval svo) formalizmus predstavajuct  vrchol  analyucke)y  mechanmiky.
predlozil Joseph Lioville (1809-1882) sériu clankov. v Ktorych dokazal pozoruhodnu
skutocnost’. Prostriedkami klasicke) analyzy mozno vyjadrit’ riesenic iba velnu uzkey
triedy diferencialnych rovnic. Prevazna vicSina diferencialnveh  rovmce e
prostriedkami diferencialneho a integralneho poctu neriesitelna. Ich riesenia mozno
najst len priblizne, rozvojom do nekoneCnych radov. alc exakine riesenic
v uzavretom tvare mozn¢ ni¢ j¢. Liouvillova teoria j¢ v mnohom  paralelng
s Galoisovymi vysledkami z algebry, podla ktorych algebraickymu prostricdkami je
mozne rieSit’ len nepatrny zlomok algebraickych rovnic. Galoisove a Liovillove
vysledky poukazuju na hranice jazyka, na ktoré v 30-tych rokoch 19 storoci
matematika narazila. Kedze pohybove rovnice mechanickych sustav (v Eulcrovom
Lagrangeovom alebo Hamiltonovom pojati) su zadanc¢ pomocou diterencualnyeh
rovnic, maju Liouvillove vysledky zasadny vyznam pre celu mechaniku.

Z Liovillovych vysledkov vyvodil radikalne dosledky Henrr Jules Pomncarc
(1854-1912). V sérn Clankov pod spolocnyvm nazvom O Arivkach definovanych
diferencialnymi rovaicami |21] sa postavil na radikalne nove  geometricke
stanovisko. AK analvtickymi prostricdkami  mozno nicsit len maly - pocel
diterencialnych rovnic, tak na vybudovanie vscobecene) teorte diterencralnyeh rovni
treba napred vvtvorit uplne novy jazvk. Tento jazvk by mal uvazovat o nesent
urcite) diferencialne) rovnice nezavisle od toho. &1 nam analvucky aparat wmoznu)e
toto riesenie explicitne vyvjadnt alebo mie. Poincare sa tak v tcorn diterencralnych
rovinic postavil na stanovisko  pripominajuce  Ricmannov  postop Kk exastencon
geometrickych objektov. Ked Riemann zisul, z¢ trojrozmerny  pricstor pripust .
existenciu 1tba nepatrného  zlomku geometrickych  objektov, rozpracoval jazvk
algebraicke) topologie. ktorv umoznuje hovorit' o geometrickom objekte nezavisle ol
toho, ¢1 je jeho reprezentacia v pricstore mozna alebo nmiec Podobne Poincare
rozpracoval jazvk. Kktorv umoznujc hovont o nieSeni  diterencialnyveh rovnn
nezavisle od toho. ¢1 nam analvticky aparat umoznuje toto nescnie exphicitne
vyjadrit’ alebo nie. Tymto novym jazykom je jazyk geometrickej teorie
dynamickych systémov *

Poincaré¢ rozpracoval dplne nové matematick¢é metody. Voprvom  rade
prelozil samotny pojem diferencialne) rovnice do geometrick¢ho jazyvka v podobe
vektorového pola vo fazovom priestore. Namiesto toho. aby diferencialnu rovnicu
chapal analyticky ako rovnicu. v Ktore) vystupuje neznama funkcia spolu s e

° V matematike sa koncom 19. storo¢ia rodi zaujimave rozsticpenie 'V ooblast
zakladov matematiky (Dedekind. Frege. Weierstrass, Peano a  Hilbert) dochadza k
odmietnutiu  geometrick¢ho nazoru a geometria je  nahradena arntmetikou, v o oblast
diterencialnych rovnic (Poincaré, Cartan, Siegel, Kolmogorov. Moser. Smale o Armold)
nastupuje zasadna geometrizacia.

700



derivactami. pricom nasSou ulohou je najst vyjadrenie tejto neznamej funkcie,
Poincare chape diferencialnu rovnicu geometricky, ako predpis, ktory v kazdom bode
fazoveho priestoru zadava vektor ryvchlosti. RieSenim takto pojatej diferencidlne)
rovhice je potom jednoducho krivka, ktora sa v kazdom bode dotyka prislusného
vektora zadanc¢ho prisludnou rovnicou. Namiesto pojatia diferencialnej rovnice ako
urciteho vztahu medzi analytickymi vyrazmi (funkcie a jej derivacii) tu teda mame
pojatic diferencialne) rovnice ako urcitého vztahu medzi geometrickymi objektami
(krivkou a jej dotykovvmi vektorami). Tato doslednda geometrizacia umozniuje
formulovat. mnoh¢é otazky ohladom charakteru rieseni diferencialne] rovnice
nezavisle od toho, ¢i nam jazvk umoznuje prislusnu rovnicu explicitne vyriesit alebo
nie. Ast najvyznamne)Sim objavom. Ktory vdaka konStitutivne] forme jazyka
Poincare urobil. bol objav deterministického chaosu. V tejto stati niet miesta na
podrobny vyKlad tohto tascinujuceho objavu. chceme 1ba upozornit na skuto¢nost. ze
tak ako mnoh¢ iné zasadné objavy. aj tento bol umozneny prechodom k novej forme
jazyka. Objav chaosu sa tak z epistemologického hladiska viaze na Konstitutivnu
formu jazvka Klasicke) mechaniky - rovnako, ako sa objav Liouvillove) vety spaja
s ntegrativnou formou jazyka.
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