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T h e  a i m  of   t he   p ape r   is  t o  e x am i n e   t he   c h ange s ,   wh i ch   o c cu r r ed   in  t he   ep i s temolog ica l  
s t r uc tu r e  o f  c lass ical   mechan i c s  d u r i n g   its  d eve l opmen t   f r om  New t o n   t o   Po inca ré .  T h e  
ana lys i s  is b a s ed  on   t he   recons t ruc t ion  o f  t h e  f o rm  o f  l a nguage .  At ten t ion   is pa id  t o  such  
aspec t s  o f  t h e  l a ngu ag e  o f  c lass ical  mechan i c s  a s  t h e  no t ion  o f  p a c e  ( conf igu ra t iona l  space ,  
representa t ional  space ,  d i f f e r e n t i a t e  man i fo ld ,  p h a s e  s p a c e )  o r  t h e  descr ip t ion  o f  ac t ion  (by 
force ,  potent ia l ,  L ag r ang i an  a n d  Hami l t on i a n  func t ions ) .  E v e n  t hough  these  no t ions  d o  not 
h a v e  direct  deno ta t ion ,  t hey ,  never theless ,  cons t i tu t e  t he  gene r a l   f r amewo r k ,  on   wh ich   the  
re la t ion  be tween  t he  deno ta t i ve  desc r ip t ions  o f  t he  l a n g u a g e  o f  c lass ical  mechan i c s  and   the  
physical  real i ty is based .  

V  sérii   č l ánkov   ([9] ;   [10];   [12])   v enovaných   ana l y ze   výv inu   syntet ickej  
geomet r i e  s ine rozpracoval i   koncepc iu  formálnej  epistemologie.  T á t o  koncepc ia   sa 
z ak l adá  n a  myš l i enke  použ i ť  Wi t tgens te inovu  ob razovú  teór iu  x ý z n amu   z  Traktátu 
pri  s éman t i cke j   ana lýze   obrázkov   obs iahnu tých   v  d ie lach   tvorcov  mode rne j  
geomet r ie .   Pri  tej to  ana lýze   sa   ukáza lo ,   ž e   h i s to r ický   \ ý v i n   geomet r i e   mo ž n o  
z ep i s temolog ického   hľad iska   op í s ať   a k o   vývin   f o rmy  j a zyka .   D r u h ým   k rokom 
v  rozvoji   f o rmá lne j  ep i s temologie   bolo   os lobodiť   na šu   koncepc iu   od   závislosti   n a  
geometr i i .  N a  tento  účel sm e  zvoli l i   a lgeb ru  ( |  14J;  [15]).   k to rá  j e  n a j e d n e j  s t r ane  
ú z ko  p repo jená  s geomet r iou ,  ale  n a  d r u h e j  s t r ane  namie s t o  v i zuá lne j  reprezentác ie  
používa   symbol ickú  reprezentác iu .   C i e ľom   p r edk l adane j   s ta te  j e  p r i s túp iť   k  t re te j  
e t ape   rozvoja   fo rmá lne j  ep is temologie ,   ktorou j e  ep i s t emolog ická   ana lýza   vývinu 
k las icke j   mechan iky .   P redbežná   ve rz ia   te j to   s tate ,   k to rá   odzne l a   na   konfe renc i i  
v P r ahe   v  j ú n i   1998  [15J.  bo la   za ložená   n a   pokuse   p r e j s ť  o d   geome t r i e   p r i amo  
k mechan ike .   Pozna tky ,   k to ré   s m e   medz i č a som   získal i   pri  rekonš t rukci i   vývinu 
a lgebry ,  p r i n á š a j ú  nevyhnu tnosť  z á s a dn e  r ev idovať  výs ledky  p redoš lého   textu.   Ide 
j e d n a k   o zav rhnu t i e   roz l i šovania   medz i   impl ic i tnou   a exp l i c i tnou   podobou   určite) 
f o rmy   j azyka ,   n a   k to rom  sm e   pôvodne   ana lýzu   vývinu  mechan i ky   zakladal i ,  
a  o ob jav  dvoch  nových  fo r i em j a zyka  (koo rd ina t í vna j  a  kompoz i t ívne j ) ,  k to ré  t reba 
p r i  výk lade  de j ín  mechan i ky  zohľadn i ť .  

P r i  ep is temologicke j  ana lýze  de j í n  k las icke j  mechan iky   sa p r i d r ž i avame  j e j  
r ekonš t rukc ie  p ros t r i edkami  mode r n e j  ma t ema t i ky  ([1] ;   [2];  [26]).  S m e  presvedčení ,  
ž e   a ž   mode rná   ma t ema t i ka   umo ž ň u j e   p o r o zum i e ť   ep i s t emolog ickým  o t á zkam  
mechan iky .  N á š  výk lad  však  b u d eme  neus tá le  k on f r on t ov a ť  s  h i s tor ickými  tex tami .  

m
  *  • 

D omn i e v ame   sa.   ž e   takýto   pos tup  j a s n e   i lus t ru je   rozdie l   medz i   ep is temologickou  
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a  h is tor ickou  rekonš t rukciou   výv inu   urč i te j   teórie.   P r e   h is tor ika   je  Lagrangcovo  
odmie t an i e   použ ívan ia   geomet r i ckých   me tód   v  mechan i k e   vý znamnou   čr tou j e h o  
diela .  P re to  použi t ie  po jmov  a k o  d i f e r encova t e lná  va r i e t a  pr i   výklade  Lagrangeove j  
mechan iky  v n ím a  his tor ik  a ko  skresľovanie  Lag rangeových  názorov .  Z  h is tor ického 
hľad i ska   m á   p ravdu ,   lebo  Lag r ange   t aké to   t e rmíny   rozhodne   nepoužíval .  
Z  epis temologického  hľad i ska  j e  však   s i tuácia   z á s a dn e   iná .   K e ď   Lag r ange   píše: 
predpokladajme,  že  berúc  do  úvahy  formálne  podmienky  rovnice  sústavy, 
vyjadríme  súradnice  x,  y,  z  každého  telesa  ako  funkcie  iných  premenných  q,  l/y. (p, 

ktoré  sú  navzájom  úplne  nezávislé  a  slúžia  na  určenie  pol oh v  sústavy  v 
ľubovoľnom  okamihu.  "  ([16],   413) ,   tak   by  sa   moh l o  zdať .   ž e   t u   ide   o  obyčajnú 

v 

z ámenu   súradníc .   C o  j e  v š ak   f u nd amen t á l n e   nové   z  hľad i ska   j a zyka   k las ickej  

mechan iky ,  sú  t ie  tri bodky z a  s ­  V ­  9  a  t iež skutočnosť ,  že  t ieto sú radn ice  ma jú  b \ ť  
,.navzájom  úplne  nezávisléLagrange  tu  opúšťa   enkl ido \  skv  pr ies tor   a k o   fo rmu  
reprezentác ie  mechan i cke j  sús tavy  a  p r echádza   k  v i a c rozmernému   priestoru  Ten t o  
priestor ,   a j   k eď   j e   len  skrytý  v Lagrangeových   fo rmulác iách ,   m á   s t rukturu 
d i fe rencovateľnej   variety.   Tak t o   sa  v Lag r angeovom  texte  odohrava   / á s a d n á  
epis temologická  zmena ,  p rechod  d o  / / ­ rozmerného  pr ies toru .  

V  geometr i i   s a   idea   n­rozmerného  pr ies toru  ob javu je   o  vyše   50  roko\  
neskôr ,   v p rác i  A r t hu r a  Cay leyho  (1821­1895)   Chapters  in  the  analytical  tieometr\ 
of  (n)  dimensions,  pub l ikovane j  v  Philosophical  Magazine  roku  1843;  u He rmanna  
G r a s smann a   (1807­1877)   v  j e h o  kn i h e   Die  lineale  Aitsdehnun^slehre,  cm  ntuci 
Zweig  der  Mathematik  pub l ikovane j   roku   1844.  a  v  habi l i tačnej   p rednáške  
Be rnha rda   R i emann a   (1826­1866)   n a zvane j   Uber  die  Hxpothesen.  uelche  der 
Geometrie  zu  Grunde  liegen,  k torá  odzne l a  roku   1854.  U Lag r angea  sa   tak  odohral  
p rechod   od   t ro j rozmerného  eukl idovského   pr ies toru  ku   kon f i gn r a čnemn  priestoru 
A j  k e ď  Lag r ange   o  ž i adnom kon f i gu r ačnom pr ies tore  exp l ic i tne  nehovor í   pout.ivu 
ho.  a  teda  k  epis temologickej  rekonš t rukci i   j e h o  d ie la   ten to  po j em   v  p lne j  mie re  
náleží .   Tak t o  a ž  mode rná   ma tema t ika   tým.   ž e   urobi la   z ák l adne   po j im   klaMckei 
mechanik}  úp lne  expl ic i tnými ,  umožňu j e  pochopiť  skry tu epis temologicki i  š t ruktúru 
p re lomových   diel   z h is tór ie   te j to   discipl íny.   Podobne   a k  u  l o íma l n a   logika  pri 
rekonštrukci i   u rč i t ého  tex tu   nezot rváva   pr i   z j a vne j  g r ama t i cke j  š t ruk túre   viet.   a le  
p r echádza   o d   g r ama t i ckého   povrchu   k  h lbše j   log icke j   fo rme ,   an i   fo rmá lna  
ep is temológia  sa  neobmedzu j e  n a  expl ic i tný  povrch  his tor ických  textov,  a le   usi luje  
sa  rekonš t ruovať   ich  h lbš iu   ep is temologickú   fo rmu .   V  ďa l š om   texte  sa  pokús ime  
rekonš t ruovať   výv in   klas ickej   mechan iky ,   vedúci   o d   Newtona   a  Enlcra   cez  
ďA l embe r t a ,   L ag r angea   a Hami l tona   a ž  p o  Po incarého .   Pokús ime   sa  nka / a ť .   že  
podobne  a k o   v geometr i i   a a lgebře  a j  v mechan i k e   sa   vývin  zak lada l   n a   zmenách  
f o rmy  j a z yk a   a viedol   od   perspekt ivis t ickej  f o rmy  cez   pro jek t ívnu .   koord ina t ivnn .  
kompoz i t ívnu ,   in te rpre ta t ívnu   a ž   k  in tegra t ívne j   a  konš t i tu t ívne j   f o rme   (a  ešte 
ďa l š ím,  lež iac im z a  h r an i cami  n am i  s l edovaného  úseku  de j ín ) .  
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1.  Perspektivistická  forma jazyka klasickej mechaniky: Newton  1686. 
Analýzu  vývinu   f o rmy  j a z yk a  mechan i ky  z a č n eme  d i e lom  Isaaca   Newtona   (1643­
1727)   Philosophiae  naturalis  principia  mathematica  (1686) ,   v  k to re j   holi  p o  
prvýkrá t   s fo rmu lované  zákony   pohybu   hmo t ný ch   telies.   N e bud eme   sa  pú š ť a ť   do  
výk ladu  Newtonove j  kn ihy ,  k eďž e   tá to   je  v e ľm i   rozs iah la .  O bme d z ím e   sa  len  na 
op is   f o rmy   j a zyka   Newtonove j   mechan iky .   Pokú s ime   sa  ukázať ,   ž e   ňou   je 
perspekt ivis t ická   f o rma   jazyka,   k torá   spočíva  v  c h áp an í   teór ie   a k o   o b r a / u  
skutočnost i . 1   C h c eme   ukázať ,   ž e   Newton   v o   svoje j   me ch an i k e   používa l   v iacerc  
po jmy,   k toré   n ema j ú   deno tá t   (a   t eda   tvor ia   f o rmu   jazyka),   a  ž e   ok r em   toho  
reprezentova l   svet   z  hľad i ska   j e d i n é ho   subjektu,   k torý   s ám   n i e   je  v  jazyku 
reprezen tovaný  (čo j e  typické  p r e  perspekt iv is t ickú f o rmu) .  V  súvislost i   s Newtono in  
sm e  pri  rozpracovávan í  f o rmá l n e j  ep i s temologie  v š ťa s tne j  s i tuáci i ,  p re tože  tu m ám e  
p redchodcu   v  osobe  E rn s t a  Mach a .  Mach   v o  svoje j  k n i h e   Die  Mechanik  in  ihrer 
Entwicklung  (1883)  podrobi l   Newtonovu  mechan i ku   kr i t ike ,   k to rá  sa  odmie tnu t ím  
meta fyz ických   po jmov ,   tautológi í   a  zdan l ivých   def in íc i í   s ta la   východiskom  pre  
f i lozof iu  V iedenského  k rúžku ,  ktorý' sa spočia tku  nazýva l  Verein  Ernst  Mach. 

Mac h   pod robne   ana lyzu j e  Newtonove   názo ry   n a   čas .   pr ies tor   a  pohvb.  
Nap red   uvádza  c i tá ty   z  Princípií:  ^Absolútny,  skutočný  a  matematický  čas  plynie 
sám  osebe  a  vďaka  svojej  povahe  rovnomerne  a  bez  vzťahu  k  akémukoľvek 
vonkajšiemu  predmetu.  Nazvva  sa  tiež  trvanim.  Relatívnv,  zdanlivý  a  obvčainv  čas 
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je  vnímateľná  a  vonkajšia,  bud  presná.  alebo  približná  miera  trvania,  ktorá  sa 
používa  zvyčajne  namiesto  skutočného  času,  napr.  hodina,  deň.  mesiac,  rok.. 
Prirodzené  dni,  ktoré  z\yčajne  ako  mieru  času  považujeme  za  rovnaké,  v 
skutočnosti  rovnaké  nie  sú.  Túto  nerovn  akosť  naprávajú  astronómovia,  ked"merajú 
pohyb  nebeských  telies  podľa  skutočného  času.  Je  možné,  že  neexistuje  žiaden 
rovnomerný  pohyb,  pomocou  ktorého  by  bolo  možné  presne  meral  čas,  všetky 
pohyby  môžu  byť  zrychlované  alebo  zabrzdené,  jedine  beh  absolútneho  času 
nemôže  byť  zmenený.  Tn'anie  všetkých  existujúcich  veci  je  to  isté.  či  už  sú  ich 
pohyby  rychle,  pomalé  alebo  nulové.  "  ( [20] .  30) .   Potom Ma c h  p r i s t upu je  ku kr i t ike  
týchto   názo rov   a  píše:   Rovnomerným  nazývame  taky  pohyb.  v  ktorom  rovnaké 
prírastky  dráhy  zodpovedajú  rovnakým  prírastkom  dráhy  referenčného  pohybu 
(otáčania  Zeme).  Pohyb  môže  byť  rovnomerný  vo  vzťahu  k  inému.  Otázka,  či  je 
pohyb  rovnomerný  sám  osebe,  nemá  žiaden  zmysel.  Rovnako  nemôžeme  hovoriť  am 
o  absolútnom  čase  (nezávisle  od  akejkoľvek  zmeny).  Absolútny  čas  nie  je  možne 

1 Výklad  mechaniky  ako  obrazu,  ktorý  jednoznačne  zobrazuje  skutočnosť,  je 
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natoľko samozrejmý, že vlastne iné alternatívy dlho neprichádzali ani  do úvahv.  Vznikla  tak 
zaujímavá situácia, keď mechanika po technickej stránke už dávno opustila perspektivistickú 
formu založenú  na  chápaní  teórie ako  obrazu  a  začala  používať  rôzne modelv.  ba  dokonca 
prešla  až  k  integratívnej  forme,  ale  vo  filozofickej  reflexii  sa  neustále  rozmýšľalo  o 
mechanike ako o obraze skutočnosti. 
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merať  pomocou  žiadneho  pohybu,  takže  nemá  žiadnu  praktickú  a  ani  žiadnu 
vedeckú  hodnotu,  nikto  nie  je  oprávnený  tvrdiť,  že  o  ňom  čokoľvek  vie,  a je  to  teda 
zbytočný  metafyzický  pojem."  ([19],  218. zdôraznil L. K.). 

Podobne j   kr i t ike   pod robu j e   M a c h   a j   p o jmy   abso lú tneho   priestoru,  
abso lú tneho  pohybu ,  hmotnos t i   a  t i ež  New tonove  zákony .   Podľa  Maclui   sú  v iaceré  
Newtonove   def in íc ie   iba   zdanlivé  definície  (Sche inde f in i t ionen) .   lebo  f ungu jú  
v k r uhu .  Podobne  je podľa  M a c h a  p rvý  New tonov  z á k o n  tautológiou,  p re tože  sila  je 
m ie rou   z rých len ia   a  nu love j   s i le   au toma t i cky   zodpovedá   nu lové   zrýchlenie ,   t.j. 
r ovnomerný  p r i amoč ia ry   pohyb.  Machova  k r i t ika  j e  asi   na jo r ig iná lne j šou  kri t ikou,  
a k e j  bola  Newtonova  mech an i k a  podrobená .  M a c h   v n e j  predviedol  spôsob  ana l  ý / y .  
k torý  umožňu j e  odha l i ť  zmys lup r ázdnc   t e rmíny ,   zdan l i vé  de f in íc i e   a  tautologické 
tvrdenia .   Machovým   c i e ľom  bolo   me ta fyz i cké   t e r núnv   /  mcchan i k \   ods t rán iť  
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a  n ah r ad i ť  ich empi r i ckými  po jmami .   V  t om to  sme r e  m o ž n o  Macha  p o \ a ž o \ a ť  za 
j e d n é h o   z  inšpi rá torov  teór ie   relativity,   k to rá   uskutočni la   p r e sne   to.  čo   Mach  
zamýšľa l .   Meta fyz ický  po j em  abso lú tneho   ča su   bol  v  ne j   n a h r a d em   e inp i r i ckwn 
p o jmom  loká lneho  času .  v i a z aného  na  urč i tú  sús tavu  r e fe renčných  telies. 

N á š  z áme r  v š ak  n i e j e  fyz iká lny ,  a l e  e p i s t emo log i ckv  Naš im  c i e ľom n i e j e  
me ta fyz ické  po jmy   z  mechan iky   ods t rán iť ,   a l e   lepšie   po rozumie ť   ich  ú lohe   p n  
s tavbe   s amo tne j   teórie.   Preto   z  n á š h o   hľad i ska   je  Mach  mysliteľ,  ktorý  odhalil 
existenciu  formy  jazyka  mechaniky,  a  p o k l a d áme   h o   z a   p redchodcu   projektu  
f o rmá ln e j  epis temologie .   M a c h   si  eš te   mysle l ,   ž e  j e   mo ž n é   me ta fyz ické   p o j im  
v p l n e j   m i e r e   n ah r ad i ť   empi r i ckými .   V  t omto   bode   Machov   op t im i zmus  
nep r i j ímame .   Domn i ev ame   sa.   ž e   t akýmto   n a h r a d e n ím   p r e j d eme   len  k  i u n emu  
j a zyku ,  k to rého  f o rma  bude  op ä ť  neempi r i cká .  S amoz r e jme .  k a žd \   p rechod   k  novei 
f o rme  j a zyka  p r ináša  nepopiera teľný  krok  vp red  a k o  z  hľad i ska  fw. ika lneho .  tak a j  z 
hľad i ska   f i lozofického.   Stačí  si  s p omenúť   na   teór iu   relat ivity,   k torá   kv a l i t am  ne 
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prehĺbi la   na še   po rozumen i e   p r í rode   a  v iedla   k  ob javu   mnohveh   nečakanseh  
fyzikálnych  j a vov  (di latácia  času .  kon t rakc ia  d ĺžky)   a  z ákonov   (zákon  ck\ iv . i lc iKK 
hmo t y  a energie) .  Ale  ú lohou  ep is temologie  n i e j e  pochopi t   to. a k o  f ungu j e  pr í roda 
a le  to. a k o  f ungu j e  veda.  Preto  a j  k e ď  nepop i e r ame  p r í no s  M a c h o \ e j  s n ah \   nahradit 
meta fyz i cké   po jmy   empi r i ckými ,   d omn i e v ame   sa ,   ž e   p r e   epis temologi i !   bude  
rovnako  z au j ímavé  snaž i ť  sa  pochopiť  ich f unkc iu  v j a zyku  vedy.  

Podľa n á š ho  názo ru  p r í t omnosť  neempi r i ckých  ( . .metafyzických")  t e r nuno \  
a  p r inc ípov  j e  systematický  rys  každého  jazyka.  N a  j e d n e j  s t r ane   to   z n amená ,   že  
v p r í pade  New tona  ne š lo  o ne j akú  j e h o  nedôs l ednosť  či  na iv i tu .  Necmp i r i cké  \ ý  razy 
tvor ia   f o rmu  j a zyka ,   a  p re to   sa   i m   nedá   vyhnúť .   J e   s íce   mo ž n é   pre j sť   k  inému 
j a zyku ,  v k to rom s a  f o rma  p redoš l ého  j a z y k a  s t ane  „empi r i ckou" ,  a le  nový  jazyk  iná 
svoju  v l a s tnú  f o rmu ,  k to rá  b ud e  o p ä ť  „me ta fyz i cká" .  To ,  ž e  Ma c h  rozpozna l  f o rmu  
j a zyka  Newtonove j  mechan iky ,  bo lo  umo ž n e n é  p r á v e  t ým ,  ž e   ju  vn íma l   z.  pozíc ie  
nove j   f o rmy   j a z yk a   (energe t i zmu) ,   v  r ámc i   k to re j   sú   u ž   me ta fyz i cké   prvk> 
Newtonove j  mechan iky  rozpozna teľné .  N a  d r u h e j  s t r ane  f o rmu  j a zyka  netvor ia  akési  
náhodné ,   izo lované   výrazy.   Fo rma   j a zyka   vytvára   urč i tý   celok,   ktorý  umožňu j e  
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f ungovan i e  j a z yk a   (aby  v  ň o m  bo lo  mo ž n é  poč í tať ,   odvodzovať   a  a rgumen tovať ) .  
Fo rmu  j a zyka  Newtonove j  mechan i ky  vyče rpáva júco  opísal  Ma c h .  Stačí  jeho kr i t iku  
Newtonove j  mechan iky   in te rp re tovať  a k o  deskr ipc iu  f o rmy  j e j  j a zyka .  T ú t o   fo rmu  
tvor ia  p rvky  a k o  abso lú tny  pr ies tor   a abso lú tny  čas .  k t o r é  zodpoveda jú  n emenn ému  
hľad i sku  j e d i n é ho   subjektu.   T e n t o   subjekt   s á m  n i e j e  v  jazyku  p r í tomný ,   a  teda 
m ám e   d o   č inen ia   s perspekt ivis t ickou  f o rmou   j a zyka ,   s r eprezen tác iou   sveta 
z pohľadu  j e d i n é ho  vonka j š i eho  hľad iska .  

2.  Projektívna  forma  jazyka  klasickej  mechaniky:  Euler  1736.  Pri 
p í s an í  Princípií  s lúži l i  Newtonov i   za   vzo r  Euk l idove   Základy.  N a  rozdie l   od  dn e s  
bežného  spôsobu fo rmu lovan ia  fyz iká lnych  teórií   Newton   f o rmu l u j e  svoje  tvrdenia  
v tvare  ma tema t i ckých   viet  a  dokazu j e  icli  spôsobom obvyklým  v geomet r i i .  Taký to  
p r í s tup  j e  s íce logicky p rehľadný ,  a l e  na  d r u h e j  s t r ane  j e  na toľko  ťažkopádny ,  ž e  u ž  
Leonha rd  Eu le r  (1707­1783)  cítil pot rebu p o zn amena ť :  J­foci  čitateľ  nepochybuje  o 
správnosti  uvedených  tvrdení,  nechápe  ich  dosť  jasne  a  presne,  ak  by  sa  tie  iste 
úlohy  čo  i  len  trochu  zmenili,  sotva  by  bol  schopný  vyriešiť  ich  samostatne([29). 
123) Nespoko jnosť  s Newtonovou  čis to geome t r i ckou  fo rmulác iou  mechan i ky  viedla  
26 ­ ročného   Eu le ra   k  j e j   p rep í san iu   z  g eome t r i ckého   j a z yk a   d o   j a zyka  
d i f e renc iá lneho  počtu   v  k n i h e  Mechanica  sive  motus  scientia  analytice  exposita 
[5].  Eu l e r  a k o  p rvý  zap ísa l  d r uhý  Newtonov  z ákon   v tvare  d i fe renc iá lne j j  rovn ice  

.  dl 
ele­np—.  (1) 

A 

kde   c j e  rýchlosť  pohybu,   p  je  s i la .   ,4 j e  hmo t no s ť  te lesa .   / j e  ča s   a  n  je  koeficient  
závislý  od   voľby  jednotiek  ([5].   124).  T á t o  zm e n a   ma l a   p r e   mechan i ku   z á s a dm  
význam,   lebo  apa rá t   ma t ema t i cke j   ana lýzy   poskytu je   r a d   me tód   n a   r iešenie  
mechan ických  úloh.  Výhodou  analvt ickvch metod   je.  ž e   ..ak  b v  sa  tie  isté  úlohy  čo 

�  �  �  �  �  � 

/  len  trocha  zmenili",  s tále   ich  mo ž n o   vyr ieš iť   zh ruba   r ovnakým  pos tupom 
(napr ík lad  pomocou  poruchove j  metódy) .  T a k t o  Eu le r  ods t rán i l  z ák l adný  nedosta tok 
New tonovho  po ja t i a  mechan iky ,  k to rým bola  absenc i a  un ive rzá lnych  me tód .  Medz i  
novými  me tódami ,  k to ré  t ak to  pr ibudl i ,  m á  dôlež i té  m i e s t o  me tóda  substi túcie.  

Pri  výk lade  de j ín  a lgebry  s m e  ukáza l i ,  ž e  ob javen ie  sa   subst i túci í   v j a zyku  
j e  charak te r i s t i ckým z n a k om  projektívnej  formy  jazyka.  Subs t i túc ia   je  p r e chodom 
od  j e d n é h o  sys tému  sú r adn í c   k i n ému   a  j e  ana lóg iou  pro jekc ie ,  k to rá   v geomet r i i  
umo žňu j e  p re j s ť  o d  j e d n é ho  poh ľ adu  n a  d a ný  p r edme t   k p o h ľ a du   z  i n ého  hľadiska .  
Preto   Eu le rova   k n i h a   nep r iná ša   iba   r e ­ fo rmu lác iu   mechan iky ,   nespočíva  
v obyča jnom nah r aden í  Newtonove j  geome t r i cke j  f o rmu l á c i e  mechan i ky  Eulerovou  
ana ly t ickou  fo rmulác iou .  Eu l e r   urobi l  pods t a tne  viac ,   vytvori l   novú   f o rmu   jazyka,  
založi l  mechan i ku  a k o  ana ly t i ckú  disc ip l ínu .  Nam i e s t o  Newtonových   syntet ických 
a r gumen tov  postavil  pos tupnosť  ana ly t ických  úp rav . 2  

Pre   úplnosť  uvedieme  Newtonovu  pôvodnú  formuláciu  pohybového  zákona: 
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3. Koordinatívna forma jazyka klasickej mechaniky: Maclaurin  1742. 
V o   svoje j   Mechanike  Eu l e r   použ íva l   rozk lad   síl  na   t angenc iá ln í !   a  no rmá lovú  
z ložku .  Sú r adná  sús tava ,  pomocou  k tore j  opisoval   pohyb  u rč i t ého  telesa,   bola  teda 
zvo lená  vždy  špec iá lne   z hľad i ska  op i sovaného  p rob l ému .  T o  je výhodné ,  pokiaľ  j e  
sys tém tel ies dos ta točne  jednoduchý.  T angenc i á l n a  z ložka  sily spôsobu je  na ras tan ie  
rýchlosti ,  k ým  normá lová  z ložka   iba  z ak t i vu j e  t r a j ek tó r iu .  p r i čom  rychlost  pohybu 
nemen í .  Pri  opise  sús tav  tvorených  v iacerými  te lesami ,  k e ď  k a ždú  silu  roz lož íme  na 
no rmá lovú   a t angenc i á lnu  z ložku ,  v z n i kn e  n ep r eh ľ adná  s i tuácia ,  k e ď / e  n o rma l ow  
a  t angenc iá lny  sme r   je p r e  k aždé   teleso  iný.  Pre to  Co l i n  Mac l au r i n   (1698­1740)   \ 
k n i h e  A  complete  system  of functions  ( 1742 )  rozloži l  pohyb  všetkých telies d o  t roch 
p evne  zvolených a n emenných  smerov .  T á t o  zm e n a  sa  mô ž e  / d a ť  ma lá .  a l e  j e j  dosah  
j e  ďalekosiahly .  Bol  to  p r áve  rozk lad  síl d o  t roch  nezáv is lých  smerov ,  ktorý umožni l  
Eulerovi   objaviť   rovnice  op i su júce  rotačný  pohyb   t u h ého   telesa.   Z ák l a dom   týchto 
rovn íc  j e  v z á j omný  v z ť a h  medz i  momen t om  hybnost i   a momen t om  sily. 

Momen t   sily  pozna l   u ž   Arch imedes ,   ktorý'  pomocou   n e ho   opisoval  
rovnováhu  n a  páke .  Podobne  momen t  hybnost i  bol  p r í t omný  v d r u h om  Keplerovom 
zákone .  A l e  spo j iť  t ieto dva   po jmy,   teda  d a ť  d o  v z á j omn é ho  v / ť a h u  momen t   sily 
a momen t   hybnost i ,  n i e j e  vôbec  j ednoduché .  T i e to  ve l i č ím   sú   tot i /   vektory,   teda 
ma j ú  n ie len  veľkosť ,  a l e  a j  sme r   Ich sm e r  v šak  n i e  j e  an i  sme r om  pôsobenia   sil \  
a n i   sme r om   pohybu.   T á t o   okolnosť   prácu   s n im i   kompl iku j e .   Ak  n em áme  
k dispozíci i  pevnú  re fe renčnú  sús tavu,  na   k to rú  mô ž eme  v / t i a h n n ť  smerv  \ ek t o ro \  
vys tupujúc ich   pri  ro t ačnom  pohybe   (polohový  vektor ,   vek to r   uh love j   rvchlosti  
vektor   hvbnost i .   vektor  momen t u   hvbnost i ,   vektor   sil v  a  vektor   momen t u   s i l u .   ie 
p rakt icky vylúčené.  ab>  sm e  sa  v  tej to splet i   v ektorov  vyznal i   Pre to  zasadnv  pokrok 
v  teórii  pohybu  t uhého  telesa mohol   na s t a ť  a ž  po tom,  a k o  Mac l au r i n   / av iedo l   ideu 
pevne j   s ú r adne j   sústavy.   A s k u t o č n e ,   s od s t upom   n iekoľkých   rokov  wd av . i  
Eu le r  p rácu   Découvert  cľun  noveau  principe  de  la  mécanique  ( 1 7 5 0 ) .   v k t o i e i  

f o rmu lu j e  z ákon   momen tu   síl.  Eu le rova   p rvá   fo rmulác i a   bola  eš te   stale  zn . i á i e  
nep rehľadná ,   a t a k   z r oka   n a   rok  men i l   svoju   sús tavu   rovníc ,   pos tupne   |u 
z jednodušova l ,  a ž  roku   1758  priš iel   na   n áp ad  p r e j s ť   k h l a vným   os i am  telesa  a k o  

Zmena pohybu  je  úmerná pôsobiacej  sile  a deje sa  v smere  priamky,  po  ktorej  sila  pôsobí." 
([20], 40); slovenský preklad ([29], 87). Euler dal  roku  1765 Newtonovmu zákonu  tvar 

d1  x  _  Áp_  d2y  _  Áxj  d1  z  _  Xr 

kde  p,  q.  r  su  priemety výslednej sily  clo  smerov súradných osí  a  X  je  koeficient  úmernosti, 
ktorým  Euler nahradil  koeficient n  z  rovnice  (1)  ([6].  328). Tú to   formuláciu  uvádzame  iba 
v poznámke,  lebo  svojou  formou  spadá  už  do  koordinatívnej  formy  jazvka  Porovnaním 
Nevvtonovej formulácie z  roku  1686  s Eulerovými  formuláciami z  rokov  1736  a  1765 možno 
získať  predstavu  o  rozdieloch  vo  vyjadrení  toho  istého  zákona  v  perspektivistickei. 
projektívnej a koordinatívnej forme jazyka. 
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r e f e r enčne j   sústave.  T ý m  sa  rovnice  pods t a t ne  z j ednoduš i l i  a  nadobud l i  tva r :  
P  =  A.dp/dt  +  {C—B).q.r, 
Q  =  B.dq/dt  +  (A—C).r.p, 
R  =  C.dr/dt.  +  (B­A).p.q. 

Tá t o  sús tava  nes ie  p odne s  Eu l e rovo  meno .  P,  Q,  R  sú  z ložky  vek to ra  momen t u   síl. 
A .   B.  C  sú   z ložky momen t u  zot rvačnost i   te lesa  a  p,  q,  r  s ú  z ložky  vektora   uh love j  
rýchlosti .  V id íme ,  ž e  d o  p rve j  rovn ice  v s tupu j e  jc­ová  z ložka  vektora  momen t u   si 1\ 
( označená  p í smenom   P),  y­ová  a  z­ová z ložka  vek to ra   uh love j  rýchlost i   ( označené  
p í smenam i   q  a  r),  jt­ová  z ložka  vek to ra  uh lového  z rých len ia  (označená  a k o  dp/di). 
a ko  a j   tri  z ložky  momen t u  hybnost i  ( označené  p í smenam i  A.  B.  C). 

Uvedené   rovn ice   asi   na j l epš ie   i lus t ru jú   vý znam   Mac l au r i novho   pr ínosu ,  
k torý  p reds tavu je  p r echod  ku   koordinatívnej  forme  jazyka.  Podobne  a k o   v algebru 
Michae l   Stifel   z jednot i l   (koordinoval)  d o  j e dno t n e j   f o rmy  po lynomu   všetky  tvpy 
rovn íc   u rč i tého   s tupňa ,   k to ré   boli   p r ed tým  vyše t rované   samos ta tne .   Mac lau r in  
z j ednocu je   {koordinuje)  op i s   vše tkých  aspek tov   urč i te j   mechan i cke j   sústavy  do  
j e dno t n e j  f o rmy  troch sú radných  osí.  

4. Kompozitívna forma jazyka klasickej mechaniky: d'Alembert 1743. 
Na   p r ík l ade   kompoz i t ívne j   f o rmy  j a z yk a   k las i cke j   mechan i ky   mo ž n o   i lus t rovať  
p roces   po s t upného   vyná r an i a   s a   nove j   f o rmy   jazyka.   Pr í s lušné   tri  š t ád iá   ­
f r agmen t á rne ,  impl ic i tné  a expl ic i tné  ­  sú p ome r n e  j a s n e  odl íš i teľné .  ich  fo rmulác ie  
sú  od seba časovo  dos ta točne  vzd ia lené .  

4.  1  Fragmentárna  podoba  kompozitívnej  formy:  Johann  Bernoulli 
1686 . 3  Problémy,  o k torých  sm e  hov orili  dopos iaľ ,   sa  týkali  p ome r n e  j ednoduchých  
sús tav.   Pri  opise  mechan ických   sús tav   tvorených  viacerými   te lesami   pospá j anými  
väzbami ,   k toré   obmedzu jú   voľný   pohyb   j edno t l ivých   telies,   v zn iká   celý  rad 
špeci f ických problémov  súvis iacich so sku točnosťou ,  ž e  sily. k torými  väzb \   pôsobia 

3 Skutočnosť,  že  fragmentárna  podoba  kompozit ívnej   form v  jazyka  sa  objavuje 
takmer  šesťdesiat  rokov predtým, než  predchádzajúca (koordinatívna) forma dosiahne svoju 
zavŕšenú  podobu,  svedčí  o  ďalšej   zvláštnosti  nášho  pojat ia   de j ín  mechaniky  ako  vývinu 
jazyka.  Nadväznosť jednotlivých  štádií  sa  týka  len  ich  zavŕšenej   podoby,  teda  napríklad 
explicitná podoba kompozitívnej formy jazyka nadväzuje na explicitnú podobu koordinatívnej 
formy jazyka. Naproti   tomu  v  rámci  fragmentárnej  podoby m á  väčšina  foriem jazyka veľmi 
dlhú prehistóriu. Fragmenty, ktoré sa neskôr  spoja do  jednotne j  formy, ma jú  často za  sebou 
dlhý vývin. Pri tom v jednotl ivých obdobiach sa môžu prel ínať  fragmenty,  ktoré budú neskôr 
konštituovať rôzne formy jazyka. Postupnosť foriem jazyka,  ktorú opisuje  naša  teória, sa  tak 
týka až ich explicitnej podoby. Evolučnú zákonitosť vidíme napríklad  v tom.  ž e  kompozitívna 
forma  vo  svojej  zavŕšenej  podobe nadväzuje  na   výdobytky  predchádzajúcej  koordinatívnej 
formy. Teda  na  to, aby sa mohla úspešne uskutočniť dekompozícia určitého problému na  jeho 
nezávislé  komponenty (ako to  rohí Lagrange), j e  nevyhnutné,  aby  idea  súradného systému. 
základný výdobytok koordinatívnej formy jazyka, bol  už dokonale zvládnutý. 

•  •  •  • "   •  •  *  • 
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n a   telesá,   n epoznáme .   Riešen ie   tých to   p r ob l émov   si  vynú t i lo   / r o d   nove j   f o rmy  
j a zyka .   P rvý   p rob l ém   toh to   d r u h u   pred lož i l   r oku   1646  M a r i n   Me r s e nn e   ( 1588 ­
1648).   V  na j j ednoduchše j   podobe   h o   m o ž n o   s f o rmu l ova ť   a k o   o tázku ,   s akou  
pe r iódou  bude  km i t a ť  kyvad lo  pozos t áva júce  z p e vn e j  n e hmo t n e j  tyče.   na  k to re j  sú 
v o  vzd ia lenos t iach   /,  <  U o d  bodu  závesu  u p e vn en é  d v e  gu l i čk \   o hmo tnos t i a ch   ///, 
a  m2.  K a ž d á  gu l i čka  p one ch aná  s ama  n a  seba  by km i t a l a   s pe r iódou  d a n ou  / na iny in  

T 
Gal i l eovým vzo r com   T  =  2 n J—  ,  k d e   / j e  d ĺ žka  r ame n a  kyvad la   a  ^  je  konš tan ta  

g r av i t a čného   z rých len ia .   Doba   kyvu  j e   t eda   úme r n á   o dmocn i n e   d ĺžky   r amena  
kyvad l a  a k eďž e  /,  <  /2, gu l i čka  mx  by s a  kýva la   s m e n š o u  pe r i ódou  a k o  gu l i čka   ///  .. 

P rob l ém  j e  v šak  v t om ,  ž e  gu l ičky  s ú  u p evnené  na  spo ločne j  tyči.   a  p re to  sa n emôžu  
/ 

k ývať   odde lene ,   k aždá ,   a k o   sa   j e j   z achce .   Ú lohou   j e   n á j s ť   dobu   k w u   toh to  
zv i a z aného  sys tému.   In tu i t ívne  j e  z r e jmé ,  ž e  doba   kyvu   z l o ž eného   sys tému  musí  

l ežať   n i ekde   medz i   hodno t am i   T{  ­2nJ—  a  T2  =  27T a | ^ ­   ,  lebo  p r \ a   gu l ička  

z rýchľu j e  pohyb  d ruhe j ,  k ým  d r u h á  s p oma ľu j e  p ohyb  p r \ e j .  Gul ičks   na seba pôsobia 
p ros t redn íc tvom väzby.  

Nas l edovný  obrázok  zachy t áva  d v a  o k am i h y  pohybu  t oh to  sys tému 

Roku   1686  predloži l   J oh anu   Bernoul l i   (1667­174X)   r iešenie   toh to  
p rob lému,  z a ložené  na  myš l ienke ,  k to rá   v z á r odku  ob s ahu j e  j ad ro  ď A lembe r t ovho  
pr inc ípu .   Bernoul l i  uvažova l  t ak to :  P r ed s t avme  si.  ž e  t yč  vychý l ime  d o  vodo rovne j  
polohy.   Keby   nebo lo   v ä zby   ( t j .   tyče)   s p á j a j ú ce j  gu l i čky ,   obe   by  padal i   vo ľným 
pádom .   K eď ž e   sú   však   n a v z á j om   spo j ené   n e hmo t n ou   tyčou,   t en to   pohyb   nie  j e  
možný .  T y č  bude  b r zd i ť  p á d  gu l i čky  m ,   a n aopak  z rýchľovať  p á d  gu l ičky  m2.  T a k t o  

gu l ička  m ,  u t rp í  s t ra tu  a  n aopak  gu l i čka   rn2 n á r a s t  z rých l en i a .  Be rnou l l i ho  z ák l adná  
myš l i enka  spočíva la   v  t om .  ž e  p r í s lušná  s t ra ta ,   resp .   z i sk   musia  byť  vo  vzájomnej 
rovnováhe.  Pri   pohybe   sys tému  z  vodorovne j   po l ohy   p ada j ú   telesá  ///,  a  ///•  so  
z rých l en i ami  

/ ,   . L  =  —g  h : ~ r ^  

kd e   / j e  z a t i a ľ  n e z n áma   hodno ta   lež iaca   medz i   hodno t am i   /,  a / ­ .   Je   to   hodno ta .  
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k to rú  treba dosad i ť  d o  Ga l i l eovho  v z ť ahu  p r e  pe r iódu  kmi t an i a .  K eďž e   /,  <  /  <  /2, j e  
z r e jme   bx  <  #  <  b2.  T o   je  p r e sne   to,  č o  s m e  očakáva l i ,  p r v á  gu l i čka   s tráca,   d r uh á  
z í skava   v po rovnan í   s vo ľným  pohybom.   P r i t om  z a  k r á tky  o k am i h   d/  s t ráca   p rvá  

gul ička   hybnosť  m , (#   ­  /?,).d/,  čo   zodpovedá   stratenej  sile"  mx(g  ­  />,).  Naopak  
d r uh á  gul ička  sa za sa  pohybu je  so  z rých len ím,  k to ré  j e  väčš ie  n e ž  j e j  z rých len ie  pri 

vo ľnom  páde .  Je j  ,.získaná sila"  bude  ana log i cky  m2(b2  ­  g)­  A  t ie to  dve  si ly  sú  vo  
v zá j omne j   rovnováhe ,   k torú  Bernoul l i   opísal   pomocou   A r ch imedovho   z ákona  
rovnováhy  n a  p ák e  

m\.(g­bx).lx  =  rn2Xb2  ­g).l2. 
] 2  , 2  .  mi/,  ­\­m4­) 

Pomocou   j ednoduchých   úp r av   do s t ávame   i —   — .  T a t o   d ĺžka   u rču je  
m 1 / 1 ­ f m 2 / 2  

per iódu kmi t an i a  uvažovaného  sys tému,  k torá  b ud e  teda  r ovná  

J  o _   .  m ,  /,2  + m 2  /22 

(m , / j  +m2l2}g 

Zák l adná   idea.   k to rá   sa   t u   vynor i l a   z a t i a ľ   iba  a k o   tr ik  pri   r iešení  
špec iá lneho   prob lému,   spočíva  v  t om .   ž e   w/y   pochádzajúce  od  väzieb  sú  vo 
vzájomnej  rovnováhe.  Op i s   te j to  r ovnováhy  pomocou   z á k o n a   rovnováhy  n a   páke  
využíva  špeciá lne  danos t i  ú lohy,  a  teda j e  obmedzený  na  ma lý  počet  ú loh podobného  
cha rak te ru .  P re to  hovo r íme  o fragmentárnej  podobe  kompoz i t í vne j  ťormy jazyka.  

4. 2  Implicitná podoba kompozitívnej formy jazyka: D'AIembert  1743. 
Všeobecný  pr inc íp   umožňu júc i   vyr ieš iť   ľubovoľnú   ú lohu ,   v k to re j   je  pohyb  
mechan i ckého  sys tému  podrobený  v ä zbám .   s fo rmulova l  J e an   le  Rond   d 'A l embe r t  
(1717­1783)   vo  svojom  die le   ľraité  de  Dynamique  r oku   1743  takto:   . .Všeobecná 
úloha:  Majme  daný  system  telies,  ktoré  sú  navzájom  ľubovoľným  spôsobom 
rozmiestnené;  predpokladajme,  že  každému  telesu  je  vlastný  určitý'  pohvb,  ktorý 
Kvak  nemôže  uskutočnil  v dôsledku  pôsobenia  ostatných  telies:  hľadá  sa  pohvb. 
ktorý  musí  přijat  každé  teleso.  Riešenie:  Nech  sú  A,  B,  C  etc.  telesá  tvoriace  systém 
a predpokladajme,  že  sú  im  vlastné  pohyby  a,  b,  c.  ktoré  sú  však  nútené  v dôsleku 
vzájomného  pôsobenia  zmeniť  na  pohyby  a,  b,  c.  Je  zrejmé,  že  pohyb  a  vlastný 
telesu  A  možno  zložiť  z pohybu  a,  ktorý  teleso  skutočne  vykonáva,  a  iného  pohybu 
(�_  a že  rovnako  si  možno  predstaviť  aj  pohyby  b,  c  ako  zložené  z pohybov  b.  j}/  c.  v 
atd;  ...  Z  toho  vyplýva,  že  pohyby  telies  A,  B,  C  by  boli  rovnaké,  keby  im  boh 

•  i  v  i  •  •  •  % 

udelené  namiesto  pohybov  a,  b,  c  atd.  súčasne  dvojice  pohybov  a,  a ;   b.  c,  x  atd. 
Teraz  ale  podľa  predpokladu  telesá  A,  B,  C  atd.  by  samé  od  seba  pri j ah  pohyby  a. 
b,  c  atd.  Preto  pohyby  a  j l  x  at(1­  niusia  byt  také,  že  na  pohyboch  a,  b.  c  atd.  nič 
nezmenia,  to  znamená,  že  keby  telesá  konali  len  pohyby  a.  x  atd.,  museli  by  sa 
tieto  pohyby  navzájom  vyrušiť  a sústava  by  musela  ostať  v pokoji."  ([3  ].  108) 

D 'A l embe r t   tu   vyslovil  v  p lne j   všeobecnos t i   pož i adavku ,   k torá   bola 
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u Bernou l l iho   v i a z a n á   n a   kon tex t   konk ré tne j   ú lohy.   T á t o   pož iadavka   v dne šne j  
t e rmino lóg i i   hovorí ,   ž e   sily  väz i eb   s ú   n a v z á j om   v r ovnováhe .   D 'M emb e r  t  svoj  
p r i nc íp  vyslovil  p l n e  expl ic i tne .  T e rm í n  imp l i c i t ná   v  nadp i se  kap i to ly  odkazu j e  n ie  
n a  p r inc íp ,  a le  n a  f o rmu  j azyka ,   v k to r e j  j e  vy jadrený .  Jazyk ,   v k to rom ďA l emb e r t  
svo j   p r i nc íp   f o rmu lu j e ,   ešte   n euchopu j e   sily  v ä z i eb   au tomat icky ,   a le   vyžadu je  
neus tá le  n a   tieto  sily mysl ieť .  N a   rozdiel   od   Be rnou l l i ho   tu   s íce  m ám e  v š cobccm  

•  •  • 

p r inc íp ,   použi teľný   n a   ľubovoľnú   ú lohu ,   a  t eda   spo ločný   vše tkým  f r a gmen t om  
j azyka ,  vše tkým konk ré tnym kon t ex tom j e h o  použi t ia .  A l e  na  d r u h e j  s t r ane  u každe j  
konkré tne j  ú lohv  mu s íme  s ami  odha l i ť ,  a k o  m á m e  p r inc íp  použ i ť   P r inc ip  j e   leda 
syntet ickým  p r inc ípom,   p r i nc ípom  odkazu j ú c im   n a  is tú  impl ic i tnú   š t ruk túru  
(š t ruktúre   rovnováhy  síl  väzieb) ,  k to rú  mu s ím e  s am i   ná jsť .  P r i nc íp   ná s  s íce   vedie  
sme r om  k  tej to š t ruktúre ,  a l e  j e j  konk ré tnu  podobu  mu s ím e  urč iť  s ami  

4.  3  Explicitná  podoba  kompozitívnej  formy  jazyka:  Lagrange  17NN. 
Pri  výk lade   vývinu  synte t ickej   geome t r i e   s m e   sa   stretli   s  pozo ruhodným  javom, 
k to rý  sm e  označ i l i  a k o  zabudovan i e  f o rmv  jazyka d o   jazyka  To .  č o  bolo  \  u rč i tom 
výv inovom š tádiu  v i a z ané  na   syntet ický názo r ,  sa   v  na s l edu júcom š tádiu   p r emieňa  
n a  s led  analyt ických  úkonov ,  podr iadených  p l n e  exp l i c i tným  prav id lám.   Jazyk  ták 
preberá   ú lohu ,   k torá   p red tým  pr ipada la   názoru .   T a k t o   v z ť ah   a n a l \ l i e k eho  
a  synte t ického j e  v l a s tne  v z ť a h om   expl ic i tne j   a  imp l i c i tne j   podoby   fo rmy   jazyka.  
Ked* j e  f o rma  j a z yk a  impl ic i tná ,  j e  nos i teľom úp r av  syntet ický  názo r   Akonáh l e   sa 
f o rma  j a z yk a  s t ane  p lne   expl ic i tnou,   zmen i a  s a   úp r avy  n a   vnút ro jazykovú .   úp lne  
ana ly t ickú  záleži tosť.   V  p r ípade  kompoz i t í vne j  f o rmy  j a z yk a   k las icke j   n icehaniks  
p r i ná ša   j e j   expl ic i tnú  podobu  Lag r ange   v  d ie le   M é c a m que  analytique  |  U>| 
V  Lag rangeovom pojatí  u ž  d 'A l embc r t ov  p r inc íp   nespočíva  v o  výzve   p reds tavu   si 
(t.j.  v názo re  synteticky  reprezentovať)  pohyby z ložené  z o  sku točných   .1  mys lených  
komponen tov ,  a k o  t o  bo lo  ešte   u  d 'A l embe r t a .   L ag r ange   t en t o  p r i nc íp   zabudoval  
p r i amo  d o  spôsobu opisu mechan i ckého  sys tému.   Uved ieme  a spoň   z ak l adne  krok\  
Lag r angeovho   odvodenia ,   n a   k torých  m o ž n o   j a s n e   v id ieť   charak te r i s t ické   c í ! \  
expl ic i tne j  podoby  kompoz i t ívne j  f o rmy  jazyka.  

Uva žu jme  sús tavu  hmo tných  bodov  s hmo t no s ť am i  /// l ř m2 .   ... mn.  O z n a čme  
sú radn ice  A:­telío bodu a k o   (xk,  y*,  zk)  a  z ložky  vonka j š e j  si lv,  k torá   naň  pôsobí ,  a k o  

/ 

(Xk,  Yk,  Zk).  P r edpok l ada jme   ďale j ,   ž e   sús tava   sp ĺňa   r  väz ieb ,   teda  že   polohv 
/ 

j edno t l ivých  tel ies  n i e  sú  úp l n e  ľubovoľné ,  a l e  sp ĺňa jú  v z ť ahy  

Flixu  Vi, Z\,  ...,  xn,  Vn,  Zn),  . . . ,  Fr(xit  yu  z 1, ...,  xnt  y„,  : „ ) .   ( 2 )  

V  dôs ledku týchto  väz ieb  pôsob ia   11a  te leso  mk  o k r em  si ly   (Xk.  Yk.  Zk)  eš te  a j  
sily väz ieb ,  k torých  z ložky o zna č íme   (Pk,  Rk,  Sk).  N a  z ák l ade  Newtonových   rovn íc  
p la t í 4  

4  Bodka nad písmenom označuje časovú  deriváciu  príslušnej   veličiny,  dve  bodkv 
označujú  druhú  deriváciu,  atď.  Táto  konvencia  pochádza  ešte  od  Newtona  a  kvôli  joj 
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mkxk  =  Xk  + Pk,  mkýk  =  Yk  + Rk,  mkzk  = Zk  +  Sk.  (3) 

Z rých len ie   u rč i t ého   telesa  v  d a n om   sme r e   je  výs ledkom  pôsobenia  
vonka j š í ch  a  väzbových  síl  v  d a n om  smere .  Za t i a ľ  sm e  p l n e  v  r ámc i  koord ina t ívne j  
f o rmy   j a zyka ,   ked"  zloži tý  sys tém  tel ies  op i s u j eme   z  h ľad i ska   p evne   zvolene j  
s ú r adne j  sústavy.  Prob lém však  spočíva v  t om ,  ž e  sily   Pk,  Rk  a  Sk  n epoznáme .  Sú  to  
sily,  k to ré   v zn i k a j ú   v  dôs ledku   väz ieb ,   a  a k o   p r ík l ad   si  m o ž n o   p reds tav iť   sily. 
k to rými  v Be rnou l l i ho  p r ík l ade  r ameno  kyvadla  pôsobi lo  n a  j edno t l i vé  gul ičky.  

D 'A l embe r t ov  p r inc íp  hovor í ,  ž e  s i ly väz i eb  s ú  pas ívne ,  teda celková práca  
konaná  s i l ami  väz i eb  j e  nulová .  Pre to  k e ď  si  p r eds t av íme ,  ž e  k­te  te leso vychýl ime 
o m a l é  posunu t i e   (ÔJC*,  ôy*,  ôZk),  p r áca ,  k to ré  p r i t om vykona jú  si ly   Ph  Rk  a  Sk>,  bude  
r ovná  nu l e .  T e d a  

n  n  n 

Y J
p
k ­ 8 x

k
+ Y j R

k ­ S y
k
= { ) ­   ( 4 )  

k=1  k=\  k=\ 
Vid íme ,  ž e  tá to  podmienka  sa  týka sys t ému  a k o  ce lku ,  j e  to  j e d i n á  rovnica,  

d o  k to re j  vs tupujú  pr í spevky od  všetkých  síl  väzieb.  Lag r angeovým  prvým  krokom 
bolo z  rovn íc  (3)  vy j ad r i ť  sily väz i eb  a k o  

tn  k X k ~  X k  ~  P k  ľnk  ý k  ~  Y k  — Rk  mk^k  ~  Z k  ~  $ k 

a  tieto vy jadren ia  dosad iť  d o  v z ťahov  (4). T e n t o  k r ok  m o ž n o  považovať  za  i lustráciu 
Wi t tgens te inove j  m a x imy   .,0  čom  nemožno  hovoru',  o  tom  treba  mlčať.Keďže 
sily  reakcie   nepoznáme ,   t ak   n ema j ú  čo   f igu rovať  v  ma t ema t i c kom  opise   s> s tému.  
T ak t o  v z ť a h  (4)  nadobúda  t va r  

/ /   n  n 
X  ("'*• X k  ­  x  k).  5xk  + ^  (mk  V,  ­  Yk).  8yk  + ^  (mk  zk  ­  Zk).  8zk  =  ().  (5) 
k=1  k=1  k=1 

Ten to  v z ť ah  p reds tavu je  zabudovanie  d'Alembertovho  princípu  do jazyka 
Sily väzby zohľadňu j e  b e z  toho.  ž e  bv  ich spomenu l .  Sily väzby  sa  s táva jú  súčasťou 
formy.  V o  vzťahu  (5)  u ž  nevys tupuje  ž i adna  sila reakcie ,  a  nap r i ek  t omu  ten to  vzťah  
vy j ad ru j e  skutočnosť ,  ž e  p r áca  síl reakc ie  j e  rovná  nule .  

Lag r angeov   druhý  krok  j e  v edený  s n a hou   roz lož i ť  v z ť a h   (5)   n a   sús tavu  
nezávis lých  rovníc ,   t eda   celkový'  p ohyb   sys tému  vy j ad r i ť   a k o   kompozíciu 
nezávislých  pohybov  P rob lém  spočíva   v  t om .   ž e  posunu t i a   oxk.  ô v*,  a  ozk  n i e   sú 
nezávis lé ,  a l e  sú zv i a zané  sús tavou väz i eb  (2) .  Z  rovn íc  (2)  do s t ávame  p r e  posunu t i a  

stručnosti sa vo fyzike podnes používa. 
5  Spomínanie  Wittgensteina v spojitosti  s  Lagrangeom n i e j e  až  take anachronické, 

ako by sa na prvý pohľad mohlo zdať. Smer  vplyvu je  tu  však pravdepodobne od  Lagrangea 
k Witttgensteinovi.  Všeobecne  j e   známy  vplyv  Hertzovej   Mechaniky  na  Wittgensteina 
a Hertzov  program možno  chápať ako   radikalizáciu  Lagrangeovho  prístupu.  Náš   odka /   na 
Wittgensteina chcel  len  naznačiť, že  mnohé  aspekty Wit tgenstemovho   Traktátu  su  príbuzné 
s duchom Lagrangeovho prístupu k mechanike.  
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bxk,  býky  a  ôZk  podmi enky  

11 

k=1 

dF;  dF.  dF. 
\ 

­Sxi.  H  8y,  H  ­ 8. 
v dXk  k  fyk  d z. u 

­ k  
=  0  /  =  I  2  / •  •  i  ^  ^  i  •  •  «  ' 

/ 

K a ž d ú   z  tých to   r  rovn íc  L ag r a ng e  vynásobi l   t zv .   L ag r a ng eovým   súč in i t e ľom  X,, 
sčítal i ch  a  ich  súčet  pr ipočí ta l   k  rovnic i   (5).  Dos ta l  t ak  p ome r n e  z lož i to  vyzerajúci  
v z ť a h  

X  mk  * k ­x*+ŽA'  J r  •5Xk+X Í y *   ~
 ľ*+É,A  ()h 

A:=l  V  i=l  J  A:=l  \  i=l 

/ /  

ch i. 
•ôyk  + 

+XI  _z*  =,)'  <fl> 
t=] V  í=i  r)zk  J 

Zmyse l  toh to  pos tupu j e  nas ledovný.  V o  v z ť ahu  (5 )  boli posunu t i a  ó i 4 .  6 \ \ .  
a  ôZk  zv i azané   sústavou   r  väz ieb ,   a  p re to   nebolo   m o ž n é   p r e j s ť   od   rovnice   (5)  
k  sys tému rovníc  p r e  j edno t l ivé  z ložky  ( teda  pohyb  sys t ému  nebo lo  možn é   rozložiť  
n a  nezávis lé  komponen ty) .   Napro t i   t omu   v  rovnici   (C>)  vďaka   t omu ,   že   Lag r ange  
pr ida l  k sys tému   r nových pa r ame t rov   X,  u ž  také to  roz ložen ie  mo ž n é  je  Lag rangeo \  i 
sa t ak  podar i lo  pohyb  sys tému roz lož iť  n a  3n nezávis lých  pohybov.  

Tak to   sa  p red   n am i   odkrýva   zmyse l   kompoz i t i vne j  f o r im  j a zyka   / l o / i i \  
p rob lém  vy jad r i ť   a k o   kompoz íc iu   č ias tkových  p rob lémov .   P re sne   o  to   iste  s.i 
L ag r ange  pokúša l  a j  v  a lgebře ,  kde  chcel   rovnicu  p i a t eho  s t upňa   rozložit   pomocou  
pomocných   rovníc,   tzv.   rezolvent .   K eďž e   však   v  a lgeb ře   lake to   roz loženie  \ o  
všeobecnosti  možné  n i e j e ,  Lag r angcove  snahy  t am  ostali  neúspešne .  Nap rou  lomu   \ 
me ch an i k e   Lag r ange   uspel   a  rovn ice   op i su júce   p o h y b   mechan i ck e j   sústavy 
podrobene j  v ä zb ám  s a  dodne s  nazýva jú  Lagrangeovýrni  rovnicami  prvého  druhu 
Ich tvar  j e :  

v  i  ^  ­  dFt  ,  c)F mkxk  =  Xk  +  >  A; —  ;  mkyk  = Yk  +  >  A,• —  ;  mkzk  =  Zk.  +  >  Ä,  — 
dxk  t \   ň  k  "'t 

Z  epis temologického  hľad i ska  sú  t ieto rovn ice  po zo r uhodné  tým.  ž e   \  n ich  
vedľa  vel ič ín ,  k to ré  m a j ú  p r i amy  fyz iká lny  zmyse l ,  vy s t upu jú  a j  p a r ame t r e   /.,.  k toré  
bol i   z avedené   čis to  fo rmá lne ,   ako   p a r ame t r e   umo žňu j ú c e   roz lož iť   sys tém  na 
nezávis lé  komponen ty .  D á   sa  ukázať ,  ž e   t ieto p a r ame t r e  súvis ia   so  s i lami   väzieb.  
Dôleži té  však j e  to,  ž e  nepreds tavu jú  vel ič iny,   k to ré  by  sm e  získal i   me r an ím ,   ich 
zd ro jom  n i e j e  skúsenosť ,  a l e  f o rma l i zmus .  N i e  sú  to  emp i r i cky  u rčené  vel ičiny,  a le  
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kompozitívne parametre. 

5.  Interpretatívna forma jazyka klasickej mechaniky: Lagrange  1788. 
In terpre ta t ivna   f o rma   jazyka   k las icke j   me c h a n i k y   s a   p rvýkrá t   objavi la  
v Lag rangeove j  Mécanique  Anály  ti que  (Lag r ange   1788).  T á t o  sku točnosť  poukazu j e  
na  zv láš tnosť   symbol ických   j azykov ,   k d e   sa   f r a gmen t y   p r i s lúcha júce   k  rôznym 
f o rmám  j a zyka   vyskytujú   čas to   vedľa   seba  v j e d n om   texte.   V p r v e j   časti   svoje j  
Analytickej  mechaniky  L ag r ange   uviedol   me tódu   neurč i tých   súčini teľov.   ktorá  
umožňu j e   roz lož iť   op is   mechan i ckého   sys t ému   s väzbami   n a   súbor   nezávis lých 
úloh.   Lag r angeov  p r í s tup   spočíval   n a   idei  dop ln i ť   f o rmu l á c i u  ú lohy   o doda točné  
p a r ame t r e  tak,  a b y  s a  j edno t l ivé  p r emenn é  stali  nezáv i s lými   a  aby  pôvodnú   úlohu 
bolo  mo ž n é   roz lož iť  n a   súbo r   s amos t a tných   p rob lémov .   T e n t o   po s t up  j e   s íce  p o  
t echn icke j   s t r ánke   dôvt ipný,   a l e   j e   v l a s tne   zbytočný.   Ce l á   nu tnosť   z avádzať  
doda točné   súčini te le  j e  vyvo laná   tým,   ž e   na   zač ia tku   sm e   zvoli l i   pr í l i š   mnoho  
pa r ame t rov  n a  op i s  úlohy.  Zvol i l i  sm e  3 n  p a r ame t r ov ,  p o  j e d n om  p r e  x­ovú,   y­ovú 
a  z­ovú sú radn icu  k a žd ého  z  n  tel ies  tvoriacich  sys tém,  a j  k e ď  s amo tn á  ú loha  m a l a  
iba  3 n ­ r  s tupňov  voľnost i  ( r  j e  počet  väzieb) .  P ly tvan ie  s p a r ame t r am i  pr i  fo rmulác i i  
ú lohy   s a   vypomst i lo   v t om .   ž e   v dôs ledku   v ä z i eb   p a r ame t r e   strati l i   nezávis losť .  
S t ra tenú   nezávis losť   sme  po t om  muse l i   obnovovať  pomocou  dômyse lne j  t echniky  
Lagrangeových   súčini teľov.   T á t o   oko lnosť   j a s n e   o dh a ľ u j e   z ák l adný   nedostatok 
kompoz i t ívne j  f o rmy  jazyka spočívajúci  v  t om .  ž e  sú r adná  sús tava  sa volí   nezávis le  
o d  špecif ických danos t í  r i ešene j  ú lohy.  T r i   s ú r a dné  osi U .  y.  z)  sú  p evne   f ixované  
v priestore,   a k a ždé   teleso  tak  au tomat i cky   dos táva   svoje   tri  súradnice ,   či  u ž   sú 
po t rebné   na   op is   sys tému  telies,   a lebo   nie.   L a g r a n g e   pochopi l ,   ž e   technika  
neurč i tých  súčini teľov j e  iba  nás t ro jom na  kompenzá c i u  p rvo tne j  nedôslednost i   pri 
voľbe   pa ramet rov .   Keby  sm e   h n e ď   na   zač ia tku   zvoli l i   n a   op is   sys tému  toľko 
pa ramet rov ,  koľko  m á  sys tém s tupňov  voľnos t i ,  t ak  by s m e  ž i adne  väzby an i  ž i adne  
väzbové   súčini te le   uvažovať   nemuse l i .   Jedno t l ivé   p a r ame t r e   by   boli  nezávis lé   a 
dekompoz íc i a  p rob lému by  tak  bola  au tomat icky  zabezpečená .  

Zák l adná   idea  pri  tvorbe  in te rpre ta t ívne j  f o rmy  j a z yk a  spočíva  v  prechode 
od  reprezentačného  ku  konfiguračnému  priestoru  ­  o d   3/1 ­ r o zme rn ého  pr ies toru,  
v k t o rom  k a ž d ému  te lesu d a n é ho  sys t ému  p r i s l úcha jú  t r i   sú radn ice ,   r ep rezen tu júce  
j e h o  po lohu   v  pr ies tore ,  p re j s ť  k  3n­r  r o zme r n ému  pr ies toru ,   v k t o r om  bod  z adáva  
konf igu rác iu   sys tému  a k o   ce lku   b e z   o h ľ adu   n a   j edno t l i v é   telesá.   P rechod   od  
r ep rezen tačného   pr ies toru   k u   kon f i gu r a čn ému   p r i e s to ru   m o ž n o   i lus t rovať   na  
Bernou l l iho   kyvadle ,   k to ré   sm e   opísa l i   v  kap i to l e   4 .   1.  Po loha   kyvad la   je 

j e dno zn a čn e  u rčená  u h l om   (p.  k to rý  udáva  vychýlenie  r am e n a  kyvad l a  z o  zv i s lého  
smeru .  Sú radn ice  j edno t l ivých  tel ies  s ú  po t om  d a n é  v z ť a hm i  

X]  =  /, .sin((p),  _yi  =  / i . (   1—  cos((p)),  x 2  ­  /2­sin((p),  y 2  =  /2 .(1 — cos(cp)). 

V  r ámc i  kompoz i t ívne j  f o rmy  j a z yk a  s m e  n am i e s t o  toho,  aby  s m e  kyvad lo  

opísal i   použ i júc   sú radn icu   (p,  zaviedl i   štyri   p a r ame t r e   (xu  V|.  v2.  y : ) .   T i e t o  
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parametre sú zviazané tromi podmienkami: 
1  1  j 1  7  ">  * 1 
­f­  — l {  .  X­)  +  Vo  — /?  ,  .v j! y j  — .Vi  i y , .  

Po tom,  čo  s m e  si p rob l ém  zbytočne  skompl ikova l i ,  bo lo  treba ná j s ť  melódii,  
a k o   sa  zbav iť   t roch   nadbytočných   pa rame t rov .   P rvým  p r i n c í pom   interprctatív ne j  
f o rmy  jazyka  j e  p r e t o  p r e chod  d o  konfiguračného  priestoru,  k torý má  p resne  toľko 
rozmerov ,   koľko   pa rame t rov   t reba   n a   j e d n o z n a č n e   z ad an i e   kon f igu rác i e   d a n e j  
ú lohy.   V  p r ípade   n á š h o   kyvad la   by  t o   bol  p r ies to r   s  j e d i ným   r o /me r om  

zodpovedajúcim parametru  cp. 
Pojat ie   mechan iky   z a l ožené   na   kompoz i t í vne j   f o rme  j a z yk a   ma lo   však 

j e d n u   nespornú  výhodu .   V  dôs ledku   toho,   ž e   sa   pohyb   opisoval   v  euk l idovskom 
pries tore ,  pohybové  rovnice  boli j e dnoduché .  Z rých l en i e  pohybu   čas t ice  j e  úme r n é  
sile,  ktorá   n a   ň u   pôsobí .   Ak   si lu  z a d ám e   pomocou   po tenc iá lne j   ene rg i e   V. 
N ew  tonové pohybové  rovnice  n adobudnú  tvar  

) „ f ^ L   =  _ a ľ ( r   v „ )   m 

d t ­  c)x; 
Lagrangeovo   rozhodnu t i e   op i sovať   mechan i ckú   ú lohu   pomocou   jej 

p r i rodzených   p r emenných   n a r á ž a   na   p rob lem  Pohvb.   kioiy  / o d p o \ e d a  
r ovnome rnému   na ras t an iu   pa ramet ra ,   n emus í   byť   zotrvačnv  Stači  sa  p o / n e ť   na 

na še  kyvadlo.  K e ď  uhol   (p  r ovnomerne   naras tá ,   gu l i ek )   sa  pohvbu ju   po   kružnic i  
Pohyb  p o  kružnic i  j e  v šak   pohyb  z rýchlený ,   a  t eda  j e  dôs l edkom  pôsobenia   sil\ 

Pre to  s i lové pôsobenie  je nu t n é  nielen n a  z rých len ie  pohybu  v sme r e   (p  a le  u /  a j  na 
j e h o   udržan ie .   T e d a   z j ednodušen ie   reprezen tác ie   p rob l ému   (t  j  v v n e ch áme  
zbytočných  sú radn íc )   ved ie   ku   kompl ikác i i   rovn íc   op i su júc ich   p o h \ b   k a l  
p r ipus t ime,  aby súradnice ,  k torými  op i s u j eme  prob lem,   boli  kr ivočiare ,  mu s íme  d o  
pohybovej   rovnice   z a h r n ú ť   doda točné   č leny,   k to ré   k o i n p e n / u j u   zakr ivenie  
sú radných  osí. Zo t rvačnosť  pohybu u ž  n i e j e  ekv iva len tná  rovnomernos t i  na ras tan iu  
pa ramet rov ,   t.j.  kons tan tnos t i   rychlostí .   V  kr ivoč ia rych   sú radn ic i ach   lak  neplatí  
bežná   fo rmulác ia  p rvého  Newtonovho  zákona .   Teleso,   na  k toré   nepôsobia   / í a d n c  
sily, nebude  menil  svoje  k r ivoč ia re  sú radn ice  konš t an tnou  rýchlosťou.  Lag rangcova  
zás luha  spočíva  v  t om,  ž e  naš ie l  spôsob,  a k o  m o ž n o  pohybové   rov n ice  p rep í sať  d o  
kr ivočiarych súradn íc .  

S i tuác ia   tu  p r i p om ín a  Gaussovu   ideu p r echodu   k  vnú to rným  sú radn ic i am 
pr i  op i se  geomet r i e  n a  p loche .   P red  Gau s s om  s a  p lochy  opisoval i   a k o  vnorené  d o  

/ 

t r o j rozmerného  pr ies toru.  T o  ma l o  za  nás ledok,  ž e  pri  výpočte   dlž.kv  knv  kv  ležiacej  
na   p loche   (čo   j e   z  hľad iska   p lochy  dvo jpa rame t r i cká   ú loha )   vystupovali   tri 
pr ies torové  sú radn ice   (x,  y\  z).  J edna   z  n ich  j e   zjav n e   zbytočná ,   a  pre to   Gau s s  
zaviedol  n a  p loche  tzv.   indukovanú  metriku.  k torá  použ íva   len dve  sú radn ice  (u.  v) 
Prob lém  sa  t ým   z jednoduši l   čo   d o   poč tu   pa r ame t rov ,   a l e   skompl ikova lo   sa 

t  / 

vy jad ren ie   dĺžky.   K ým   v  t r o j r ozmernom  euk l idovskom  pr ies tore   je  dl/.ka  d an a  
v z ť ahom  
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ds  = dx  + dy  + dz,  (9) 
č o  j e  v l a s tne   t ro j rozmerný  a n a l óg  Py tagorove j  vety  hovor iac i ,   ž e  k e ď   sa  v  sme r e  
sú radných  os í  p o sun i eme  o m a l é  e l emen ty  dx,  dy,  dz,  t ak   sa  o d  poč ia točne j  po lohy  
vzd i a l ime   o  vzd ia l enosť   ds  d a n ú  v z ť a h om  (9).   V  kr ivoč ia rych   sú radn ic i ach  j e  u ž  
v z ť ah   vy jadru júc i   na ra s t an i e   vzd ia lenos t i   ds  v dôs ledku   posunu t i a   o ma l é  
vzdia lenost i  du  a  dv  z loži tejš í .  Gau s s  ukáza l ,  ž e  vo  všeobecnost i  m á  tva r  

ds" = Edu  +  2 Fdudv  + Gdv~, 
kde   E,  F.  G  sú   tzv.   Gaussove  koef ic ienty.   Podobne   a k o  Gaus sa   zmen š en i e   počtu 
pa r ame t rov   op isu júc ich  d aný  p rob l ém  pr inú t i lo   p re j s ť   k  z lož i te j š iemu vzťahu   p re  
vzdia lenosť ,   Lag r angea   p r inú t i lo   zmen š en i e   poč tu   pa r ame t rov   pre j sť   od 
j e dnoduchých  pohybových rovn íc  k u  komp l i kovane j š ím  rovn ic i am.  Mo ž n o  povedať,  
ž e  L a g r a n g e  zavádza   „indukovanú  dynamiku"  ana log i ckú   Gaus sove j   i ndukovane j  
met r ike .  

T u   s a   do s t ávame   k d r u h e j   ú s t r edne j   myš l i enke   nového   spôsobu  opisu 
pohybu ,  ktorou j e  preklad  pohybových  rovníc  do jazyka  konfiguračného  priestoru 
Z  ep i s temolog ického   hľad iska  j e   p rek lad   medz i   v onk a j š ím   a vnú to rným  op isom 
pohybu   č íms i ,   č o   s tavia j a z yk   Lag rangeove j  mechan i ky  d o  pa ra le ly   s Be l t r amiho  
mode l om  neeukl idovske j  geometr ie ,  Gaussovou  vnú to rnou  geomet r iou  p lôch ,  a k o  a j  
s  teóriou rozš i rovan ia  po l í  v a lgebře .  Po z r ime  sa ,  a k o  t en to  p r ek l ad  vyze rá  v p r ípade  
p rechodu   k  po l á rnym  sú r adn i c i am   v  rovine ,   č o  j e   asi   na j j ednoduchš í   p r ík l ad  
kr ivočiarych  súradníc :   V  po lá rnych   sú radn ic i ach   v  r ov ine  j e  po loha   bodu   u rčená  

jeho vzd ia lenosťou   r  od   poč ia tku   (pólu)   a  u h l om   (p,  k t o r ý  zv ie ra  j e h o  spojn ica   s 
poč ia tkom so  zvo leným sme rom.  K e ď  z aved i eme  v d a n om  bode  loká lne  osi  v  sme r e  

na ra s t an i a  sú radn íc  r  a  (p.  t ak   ich j edno tkové  vek tory  mô ž eme  označ i ť  a k o  e ľ   a  e , p .  

Po lohový vektor  d a n é h o  bodu po tom m á  vy jad ren ie  

r  ­  r.er, 
ktoré  hovor í .   Že  d a ný  bod  sa  nachádza  v o  vzdia lenos t i   r  v  sme r e  e r .  K eď  chc eme  

urč iť  rýchlosť  d an ého  bodu .  mu s íme  de r ivovať  t en to  v z ť ah .  Do s t áv ame  v z ť ah  
v  =  r. e,. +rcp.e(p, 

ktorý'  hovorí ,   ž e   rých losť   pohybu   b odu   m á   d v e   z ložky.   P rvá .   k to rú   n azývame  
rad iá lnou ,  vy j ad ru j e  v zďaľovan i e  sa  bodu  o d  poč i a tku  v  sme r e  vek to ra   er  a  spočíva 

v na r a s t an í  p a r ame t r a   r.  D ruhá ,  k to rú  n a zýv ame  t angenc i á lnou .  vy j ad r u j e  otáčavý 

pohyb  bodu  spo jený  s  n a r a s t an ím  p a r ame t r a   (p.  Ce lková   rých losť  j e  súč tom tých to  
v 

dvoch  z ložiek.  Da l š ím  de r ivovan ím do s t aneme  z rých len ie  

a  = ( r   ­  rcp2).er  +(2ŕcp  + r(p).e(f>. 

In terpre tác ia  j edno t l ivých  č lenov  j e  nas l edovná :  

r.er  —  zrých len ie  r ad i á lneho  pohybu  spoč íva júce  v  na r a s t an í  r ad i á lne j  rýchlost i :  

r (P­e(p —  zrých len ie  ro t ačného  pohybu  spoč íva júce  v  na r a s t an í  uh love j  rýchlost i :  
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. 9 
—r(p~.er  —  dos t red ivé  z rých len ie  pr i  pohybe  p o  k ružn i c i  s konš t an tnou  uhlovou 

rýchlosťou;  

2ŕ ip .e   —  Cor io l i sovo  z rých len ie  p r i  pohybe  p o  šp i r á l e  s konš t an tnou  rad iá lnou  

a  uh lovou  rýchlosťou.  
In terpre tác ia   p r í s lušných  č lenov  j e  z a t i a ľ   robená   z  hľad i ska   vonkajšieho 

jazyka.  t.j.  z  hľad i ska   p r i amoč ia rych   sú radn íc .   Z  hľad i ska   kr ivoč ia rych   sú r adn í c  
t ret í   č l en   nezodpovedá   pohybu   p o   ž i adne j   k ružn ic i ,   a l e  j e  to   j ednoducho   pohyb 

/ 

p ozd ĺ ž   sú r adne j   osi  (p.  Podobne   š tvr tý   č l en   n i e  j e   pohybom   p o   špirá le ,   a le   po  
p r i amke   ležiacej   š i kmo  medz i   o s am i   r  a  (p.  T i e to   dva   pohyby  sú  kr ivočiare   len 
z vonka j š i eho  hľad i ska ,   z  hľad i ska  p r i amoč i a rych  sú radn íc .   Z  vnú t o r n ého  hľadiska  

s ú  t o  p r i amoč ia re  pohyby,  lebo ich  op i su j e  l ineárny  v z ť a h  medz i  sú r adn i cami   r  a  (p 
Pre to  k e ď  c h c eme  pr i   op i se  pohybu  p r e j s ť  d o  v nú t o r n ého  j a zyka ,   mu s íme   napred  
pochopiť ,  č o  z n amen a j ú  t ieto č leny  z  hľad i ska  k r ivoč ia rych  sú radn íc .  Avšak  napred  
z ap í šme  v o  vonka j šom jazyku Newtonove  pohybové  zákony :  

dV 
mr­mr0~=  il>) 

dr 
­  .  .  r)V  1 
lmr(p  + mr(p  =  .  (10) 

riep  r 
Prvá  rovnica  hovorí ,  že  a k  c h c eme  telesu d a ť  r ad i á lne  / . n  ch  l eme  a lebo  ho  

c h c eme  ud r ž a ť  na k ruhove j  d r áhe ,  po t r ebu j eme  na   t o  r ad iá lnu   silu  Podobne  d r uh a  
rovnica   hovorí ,   ž e  a k   c h c eme  z rvch l i ť   rotáciu  te lesa   a l ebo   h o  c h c eme   ud r / a t   na 
špi rá lovi te j  d r áhe ,  po t r ebu jeme  n a   to  tangenciá ln í !  silu.  T o  ešte   n ie   )c  preklad ,   ale 
len  obyča jný  prep is  v z ť a hu   (S)  pomocou   pa r ame t r o \   r  a  (p  A j  k eď  j e   k inemat ika  
pohybu   u ž   zap í saná   pomocou   nových  pa rame t rov ,   dw i anuka .   teda  spojen ie   si 1 
a  zrýchlení ,   sa   usku točňu je  eš te   v o  v onka j š om   jazyku  P r c j a u i j e   sa  t o   napr ík lad  

v t o m .  ž e  č len   mr(f)~  vys tupu je  na  ľave j  s t r ane  rovnice  a k o  dôs ledok  pôsobenia   MI 
.  *> 

Z  vnú to rného  hľad i ska  však  č len   zodpovedá  r o v nome r n ému  pna iuoc i a i e i nu  

pohybu  p o  osi   (p,  a p re to   n em á  č o  h ľ a d a ť  n a   ľave j   s t r ane   rovnice .   T u   m am e  d o  
č inen ia   s podobnou  možnosťou  dvo jake j  inerpre tác ie ,  a k á  j e  charak te r i s t i cká  a j  p r e  
Be l t r am iho  mode l  neeukl idovske j  geomet r i e .  V Be l t r am iho  model i  bola   urči tá  č iara  
z vonka j š i eho   (eukl idovského)   hľad i ska   te t ivou  euk l idovského   k ruhu ,   k ým  
z vnú to rného  (neeukl idovského)  hľad i ska  bo la  tá  is tá č i a r a  p r i amkou  neeukl idovske j  
roviny.   T u   ana log icky   urči tý  pohyb   j e   z vonka j š i e ho   hľad i ska   r ovnome rným 
pohybom  p o   kn i žn i c i   ( teda  p o   k r ivke   roviny   x,  y)  a a k o   p ohyb   p o   kr ivke   je 
z rých l eným  pohybom,   k torý  j e   výs ledkom  pôsoben ia   síl.   A l e   ten  istý  pohyb   je 
z vnú t o r n ého  hľad i ska   r ovnome rným  pohybom  pozd ĺ ž  s ú r adne j  osi  (p.  a  teda  j eho  
z rých len ie  j e  nulové.   Pre to  k e ď  c h c eme  p rep í sať  pohybové   rovnice  d o  vnú to rného  
j a zyka ,  mu s íme  predovše tkým  pren iesť   č len  s  dos t r ed ivým  z rých l en ím   ma  p ravú  
s t r anu  p n  e j  rovnice ,  č ím  dos t aneme  sús tavu  
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mr  = mrcp i 
dv_ 

dr 
( 1 1 )  

T o  z n amená ,  ž e   z  hľadiska  vnútorného  jazyka  sa  tu  objavuje  nová  sila. 
k to rú  m ô ž em e  n a zv a ť  ods t red ivou   silou.  Te leso ,   k t o r é   sa  pohybu j e  p o   . .pr iamke 
rovnobežne j   s osou   q ŕ   (my   v i eme ,   ž e   v  skutočnos t i   j e   t o   k ružn ica ) ,   poc iťu je  
pôsoben ie  sily. 

T ý m  sa   tu  v š a k  ob javu je  urči tá  a symet r i a .  . .Sku točná"  newtonovská   sila j e  
d a n á   pomocou   po tenc iá lne j   ene rg i e   V,  k ým   ods t red ivá   s i la   j e  z a d a n á   pomocou  
obyča jného   vzorca .   Ukazu j e   sa .   ž e   a j   ods t red ivú   s i lu   m o ž n o   dosta t '   pomocou  
potenc iá lu .  Jej  potenciálom  je  kinetická  energia.  N a o z a j  

mrcp 
i  d  A  i  .  7.  ŕ)  A  i . i   1  .?  dT 

—  (— mr~cp~)  =—(—  mr~(p  H— mr")  —— 
dr  2  w  dr  2  ^  2  dr 

( 1 2 )  

1  7  .  2  1  7 
K eď   si  k ine t i ckú   ene rg iu   — mr"(p"  +  — mr"  o z n a č íme   7 ,   m o ž n o   rovnicu   (11)  

z ap í s ať  v t va re  

mr  = mrcp2 
dv  d  (1  2 2 , ^   � 2 \  dv  r) 
—  = —(—mrcp  H—  m r  )  = —(T­V). 
c)r  d r i   *  2  dr  dr 

(13)  

čo  z n amená ,  ž e  z rých len ie  pohybu  j e  spôsobené  s i lou,  k to re j  potenciá l  j e  rozdie lom 
k ine t icke j  ene rg i e  T  a pôvodne j  po t enc i á lne j  ene rg i e  V. 

Te r a z   by   sm e   sa  moh l i   pokús i ť   zav ie sť   ana log i ckú   korekc iu   a j   p r e  
Cor io l i sove zrýchlenie .  Mohl i  by sm e  sa  pokús i ť  p r en i e s ť  a j  Cor io l i sovo zrýchlenie ,  
k toré  ex is tu je  z  hľad i ska  vonka j š i eho  j a zyka ,  d o  vnú t o r n ého  j a zyka  a k o  Coriol isovu 
silu  a  po tom  skús iť   n á j s ť   potenciá l   p r e   tú to   novú   si lu.   To t o   h ľ adan i e   si  však 
mô ž eme  ušetr iť ,  lebo a j  Cor io l i sovu silu do s t a n eme  z  k ine t i cke j  ene rg i e   T.  podobne  
a k o   silu  ods t redivú.   Aby  sme   ukáza l i ,   ako .   s k ú sme   nap r ed   vy jad r i ť   pomocou  
k ine t icke j  ene rg i e  r ad iá lnu  z ložku  z rýchlen ia .  Plat í ,  ž e  

. .  d  ď 
mr  ­  —(mr)  ­  — 

c/t  dt 

d  i  i 

dr 

íl  .  ^ 
— m r 
2  JJ 

d_ 

dt 

í  d  í 

\  dr 

1  . 7   1  7 .  
— mr  + — mr~cp 
i  i 

A 

y 

\ 

/ 

d_ 

di 

'  cľT  . 

dr 
( 1 4  

J 

Cien   zodpoveda júc i   z rých len iu   v  r a d i á l nom   smere ,   t eda   mô ž eme   dos tať  
z  k ine t icke j  energ ie ,  k e ď  j u  de r i vu j eme  n ap r ed  podľa   r ad i á l ne j  rýchlost i   a  po tom 
podľa   času .  K e ď   sa  pokú s ime   t e n   istý7  t r i k   ( teda  de r ivovať   k ine t i ckú   ene rg iu   T 
nap r ed  podľa   rýchlost i   v  u r č i t om sme r e  a výs ledok  de r ivovať  podľa  času )  u rob iť  a j  

p r e  sme r   čp , dos t aneme  

d  f  dT^  _  d 
r  d 

dt  K  dip)  dt  y  dip 

1  .1  1  7  7 
— mr"  + — mr~cp~ 
2  2 

\ 

/ 
= —  (mr2(p)  =  2mrrcp  + mr'cp. 

)  dtv 
(15)  

V id íme ,  ž e  sm e  au tomat i cky  dostal i  Cor io l i sovu si lu (vynásobenú  f ak to rom 
r). K e ď  za  ľavú  s t r anu  rovnice  (10)  do s ad íme  vy j ad r en i e  z o  v z ť a h u  (15) .  v id íme ,  ž e  
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faktor r sa vykráti a pre pohyb v smere  (p  dostaneme pohybovú rovnicu 
d  ,dT.  dV 
— ( — )   = " — •   ( 1 6 )  
dt  dip  o(p 

Ana log i cké  dosaden ie  vy j ad ren i a  z o  v z ť a h u  (14)  n am i e s t o  ľave j  s t rany  rovnice   (1.3) 
vedie  k rovn ic i  

í & = é < T ~ v > ­   "7> 
cit  or  or 

Rovnice  (16)   a  (17)  p reds t avu jú  p rek lad  v z ť ahov  (9 )   a  ( 10 )  d o  vnú t o r n ého  j a zyka  
U ž   v n i c h   niet  ž i adne j  zm i enky   o dos t redivých  z rých len iach ,   lebo  v o   vnú to rnom 
j a z y ku  niet ž i adneho  stredu.  Všetky t e rmíny ,  k to ré  v  tých to  rovnic iach   vys tupujú ,  sú 
p r e  obyvateľov sveta  kr ivoč ia rych  s ú r adn í c  p l n e  z rozumi t e ľné .  J e  tu eš te  mala  chyba  
k rásy  spočíva júca  v  t om,  ž e  t ieto  rovnice  m a j ú  roz l i čné  p r avé  s t rany ,   a l e   to   sa  cla 
ľ a hko  ods t rán iť .  K e ď  si uvedomíme ,  ž e  po tenc iá lna  ene rg i a   V nezáv i s í  od   rýchlosti  

(p  a ŕ ,   m o ž n o  v  rovn ic iach  (16)   a  (17)  č is to  f o rmá l n e  na   ľave j  s t r ane  namies to   / 

dosad iť  rozdiel   T  ­  V.  Podobne,  k eďže  k ine t ická  ene rg i a  nezávis í  od  uh l a   (p,  mo žno  

n a  p r ave j  s t r ane  rovnice  (16)  n ah r ad i ť  ­ V  ve l ič inou   ľ  ­  V.  P re to  k e ď  o zn a č íme  

L­T—  V = —rtl(ŕ~  +  r~(p~)  — V (r,  (p)  , možno obidve rovnice zapísať v jednotnom tvare 

d  ^c)L ̂  _  c)L  d  ^ r)L ^  c)Ĺ 

dt  dr  ŕ)r  dt  c)ip  r)(p 

Jednotný  tva r  rovn íc  ukazu je ,  ž e  n emu s íme  rozl i šovať ,   či  urči tá   sú radn ica  
vy j ad ru j e  vzd ia l enosť   a lebo  uhol .   a  tak  mô ž eme   n am i e s t o   r  a  (p  / a \  icsť  i / \  
zovšeobecnené  súradnice  qx.  Pomocou   n ich   nadobúda jú  Lag r angeovc   rovnice   prv 
systém op í saný  pomocou   / s ú r adn í c  qlr  q:.  ....  (ji tvar 

d  r)Ĺ  r)L 
( — )   =  —  ,  /  =  1 . 2   /.  <  IS) 

dt  r)q t  ň q 

Prechod   k  La s r angeovvm   rovn ic iam  srne  i lustrovali   na   nauediHHliKhšom 
v ­   y 

prípade krivočiarych sú radn íc ,   k to rými   s ú   po l á r ne   sú radn ice .   Z ák l adná   s chéma  
toh to  p rechodu  je však r ovnaká  a j  v o  všeobecnom p r í pade  ( [18] ,  22­24) .  Newtonové  
rovnice  s ú  špec iá lnym p r í p adom  Lag rangeových   rovn íc  p r e   p r ípad   p r i amoč ia rych  
súradn íc .   V  p r í pade   p r i amoč ia rych   sú r adn í c   to t iž   k ine t i cká   ene rg i a   nezávis í   od  
polohy,  a l e   l en   od   rýchlost i ,   a  p re to  v o  v z ť aho ch   (18 )   n evzn i k á   ž i aden   č len   typu 
ods t redive j   a l ebo   Cor iol isovej   sily.  Z  Lag rangeových   r ovn í c   do s t aneme   p r i amo  
rovn ice  Newtonove .  He lmho l t z  nazva l   f unkc iu  L  kinetickým  potenciálom.  č o  tú to  
ve l ič inu  dobre  vys t ihuje ,  a l e  v i ac  sa  vž i lo  o značen i e  Lagrangeova  funkcia. 

6.  Integratívna  forma  jazyka  klasickej  mechaniky:  Hamilton  1834. 
In tegra t ívnu   fo rmu   jazyka  k las icke j  me ch an i k y   vytvoril  Wi l l i am   Rovan  Hamil ton  
(1805­1865)   v o   svoje j  p rác i   On  a  General  Method  in  Dynamics  |<S|  Zák l adom 
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Hami l t onovho   sys tému  holo   n ah r a d en i e   Lag rangeových   r ovn í c   (18),   k to ré   sú 
rovn i cami  d r u h ého   rádu .   sús tavou  rovn í c  p r v é ho  r ádu .   S  t ým to  c i e ľom  Hami l ton  
zmen i l   pa rame t r e ,   pomocou   ktorých  op i s u j eme   mech an i c kú   sús tavu.   L ag r a ng e  
opisoval  mechan i ckú   sústavu pomocou   konfiguračného  priestoru;  p r e   sús tavu  s  / 
s t upňami  voľnos t i  použi l   I r o zme rný  pr ies tor  zovšeobecnených  sú r adn í c   (qu  q2,  .... 
cji). N a  z adan i e  s tavu  sys tému bol  nú t ený   k  s ú r adn i c i am  p r ipo j i ť  a j  rýchlost i ,   ted a 

z a d a ť  21 p a r ame t rov   {cjvq2...ql\qrq1...ql).  T o  z n amen á ,  ž e  u  Lag r angea  s tav  n ie  

je  geomet r icky   reprezen tovaný .   V  kon f i gu r a čnom   pr ies tore  j e   zachy tených   iba  / 
súradníc ,  k ým   / rýchlos t iam chýba  geome t r i cká  r ep rezen tác i a .  

Hami l ton   pr i   op i se   mechan i cke j   sús tavy   preš ie l   k  fázovému  priestoru. 

Nap r ed  def inova l  tzv. zovšeobecnené  hybnos t i   p ,  =  p r i čom fázový  pr ies tor  j e  
c)q, 

po tom 2 / ­ r ozmerný  pr ies tor  p a r ame t r ov   (7/, ,q2­­­qi  > P\ > Pi­­­Pi)  • T o  z n amená ,   že  

v po rovnan í   s  kon f i gu r a čným  pr ies to rom  m á   fázový   pr ies tor   dvo jnásobný   počet 
d imenz i í .   T á t o   zm e n a  m á  z á s adný   význam ,   lebo  t ak to   bod  l azového   priestoru 
j e dno zn a čn e  zadáva  dynamický  stav  me ch an i c k e j  sústavy,   a  n i e  len  jej  geometrickú 
konfiguráciu.  a k o   to  j e   v  p r í p ade   kon f i gu r a čného   pr ies toru .   Hami l tonov   fázov\  
pr ies tor   je p o zo r uhodná  ma t ema t i c k á  konš t rukc ia .   J e ho  p rvých   /  d imenz i í  z adáva  
konf igurác iu  d a n é h o  sys tému,   a  t eda  j e  t o  geome t r i cký  pr ies tor  a k o  všetky os ta tné  
pr ies tory,   pr ies tor ,   k t o r ého   body  r ep rezen tu jú   po lohy   telies.   Avšak   d ruhých   / 
d imenz i í  z adáva  hybnost i ,   teda pohybový'  stav.  P r e to  m o ž n o  povedať ,  ž e  Hami l ton  
geome t r i zu j e   dynamiku .   Hybnosť ,   t eda   čosi .   čo   sa   v i a ž e   s  in tenz i tou   pohybu,  
p r em ieňa   na   pr ies torovú  sú radn icu ,   t eda   n a   ex tenz iu .   Te l e su   pohybu júcemu   sa 
v t r o j r ozmernom  pr ies tore   t a k   Hami l t on   p r i rad i l   bod   v  š e s ť r o zme rnom   f ázovom 
pries tore ,  k to rého  prvé  tri sú radn ice  hovor ia ,  k d e  s a  te leso  n achádza ,  k ým  zvyšné  tri 
sú radn ice  udáva jú ,  ako   n e h l o  sa pohybuje .  Rýchlosť  j e  t ak  z a d an á  polohou,   to. a k o  
rýchlo  sa  teleso  pohybuje ,   z i s t íme   z  toho .   k d e   sa   n a ch ádz a .   Hýbať   sa  urči tou 
rýchlosťou  z n amen á   byť   na   u rč i tom  mies te   f á zového   pr ies toru .   Pohyb   sa 
ex te rna l izu je ,  m e n í   sa  n a   po lohu .   To .   a k o  n e h l o   sa   te leso  pohybu je ,  j e   u rčené  
mies tom,  k d e   sa  nachádza .   Descar tova   téza .  ž e  pohyb  j e  stav,   nadobúda   doslovný 
význam .  

Hami l tonove  rovn ice  op i su júce  pohyb  m a j ú  tvar  

dp^=_m_  ( . L ,   ,  , m  

cit  dpi  cit  dql 
i 

k d e   H  =  pxqx  ­  L  j e  t zv .  Hami l t onova  f unkc i a .  K a ž d e j  rovnic i  sys t ému  (18)   tu 
1 =  1 

z odpovedá  dvo j i ca  rovníc .  T e d a  n am i e s t o   /  r ovn í c  d r u h é h o  r á du  m á  Hami l ton   2/  
p r vého   rádu .   N a  p n ý  pohľad   by   sa   moh l o   zdať ,   ž e   t á t o   zm e n a   je  t r iv iá lna ,  
j e dnoducho  rýchlost i   (presnejš ie  hybnos t i )   vyh lá s ime  z a  n o v é  súradn ice ,   a  t ak   sa  
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každá   z  rovn íc  d r u h é h o  r ádu   r ozpadne  n a  d v e   rovn ice   p r v ého   rádu .   Ale   zmena ,  
k t o r ú   t ým   Hami l t on   dosiahol ,  j e  ďa lekos iah la .   T o ,   ž e   Lag r angeove   rovnice   sú 
rovn icami  d r u h ého  rádu ,  z n amená ,  ž e  n a  z ad an i e  s t avu  sys t ému   je o k r em  sú r adn í c  
n u t n é  u d a ť  a j  rýchlosti .  Pre to  t ým  is tým b odom  kon f i gu r a čného  pr ies toru  p rechádza  
nespoče tné  množs tvo  rôznych  t ra jektor i í .  P o z n áme  to   z  b e žne j  skúsenos t i ,  k e ď  tým 
is tým  b odom   pries toru  mô ž eme  p r e j s ť   r ôznymi   rých losťami   v  rôznych   smeroch .  
T ed a  to, ž e  pohybové  rovnice  sú  d r u h é h o  r ádu ,  n á m  d áv a  v  pr ies tore  s lobodu voľb\  
rýchlost í ,   a  teda možno s ť  r o zhodnúť  sa  o  sme r e   a  rýchlost i   ďa l š i eho  pohybu,   lebo 

/ 

t ie to pa r ame t r e  našou  po lohou  n ie  sú  určené .  Úp lne  inak  vyzerá  s i tuácia   v  pr ípade,  
k e ď  pohybové  rovnice  s ú  rovn icami  p r v ého  rádu .  Vtedy  po loha  j e d no zn a čn e  u rču je  
celý  budúc i   pohyb   sys tému;   keby  s m e   sa  t eda   ocitli   v  u r č i t om  bode   f ázového  
pr ies toru ,  exis toval  by j e d i ný  sme r  a j e d i n á  rýchlosť ,  a kým i  by bo lo  mo ž n é  tento bod 
opust iť .   Vše tka   s loboda  voľby   tak   zan iká .   Keby   Boh   stvori l   svet  nie   \ 
r ep rezen tačnom,   a l e   v o   f á zovom  pries tore ,   z an i k l a   by  s loboda  pohybu   V 
ľubovoľnom  bode,   v  k t o rom   by  s m e   sa   ocitl i ,   by  s m e   si  pozre l i   pos ledné   tri 
sú r adn i ce  a  t ie b y  n á m  oznámi l i  rých losť   a  sme r ,   v  k t o rom  by s m e  sa  pohli  ďa l e j  
Hami l tonov   po j em   f ázového   pr ies toru   tak   zv id i t e ľňu je   d e t e rm i n i zmus   k las icke j  
mechan iky .  

J 

Vzh ľ a d om  n a   to. ž e  kon f i gu r ačný  pr ies tor   ne r ep rezen tu j e  dynamický   s ta \  
sys tému,   j e d n ým   bodom  kon f i gu r ačného   pr ies toru   mô ž e   p r e chádza ť   celý  rad 
t ra jektor i í .   Napro t i   t omu   vo   f ázovom  pr ies tore   Hami l ton  ove j   mechan iky   bod 
pr ies toru   j e dno zn a čn e   zadáva   s tav  sys tému,   t.j.  o k r em   in fo rmác ie   o  jeho 
konf igurác i i  j e d no zn a čn e   zachytáva   a j   i n fo rmác iu   o  j e h o   hybnos t iach   t a k / c   / 
k a ždého  bodu  fázového  pr ies toni  vychádza  j e d n a  j e d i n á  t ra jek tôr ia   T a k t o  sa č a s ow  
vývin  sys tému p lne  geomet r izu je .  T o  umožňu j e  zásadný  konc ep t u a lm   posun  \  opise  
pohybu,  menov i t e  zaveden ie  po jmu  fázového  toku.  K eď ž e  kr ivks   zob razu júce  pohvh 
mechan i c k ého  systému v o  f ázovom pr ies tore  sa  n avzá j om  nepre t ína jú ,   lebo d aným 
bodom  f ázového   priestoru  p r echádza   j e d i n á   kr ivka ,   namie s to   toho.   a b \   >me 
vyšetrovali   pr iebeh  jedinej   t ake j to   kr ivky,   mô ž eme   sa  poz r i eť   na  \ s e t k \   m o / n e  
pohyby  sys tému  na raz .   K eď   Lag r ange   skúma l   k \  vadlo .   musel   si  / \ o l i t   určitu 
konk ré tnu   poč ia točnú  výchylku   a  po t om   moho l   s l edovať   pomocou   svoj ich  rovnic  
ďalš í   p r i ebeh   pohybu.   K e ď   chce l   po r ovna ť   pohyby   zodpoveda júce   rôznym 
výchy lkám,   muse l   k a ždý  pohyb   op í sať  osobi tne   a  po r ovna ť  a ž  výsledky.   Naprot i  
t omu  Hami l t on  mô ž e  nekonečný  súbor  kyvadie l ,   z  k to rých  k a ž d é  p reds t avu je  pohyb  
d an ého   kyvad la   p r i   rôznych   poč ia točných   podm i enka ch ,   zob raz i ť   na raz ,   v  t om  
i s tom f á zovom priestore .  Rô znym  poč ia točným s t avom tot iž  p r i s lúcha jú  rôzne  bod\  
f á zového  pr ies toru   a  k r ivky  p r echádza júce  t ými to  b odm i   ležia   p ekne   vedľa   seba 
Pre to  v o  f á zovom  pr ies tore  mô ž eme  s l edovať  všetky m o ž n é  pohyb \   d a n é h o  kyvadla  
súčasne .   K e ď   t o   u rob íme ,   do s t ávame   fázový   tok.  Fázový   tok  je  teda  čosi  a k o  
synch rónne  s ledovaný  pohyb  d a n é ho  sys tému  pr i   v še tkých   možných   počia točných 
výchylkách .   Je   to   akoby  sa  č lovek  n a   rázces t í   s úča sne   vybral   vše tkými   možnými  
sme rmi .   V  n a š om  pr ies tore  to  j e  n emožné ,  lebo bv s a  m u  moh l o  pr i t ra f iť ,  ž e  b \   sa 
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zrazi l   s ám   so   sebou,   č o  j e  absurdné .  V o  f á zovom  pr ies tore   však  k  take j to  z r ážke  
s v l a s t ným  dvo jn íkom  dô j sť   n emôže ,   lebo  k a ž d ým   bodom   p r e chádza   j e d i n á  
t ra jektór ia .  Pre to  v o  f á zovom pr ies tore  mô ž eme  b e z  akýchkoľvek   inkonzis tentnos t í  
zob raz i ť   súčasný   pohyb   rôznych   verzi í   t oho   is tého  sys tému.   A  p r áve   takéto  
zob razen ie  pohybu (tzv. f ázový  tok) tvor í  z á k l a dný  p r í no s  H am  i konove j  mechan iky .  

O  hami l t onovskom  f á zovom  toku   dokáza l   Liovil le.   Že  sa  pri  ň om  
zachováva   f ázový  objem.  T o  z n amená ,  ž e  k e ď  si  vy f a r b íme  ma lý  kúsok   f ázového  
pr ies toru ,   z k a ždého  j e h o  bodu  n e c h áme  vychádza ť  t r a jek tó r iu  a  poz r i eme  sa. k am  
sa  p r í s lušné   pohyby  dostali   z a   urči tý   čas ,   t ak   mno ž i n a   koncových   bodov  týchto  
v šemožných  pohybov  vytvorí  ob lasť  v o  f á zovom  pr ies tore ,  k to rá  b u d e  m a ť  rovnaký  
ob jem a k o  oblasť,  z k to re j  sm e  štar toval i .  T á t o  ve ta  m á  m n o h é  dôlež i té  dôs ledky p re  
s amo tnú   mechan iku ,   n á s   t u   v šak   z a u j íma   skô r  j e j   novosť   z  ep i s temolog ického  
hľad iska .   Je   to   tot iž   ve ta ,   k to re j   f o rmu lác i a   sa  stala  mo ž n ou  a ž   p r echodom  na  
integratívnu  f o rmu  j a zyka .   A ž   v  j a zyku ,   ktorý'  d oká ž e   pomocou   f ázového   toku 
uchopiť  súčasne  všetky  možné  pohyby  d a n é ho  sys tému,  je m o ž n é  t akú to  vetu  vôbec 
s fo rmulovať .  Pok iaľ  j e  m o ž n é  v j a z yku  uchop i ť   a  s l edovať  časový vývin   iba j e d n e j  
jedinej  t ra jektor ie ,  leží Liouvi l lova veta  ďa l eko  z a  ho r i zon tom vy j ád ř i t e l ného .  

T ak t o  sa s táva j a sne j š ím ,  p rečo  sm e  f o rmu  j a zyka  Hami l t onove j  mechan ik )  
označi l i  t e rm ínom  integratívnu  forma  jazyka.  J eho  ep i s temolog ická   š t ruk túra   tot iž  
p r i pomína   jazyk  Kle inovho   Erlangenského  programu  v  geomet r i i   či  Galoisovej  
teórie   v  a lgebře .   Rovnako  a k o   v  týchto   teór iách  a j   v  hami l tonovske j   mechan ike  
ex is tu je  urči tá  neu t rá lna  báza  (v podobe  f á zového  pr ies toru)  umožňu j ú c a  in tegrovať  
š t ruktúry ,  k to ré  j a zyk  n a  predošlých  vývinových  š t ád iách  o d   seba  os t ro  oddeľoval  
U Kle ina   pro jek t ívna   rov ina   umožňova l a   in t eg rovať   r ô z n e  geome t r i cké   š t ruktúry,  
k to ré   sa   p rv   n a v z á j om  vylučovali .   K ým   ma tema t i c i   chápa l i   geome t r iu   a k o   fo rmu  
naze ran ia   pr ies toru,   bolo   absurdné ,   aby   bol  pr ies tor   s úča sne   euklidovsky'  a j  
neeukl idovský.  A ž  k eď  Cayley  prišiel   s  myš l ienkou ,   ž e  geome t r i a   pr ies toru   nie  j e  
fo rmou   nazeran ia ,   a l e   j e   to   abs t r ak tná   me t r i cká   š t ruk tú ra ,   s ta lo   sa  mo ž n ým  
uvažovať   rôzne   geomet r i e   vedľa   seba.   Domn i e v ame   sa.   ž e   z  ep i s temolog ického  
hľad i ska   je  táto s i tuácia  pa ra l e lná  s o  s i tuác iou  v mechan i k e .  Pok i a ľ  sa  mechanicky 
sys tém v n íma  a k o  čosi konk r é t ne  dané .  a k o  urč i tý  fyz i cký  objekt ,  je absu rdné ,  aby sa 
t en   istý sys tém pohybova l  s úča sne  d v oma  r ôznymi  spôsobmi .  A ž  k e ď  sa mechan i k a  
oslobodí  o d  záväznos t i  d a n ého   a  z a č n e  mechan i c ký  sys tém v n í m a ť  a k o  abs t rak tnu  
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d y n am i ckú   š t ruktúru ,   s táva   sa   možný   k rok ,   k to rý   urobi l   Hami l t on ,   k e ď   nechal  
s úča sne  vedľa  seba p l ynúť  rôzne  pohyby t oho  is tého sys tému.  Podobne  a k o  Cayley  a 
Kle in   boli   schopn í   vedľa   seba   uvažovať   r ôzne   geomet r i e ,   k to ré   sú  r eá lne  
nezluči teľné ,   sú   Hami l ton   a Liouvi l le   schopn í   n a r a z  uva žova ť   r ôzne   pohyby  toho  
is tého mechan i ckého  sys tému,  k to ré  sa r eá lne  vy luču jú .  Liovi l lova veta   je tak možná  
a ž  vďaka   p rechodu   na   in teg ra t ívnu   f o rmu  j a zyka .   V  predoš lých   š tád iách   vývinu 
mechan iky  j e  tá to  veta j ednoducho  nevyjadr i t eľná .  
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7.  Konštitutívna  forma jazyka  klasickej  mechaniky:  Poincaré  1881. 
V p r i ebehu   rokov  1833  a ž   1841,  teda  p r ib l i žne   v  r o v n akom   ča s e   a k o   Hami l ton  
rozpracováva l   svo j   f o rma l i zmus   p reds tavu júc i   v rcho l   ana ly t i cke j   mechan iky .  
predloži l  Joseph  Liovi l le  (1809­1882)  s é r iu  č lánkov ,  v  k torých dokáza l  pozo ruhodnú  
skutočnosť .  P ros t r i edkami  k las icke j  ana lýzy  m o ž n o  vy j ad r i ť  r iešen ie  iba veľmi  úzke j  
t r iedy  d i fe renc iá lnych   rovníc .   P revažná   väč š i na   d i f e renc iá lnych   rovníc   je .  .  .» 
p ros t r i edkami  d i f e renc iá lneho  a  in t eg rá lneho  poč tu  ner ieš i teľná .   Ich  r iešenia  možno  
n á j s ť   l en   pr ib l ižne ,   rozvo jom  d o   nekonečných   r adov ,   a le   e x ak t n é   r iešenie 
v uzav r e t om   tva re   m o ž n é   n ie   je.  Liouvi l lova  teór ia   je  v m n o h om   para le lná  
s Galo i sovými  výs ledkami   z a lgebry ,  podľa  k to rých  a lgebra ickými   p ros t r i edkami   je 
m o ž n é   r ieš iť   len  nepa t rný   z l omok   a lgebra ických   rovníc .   Ga lo i sove   a Liovi  llove 
výsledky  poukazu jú   n a   h r an i c e   jazyka,   n a   k t o r é   v 30­ tych   rokoch   19.  storočia 
ma t ema t ika  naraz i la .  K eďž e  pohybové  rovn ice  mechan i ckých  sús tav  (v Eu le rovom,  
Lag r angeovom  a lebo   Hami l t onovom  poja t í )   s ú   z a d a n é   pomocou   d i fe renc iá lnych  
rovníc ,  m a j ú  Liouvi l love výs ledky z á s adný  v ý z n am  p r e  celú  mechan i ku .  

Z  Liovi l lových výsledkov vyvodil  r ad i ká l ne  dôs l edky  Henri   Ju les   Poincaré  
r  r  �� 

( 1854­1912) .   V  séri i   č l ánkov   pod   spo ločným  n á z v om   O  krivkách  definovaných 
diferenciálnymi  rovnicami  [21)  sa   postavi l   n a   r ad i ká l ne   nové   geometr  icke 
s tanovisko.   A k   ana ly t ickými   p ros t r i edkami   m o ž n o   r ieš iť   len  malv  počet 
d i fe renciá lnych rovníc ,  tak n a  vybudovanie  všeobecnej  teórie d i te renc ia lnvch   rovníc  
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t reba  nap red   vytvor iť   úp lne   nový  j a zyk .   T e n t o  j a zyk   b \   mal   uvažov a ť   o  riešení 
u rč i te j  d i fe renc iá lne j  rovnice  nezávis le  od  toho.  či  n am  analytickv  apa ra t  umožňu j e  
toto  r iešenie  expl ic i tne  vy jadr i ť  a lebo   nie.  Po inca ré  sa   tak  \  teórii   d i te renc ia lnvch  
rovn íc   postavi l   n a   s t anov i sko   p r i pomína júce   R i emannov   postoj   k exis tenci i  
geomet r ických   objektov.   K.ed'  R i emann   zist i l ,   ž e   t ro j rozmernv  priestor   pr ipúšťa  
exis tenciu   iba   n epa t r n ého   z l omku   geomet r ických   objektov,   rozpracoval   jazyk 
a lgebra icke j  topologie,  ktorý umožňu j e  hovor i ť  o geome t r i ckom objek te  nezávis le   «*1 
toho,   či  j e   jeho  reprezentác ia   v  pr ies tore   mo ž n á   a l ebo   nie.  Podobne   Pomca r c  
rozpracoval   j a zyk ,   ktorý  umožňu j e   hovor iť   o  r iešen í   d i fe renc iá lnych   r o v n ú  
nezávis le   od   toho,   či   n á m   analyt ický  apa rá t   umo žňu j e   toto  r iešenie  expl ic i tne  
vy j ad r i ť   a l ebo   n ie .   T ým t o   n ovým   j a z y k om   j e   j a z y k   geometrickej  teórie 
dynamických  systémov  6 

Poinca ré   rozpracova l   úp l n e   nové   ma t ema t i c k é   metódy .   V  p r vom   rade  
preloži l   s amo tný  po j em  d i fe renc iá lne j  rovnice   d o  geome t r i ckého  j a z yk a   v  podobe  
vek torového  poľa  v o  f á zovom  priestore .  Nam i e s t o   toho.   aby   d i fe renc iá lnu   rov nicu 
chápa l   ana ly t icky   a k o   rovnicu ,   v  k to re j   vys tupu je   n e z n áma   f unkc i a   spolu  s  jej 

6  V  matemat ike   sa  koncom  19.  storočia  rodí  zauj ímavé  rozštiepenie  V  oblasti 
základov  matematiky  (Dedekind,  Frege.  Weierstrass,   Peano  a  Hilbert)  dochádza  k 
odmietnutiu  geometrického  názoru  a  geometria  jc  nahradená  aritmetikou,  v  oblasti 
diferenciálnych  rovníc  (Poincaré,  Cartan,  Siegel,   Kolmogorov.  Moser .   Smale   a  Arnold)  
nastupuje zásadná geometrizácia. 
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der iváciami ,   p r ičom  našou  úlohou  j e   ná j sť   vy jadren ie   t e j to   neznámej   funkcie .  
Poincaré  c h ápe  d i fe renc iá lnu  rovnicu  geometr icky ,  a k o  predpis ,  ktorý v každom bode  
f ázového   priestoru  zadáva   vek tor   rýchlostí .   Riešením  takto   po ja te j   d i ferenciá lnej  
rovnice   je  po tom j e d nodu cho   krivka,   ktorá  sa   v  každom  bode   dotýka   pr ís lušného 
vektora   z adaného   pr ís lušnou  rovnicou.  Namies to   poja t ia  d i ferenciá lne j  rovnice  a k o  
urč i tého vzťahu  medz i   analyt ickými  výrazmi  ( funkc ie  a j e j  deriváci í )   tu  t eda  m áme  
poja t ie  d i fe renc iá lne j  rovnice  a k o  urč i tého  vzťahu  medzi   geometr ickými   objek tami  
(kr ivkou  a  j e j   do tykovými   vektorami) .   T á t o   dôs ledná   geometr izác ia   umožňu j e  
fo rmulovať   mnoh é   o tázky   ohľadom  charakteru  riešení  d i ferenciá lne j   rovnice  
nezávis le  od  toho ,  či n ám j a z yk  umožňu j e  príslušnú  rovnicu explici tne vyriešiť a l ebo  
nie.  Asi  na jvýznamne j š ím   ob j avom,   ktorý  vďaka   konšti tut ívnej   f o rme   j a z yk a  
Poincaré   urobil ,   bol  ob j av   de terminis t ického  chaosu .   V  te j to   stati  niet  miesta   na 
podrobný  výklad toh to  f a sc inu júceho  ob javu ,  c h c eme  iba upozorniť  na  skutočnosť,  že  
tak a k o  mnohé  iné zá sadné  ob javy ,  a j  ten to  bol umožnený  prechodom  k  nove j  f o rme  
jazyka.   Ob j a v   chaosu   sa   tak  z  ep i s temologického   hľadiska   viaže  na  konšti tutívnu 
formu j a zyka   k las ickej  mechan iky   ­  rovnako,  a k o   sa  ob j av   Liouvil lovej   vety  spá ja  
s  integratívnou fo rmou  j a zyka .  
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